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う場合,六面体要素を用いると要索の有する性能を活

かしたような自動要素分割を,複雑形状に対して行う

ことは困難である(2)．一方,四面体要素を用いれば，

雑本的にどのような複雑形状に対しても自動要素分割

が可能で,適用範囲も広い．しかし，有限要素法で四

面体要素を用いた燭合,一次要素を用いれば,－要素

当たりの自由度は１２と少なくなり計算のコストは低

いが,糖度の面で問題がある．二次であれば一要素当

たり３０自由度を持つことになり，解析規模が大きく

なるに従い計算のコストが極めて高くなる．また，フ

リーメッシュ法では，節点周りに局所的な要素生成を

行うため,中間節点を有するような二次要索を用いる

ことは,局所製紫生成アルゴリズムの制約により困嬢

であり(,)(4),従来,四面体一次要素(Constantstrain

tetrahedraleIement：Ｃ－ＴＥＴ)が用いられ,解析対象

によっては輔度的な問題が指摘されてきた．

フリーメツシュ法の高綱度化に関する既存の研究と

して,二次元問題に対しては,関東(3),三次元問題に

対しては顕らい〕がプリーメッシュ法を混合形成によ

って定式化し，その高梢度化を行い良好な結果を得て

いる．しかし，混合形式理諭による急激に応力が変化

する問題,すなわち，複合材料等の応力解析への適用

は有効ではないといわれているISI．また，有限要素法，

１．緒瞼

近年,あらゆる櫛造物が大形化・複雑形状化する傾

向にあり，その応力状態を評価するためには実験や数

値計算が必要である．しかし,実験ではコストやⅢ労

力.技術的に閥難な場合がある．一方,計算機性能の

著しい発展に伴いⅢ大規模な三次元解析が,固体問題，

熱伝潮間題,流体問題などのようなさまざまな工学分

野の諸問題に適用されてきており，数値計算技術への

期待が高くなっている．また，要素自動分割システム，

メツシュレス法などの普及により｜その適用および応

川範朋はいちだんと広がりを見せている．しかし，有

限婆紫法やフリーメッシュ法('１などのような要素を

必要とする解析法では，その精度は使用要素に極めて

依存し，高澗度な解析綱度をもつ要素の必要性が求め

られている(2)．

一般に,三次元有限要素解析で複雑形状の問題を扱
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各辺のLliHMに節点を持つために，i幽接プリーメッシュ

法へは適用できない．このために，本研究では新たに

鄭人した頂点の回転角(図２参照)を用いてI-TETの

中間節点変位を消去した．具体的にはI-TETの各辺

を仮想的にはり要素と仮定し’tInImU節点変位と１Ｎ点の

回転角の関係式を利用する．

勘所座槻系は，剛２のようにｶﾞﾛﾉ辺のiilMjlhIzP蝋と

仮定し,ｒ、に直交する面1:に〃塗,ど゛をとる．このと

き，エ，Ｕ平而と邸*，〃刃平iHiが接する線｣几に〃・MMIを

とり，〃愈軸の正の方向は，こ｡が瑚加するとき，ｚ軸の

尾値も同時に瑚加するように仮定する．局所HIK標系で

のｊ点での乙庫llillまわりのモーメントによるli1I転角を

雌,,〃､軸まわりのモーメントによる'四ＩｌＩｌｊｉ向を０m．と

し,ノ点でも|iil様にモーメントによる１，１絃角を’&．，

蛾,とする．こｵしらのjロノ点のｉｎ1職/flによるハノ''１１

の変位は.ﾊｳﾘﾘr魔撚糸での.r･刀向の変位を（(：..⑭〃＊

ﾉj1lIlの変位媚'１鑑岫zMjlrIの変位をID身ｗとし．:l次

式で仮定すると．

’ｲｶﾞｗ＝U

憲二t鰍鰯ｉｔ蹴騨」
･･･………（２）

のようになる．式(2)で，んは辺ｉ,ノの長さ，‘＝

王･ﾉﾉUである．また，式(2)では，ハノ点に作用する

局所座標系でのねじりモーメントによる変位は無視す

ると仮定している．

式（２）より，が辺の中間節点変位は,序＝1/2を代入

することにより求めることができＩこれをマトリック

ス表示すると次式となる．

IilMHl-i汁Ｍ|'`ヅ
．..（0｡)＝{'&､碗・砿.砿･砿.砿･)「

.…..……（３）

ここで,式(3)の右辺のマトリックスを[/'⑰]とする．

式(３）はlhj所腿標系での式であるから,水辺は全体腿

ブリーメッシュ法両方に関して，三次元固体力学問題

において聞精度解をもたらす`・要紫”という観点から

の研究はあまり行われていない(2)．

以上のような状況を踏まえ，三次元解析における高

糟度プリーメッシュ法の砿立を目的とし，著者らが提

案した回綜自由度を有する平面三角形要索(5)の鱗導

方法を三次元に拡狼し,回転自由度を有する４節点四

面体要素(TetmhedralelementwithdriUimgdqgree

offreedoms：Ｄ－ＴＥＴ)を開発した．本輪文では,Ｄ－

ＴＥＴの定式化およびフリーメッシュ法の局所要素へ

の適用について澱鯰する．

そのために，まず２章においてＤ－ＴＥＴの定式化を

行い,３蹴で既存ブリーメッシュ法について述べ,本

要素をフリーメッシュ法に適用する．４章では本要素

の網度的特艮について述べ’岐後に５靴で納諭を述べ

る．

２．回転自由度を有する

４節点四面体要素

ここでは。１０節点アイソパラメトリック要素(l0-

nodeslsoparametricteLrahedraIeIement：I-TET）

を利用して，D-TETを定式化する．

２．１１０節点アイソバラメトリック四面体要素(I‐

TBT）図１に体種座欄系でのI-TETと各節点の

座標を示す．I-TETの詳しい説明は文献(6)に詳し

いのでここでは簡単に説明する．

I-TETの要素剛性マトリックス([lbl)は体積座標

を用いて，

［偽,】=｣(1K!~釘』し`'~偽[β]『[､][B］
xdet[ﾉ]妬必傘…………………………（１）

と表すことができる．ここで,［B]はひずみマトリッ

クス.[JDIは応力マトリックス.Ｕ]はヤコピアンマ

トリックスである．また,本研究では，式（１）の体槻

領分は，ガウスの数値欄分法、により計算した．

２．２回転自由度を有する四面体要素(1)TET）

高糖度な解を得ることのできるI-TETは，四ini体の

IＵＵＩ

ＩＤ 灘弓lIJ21

ｙ
ⅢⅢ

UＤＩ

【Ⅲ

lRlmmObom凸浬山ば(A,金,畠,`h）

FigJIsoparametricTETe】eｍｅｎｔ

Fig.２TETelementincludeddriIlingdegrｅｅｏｆ「ree‐
ｄｏ、
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lllMll〕ilj川'１“

IiliH獺鮒ト…,”

ここで,い,)はI-TETの節点変位ペクトル,（6}は

』趣》』》
》

●
ｏ
②
ロ

FiH,３Conceptoffreemeshmethod

ベクトルを示すと，（脚,,〃`,０４１曲先,Iｦh,’ぬ)となり，図

２に示すように－節点当たり６個の自由度を有するこ

とになる．

よって，本要素のひずみエネルギーＵは，

（ﾉｰﾅﾙ,(6)『[γ]蕨[B]『[､][β][丁](6)｡i，
…………（７）

と表すことができ，Ｄ－ＴＥＴの要素剛性マトリックス

[ﾙ]は，

［ん]＝[Ｔ]了[ん`][Ｔい……………･…･………（８）

と導くことができる．なお，Ｄ－ＴＥＴの形状関数は通

常のI-TETと同一である．

ここで,注目すべきことは,本要素は－要素当たり，

24個の自由度を有しておりⅢI-TETと比較すると，６

個減少していることである．

具体的な[Ｔ]は[Ｍを用いて，
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と表すことができる．ただし，ｐＵ]のj,ノは四面体の頂点の節点番号であり，その他の各マトリックス成分は次の

ようになる．

’･トル薑｢#1ルー－…一一Ⅷ’
以上のようにＤ－ＴＥＴの剛性マトリックスはI-TETの剛性マトリックスの両側から式(9)で示した変換マトリ

ックスとその転極マトリックスを乗じることにより，iii単に作成することができる．

３．フリーメッシュ法

３．１基本的アルゴリズムフリーメッシュ法(ロは，有限要素法を基本概念として開発された手法で,有限要
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素法のように，グローバルな繋索悩報を必凶とせず，

要素一節点コネクテイピティーを必要としない．よっ

て，メッシュレス法の容易さと，有限要素法の解析糖

腫の両方を雑ね鮒えた解析手法である.

フリーメッシュ法では1ｈW３に示すように解析領域

内に配腿さｵした各節点(111心筋点)ごとに，その付近の

節点(衛殿節点)を架めてローカルな領域で一時的に剛

iiij体要素を作成する．これらの一時的なPq面体喫衆の

饗獺剛性マトリックスからL'１心節点に寄与する行成分

のみを全体剛性マトリックスに足し合わせる．これを

すべての節点で行い.全体1W性マトリックスを作成し，

迦立一次〃廠式を解く．

この`ｋうにソリーメッシ詞.法はローカルな凶索/l《

戒.全体剛fkマトリックスの作成および求解旗でをシ

ームレスに行うことができ，解折折の負luを極めて締

jMiすることができる．

：１．２１）ＴＩｉＴを用いたフリーメッシュ法い

ＴＥＴＩｊ,リリi(li体11Ｍ(にのみIllI111虹をｲjすむから,ゾ

リーメッシユuiへの移IlK'よ容場である．』↓体的には，

厨所擾索作成時に,仮想的にPWim体要素のIlIllII節点擁

標を求め,一時的に作成したI-TETの嬰索iiI性マト

リックスを木製紫の剛性マトリックスに変換すればよ

い．

しかし,木製索は要素内に概分点を持つため,節点

ひずみ．応力についての識繊が必要である．そこで，
本研究では,式(11)に示すように,術蝿襖粥の休職

(H1,｡)を１１Iみとして，'''心節点に蚊も近い横分点のひず

み(E:,)･応力(け跡)のnlz均を取り．節点ひずみ(ど鰯).応

力(nＪをW1illIIill1価した(ただし，１点積分の蝋合は’脇

Dr愛衆重心点の興紫ひずみ.応力の平均をとる)．ま

た,ｋＸｌ４には,本手法の概念図を示した．ただし，簡

便なため．二次元領域での表示である．

図如ごどH１ZUUodlh

G職－｣;区]JDH'一`⑩－融j了………………('１）
⑬ 『

４．精度評価

４．１片持はりの曲げ。ねじり問題ここでは．

lXl5に示すように，片特はりのElIll端にせん断刀およ

びねじりモーメントが作川した鵯合のD-TETの繍

度的特災を．ＣＴＥＴをH1いた既存フリーメッシュ法

と比絞検討しながら述べる(蝋'('１．

IWVllliを検;111Ｉするために．'''1げｌｌｌⅡluの場合1k,’'1111端

のjlililMN11I刀Ir1変位および,はり'１１火|:端の判1ﾉﾉIｲﾘ応ノノ

のW|庇比較を横災比４：１．２()：Ｉの２６IUWiで．はりJ珊

繍ili1と比鮫する．また，オムじりl/IMlmの場合は，191111蝋

illiljIlIUlU)｣lⅡのlⅡ)lWjlfd蜜(if(はりのlxl心を`１１心とする

lI10M)について．FI1ii樹解と比i鮫する．

｜刹７にIlllげlllllliiに対しての'11111度と正規化変位・ｌｉｉ

力との関係をﾌﾞﾊﾞし，供１８にはねじりllIl題についてのrl

IOjHiと正規化変位の関係を示す．llX1中のＧＰはガウス

馴化!【の個数を表している．なお.秋分点の座標位臓

に関しては,文献（７）に詳しい説明があるので，ここ
では瓢愛する．

変位に関して，図７より横長比が大きくなるにつれ

て，本要素とＣ－ＴＥＴとの理論解への収束の麓が大き

くなることがわかる．また，応力については，はり満

さ力向の節点数が3～5点(はりiVliさ方向の有限興索分

捌の３～4要素に対応)と少ないことに加え，はり」1端

の節点と応力を求めている欄分点の距離が離れている

ため,応力の瀞度は変位の精度ほどは良くない．しか

し．はり上下端部に節点を染'１１的に配偶することで，

はり_'二下端部応力の瀞i皮は改善可能である．なお，鷹｜

(iには，はり１１ﾄﾞﾉjIfⅢの節点数が５の場合の節バリMiiを

ブバした．

－刀.本要索の搬勿A(の変化による岡０１端のiIiR荷軸

ﾉjlhl変位の理鹸解への収束をみてみると，１点秋分の

掛合は,理論解の上０１１１から近づき，４，５点概分の鰯合

FiR・lMLPllMD《11,｢qwiIllIiIIinN部rfliniHn〔I齢Ir4器

■■－

…

：
llHrn
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'よ下側から近づくという特長を持っていることがわか

る．しかし，１点秋分を用いた場合は，「同じ節点

数・節点分布を用いても連立一次方程式の解が収束し

ない」，という問題が生じた．これは,積分点一つで

は,要索・節点分布により解析領域の体積積分を厳密

に行うことができない場合がある，とも解釈すること

ができる．よって，Ｄ－ＴＥＴを用いて安定した解を得

るためには,４点頼分もしくは,５点赦分を用いるほう

が良いと考えられる．次に，図８より本要素による結

果は理鐵解に比較的良好に収束しているが’C-TET

を用いた場合は理鹸解の約80％程度でしか収束して

おらず,理麓解よりも融めの評価である．また．積分

点による変化に対しては,1111げ１Ｍ1題同様である．

以上より，片持はり11W魁に対する本嬰索の解は,対

象とする問題が難しくなるにつれて，ＣＴＥＴと灘が

顕著に現れることがわかる．

４．２正方形板の曲げ問題ここでは,爾９に示

すような正方形板のIUlげ問題について，本ilA1索の１１１１度

評価を行う'１，９．解析は,正方形板の全周辺単純支持お

よび｝全周辺完全固定の場合の２柧類について,１１蝋荷

軸方向の鼠大変位について検討する．

図１０に自由度と正規化変位の関係を示す．４．１節

同様に,Ｃ－ＴＥＴを用いたフリーメッシュ法よりも極

めて良い糟度を得ており，その蓬は，片持ばりの精度

比較よりも顕著に現れている．解析解の理論解への収

束挙動は，Ｉよりのねじり問題や,横長比の大きいはり

の場合と似た形をしており，Ｃ－ＴＥＴによる結果は，

理鎗解の約60％程度でしか収束しておらず,やや磯め

の評価である．これは，曲げが卓越する問題,あるい

は三次元的な複雑な変形挙動を示すような問題に対し

てC-TETと比較すると,本要素が極めて高粉度の解

を与えることを意味している．また，積分点の変化に

よる解の収束性は,片持はりによる結果と全く同榔に

１点楓分の場合は理論解の上側から近づいている．よ

って,板の曲げ問題に対しても，本興索の有効性を示

すことができた．

以上より，横長比の大きなはりの曲げ問題,ねじり

問題,および板の曲げ問題のように，変形挙勘が複雑

になるにつれて,本要素とC-TETとの差が顕著に現

れることがわかった．よって,実檎遺物のような複雑

な自然外力が加わり，それによって複雑な変形挙励を

示すような問題の場合,本要素は極めて有効であると

考えられる．

５．繕論

回転自由度を有する四ilii体要索を開発し,本嬰猴を

Ｊ１,いることで,比較的低い計算コストで高輔度なﾊﾞﾑ次

元フリーメッシュ法が央現できることを示し，本興蝋

の制度的な特長について述べた．本要素についてまと

めると以下のようになる．

（１）本婆索は，フリーメッシュ法のような''''１'1節

点を有するような二次要素を川いることが悶難な状況

で,極めて有効な手法である．

（２）本喪索は，フリーメッシュ機の般大の利点で

ある並列計算への応用へも．特別な処班を必要とせず，

従来のフリーメッシュ法となんら変わりなく↑『うこと

ができる．

（３）本喚紫は，節点に11ｺl'脈催１１１１腱をｲ『しているた

め,複雑JIKI1lIげなどの作川が卓越する問題に対して，

特に有効である．

以上から，本嬰索はフリーメッシュ法の局所興索に

極めて適していると考えられ,箭次要索から誘導して

いるので流体問題などへの応用も可能であると考えら

れる．

本研究の一部は,文部科学省'Ｔプログラム「戦略

的基盤ソフトウェアの開発」において実施された．関

連各位に謝意を表する．

文献

（１）矢川元輔・細IⅡ孝之，フリーメッシュ法(一弧のメッシュ

レス法)の皇次元問駈への通jlj`機趙`63..614.Ａ（1997)．
2251-2256.

（２）IIlmlHlW,四面体要素の性能評価.111稗エ戦鱗演金鏑文雌．
５(2000-5),４鵠・4妬．

（３）IMI東康祐’混合法によるKUFI度フリーメッシュ法.１１本;汁
興エ学会瞼文楽,(20007)`Ｎｐ.20()()0036.

（４）噸文炮・矢川元鵜．プリーメッシュ混合法による_:次沁

応力解bf,槻鎗,67663.Ａ(2001)．２２５１醜56．

(、）安和守山・伊良波館雄・窟111閥・矢111元鵬,Ｗ(典プィソ

パラメトリック要素をII1いた高糖腿フリーメッシ桀麟の

二次元Lbiｿj解析への通"lに関する''１究・Ｈ本コンクリー

ト:I:学j'二次佑文報Ili製.２３３（2001L１６．

（６）鷲iIt久…郎・寓本１Ｗ・IIIIHiiZ昭・山本義之・川井忠蛮、

有剛製鋼法ハンドブック１１巻､（1992ハ363-405ＪW風蝕．

（７）ZieI1kicwic露.ＯＣ・andTaylol3R.Ｌ・（矢Ⅱ1元基・ほか2

名I！()．マトリックス打限興素法，【鰹（1996)．174-179,

科学技IFiIII版祉．

（８）鞠戸口英普・熈焔氏．チモシェンゴ材料力学,ｌｚ毬．

（1968〕、1651691束jKIHl轡．

（９）泉消印]！ねじりを受けるコンクリート部材の役lHUIi，

（1972L25.62,校織戦．

(10）関谷壮・斉藤浬.iW仮桐逝力学．（】968)，１７７１９７．兆:iIImu

版．

－４０－


