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ＡＢｓＴＲＡｃＴ，WegiveageneralizationoftheBernsteinpolynomi-
alsontheclosedunitintervaloftherealline，andconsiderthe

unifbrmconvergenceandthedegreeofapproximationbythegen-
eralizedBernstein-typeoperators．

1．Introduction

LetNdenotethesetofallnaturalnumbersLetノbeareal-valued
continuousfUnctionontheclosedunitintervall＝[0,11ofthereal
lineRandletnEN・ThennthBernsteinpolynomialofノisdefined
by

Iリａ､(ﾉﾙﾆﾉ(:)(ｻﾞ)附騨ｗｌ側
Itiswell-knownthatthesequenＣｅ{凡(ノルENconvergesunifbrmlyto
ノonⅡ(cfl7D

Nowadaystherearevariousgeneralizationsof(1)andoneofthem
isthefbllowing('31,cfl2],[121)：

②ｑＵＭ－圭妄曹'(患会)(かいw，
where｛s祁脱E脚isasequenceofnaturalnumbersIfs狐＝lfbrall
neN,ｔｈｅｎＣＷ,smz)＝且`(ノル）
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Inthispaper,wefUrthergeneralize（２）tothemultidimensional
caseandconsideritsunifbrmconvergencewithratesintermsofthe
modulusofcontinuityoffilnctionstobeapproximated．

２．ＡｔｈｅoremofKorovkin-VOlkovtype

Letl≦ｐ≦oobefixedandletXbealocallyclosedsubsetofthe
r-dimensionalEuclideanspaceRrwiththemetric

艸俳|蟻Ｍｒ⑩｝｜;三互曇’
where

ｚ＝(､,,z2j…,Ｚｒ),〃＝(Z/,,Zﾉ2,…,Zﾉγ)ｅＲｒ・

LetＶ(Ｘ)denotethelinearspaceofallreal-valuedfUnctionsonXLet
B(Ｘ)denotetheBanachspaceofallreal-valuedboundedftlnctions
onXwiththesupremumnorml1llx・Also,ｗｅｄｅｎｏｔｅｂｙＯ(Ｘ）
thelinearsubspaceconsistingofallfUnctions/ｅＶ(Ｘ）whichare
continuousonXandsetBC(Ｘ)＝Ｂ(Ｘ)ｎｏ(Ｘ）lxstandsfbrthe
unitfilnctiondefinedbylx(〃)＝lfbrallzEX・Ｆｂｒｉ＝1,2,…,r，
eidenotesthejthcoordinatefUnctｉｏｎｏｎＷｄｅｆｉｎｅｄｂｙ

ｅｉ(⑰)＝鋤

fbrallz＝(Ｚ,,⑰2,…,Ｚｒ)ｅＷＴｈｅｎｗｅｈａＮ'ｅ

(3)（｡p(慾,Z/))9三○(p,9,γ)Zle八ｍ)－e`(Z/)'９（z,Z/ｅＲＷ〉0)，

…F1餅;ご;’
LetYbeacompactsubsetofXAsubsetＣｏｆＣ(Ｘ）iscalled

aKorovkintestsystemfbrBO(Ｘ)iffbranysequence｛L臓脱E閥of
positivelinearoperatorsofC(Ｘ)intoＶ(Y),thelimitrelation

蝿||L"(9)－９ルーＯｆｂｒａｌｌ９ＥＧ
impliesthat

隅||L"(/)－/||γ＝OfbrallノＥＢＯ(X）

－２６－



FbrthebackgroundoftheKorovkin-typeapproximationtheory,we
refertothebookofAltomareandCampitilll,inwhichanexcellent
sourceandavastliteratureofthistheoryaswellastheBernstein-type
operatorscanbefbund(cfl4l,I51l61）

Theoreml・Lets6eqnZﾉﾉZzedeue〃posjtjuemte9erLet

C｡＝{1x}Ｕ{e1：１≦'三r’１≦ｊ三s｝

αＭ

Ｋｂ:＝Gs-1U{ei＋e;＋…＋e:｝

TﾉZe〃ＫＭｍＬｄ/Ze"ceCs此sMY0mUAi〃testsZ/Stem/brBCi(Ｘ）〃，
pα花jc秘ｌｑＭ<Ｍｔｍｄｈｅ，DceG2肱α肋わり胸testsZ/stem/brBO(Ｘ）

Pmqflnviewof(3),thisfOllowsfrom[9,Theorem4I

３．Ａ、ｅｓｔｉｍａｔｅｏｆｔｈｅｒａｔｅｏｆｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ

LetノＥＢ(Ｘ)ａｎｄ６＞OThenwedefine

L`ﾉp(/,6)＝sup{|ル)－/(Z/)|:z,ｙＥＸル(z,Zﾉ)≦6}，

whichiscalledthemodulusofcontinuityofノ.obviouslyル(/,.)is
amonotonemcreasingfUnctionon[０，｡｡)ａｎｄ

ｕﾉp(人O)＝０，ｕﾉp(/,6)≦211/||ｘ（6三0）

Also,ノisunifbrmlycontinuousonXifandonlyif

5UlPb(Ｗ’6)＝ｏ
ＮｏｗｗｅｈｅｒｅｓｕｐｐｏｓｅｔｈａｔＸｉｓｃｏｎｖｅｘ

Theorem2・Let{L施肪EN6eqse9ue"ceq/posjtiiﾉelmmrOpemto店q／
C(Ｘ)jmtoV(Ｙ川ｎｄｌｅｔ９Ｚ１Ｔ/ten/ｂＭノノＥＢＯ(Ｘ),ｚｅＹｌｎｅＮ
ｑＴＤｄａｌｌ６＞０，

(4)｜L"(ノル)－〃)|≦|加)||L"(1x)(〃)－１１

＋(Ｌｎ(1x地)＋(h(9,6,z))uﾉp((6)，
TUheme

ら(9,6,z）

＝ｍin{C(P,9,r)6-9似繩(9,z),(L伽(1x巾))'-1/90(P,9,γ)'/q6~'/Ｗ,z)'/9｝

－２７－



and
７

似宛(9,”)＝ＺＬね(|e`－ei(z)'xlq巾）
ｊ＝l

mpqrlMcuJqzがL勉(1x)＝1ｘ/ｂＭｌｎＥＮ,the〃αﾉﾂﾞ埴ducesto

lL”(ノル)－巾)|≦(1＋（h(9,6,zⅢp(（６）

α"。

〈h(9,6,Ｚ)＝ｍin(C(P,9,γ)6-9似冗(9,⑰),Ｃ(P,9,r)'/９６－１〃"(9,Ｚ)'/9｝

ＰｍｑｆＷｅｈａｖｅ

（・Ｐ(/,(6)≦(1＋（)uji,(/,6）

fOrall（,６三０(ｃｆＩ８,Lemma3(ii)１，[10,Ｌｅｍｍａｌ(b),[11,Lemma
24(b)1）Therefbre,inviewof(3)thedesiredinequality(4)fbllows
froml9,Corollary31

４．Bernstein-typeoperators

Let7DeN・Ｔｈｅｎｗｅｄｅｆｉｎｅ

(！)川鬮岬（叩筐ＲＮＬ山川必`(α,β)＝

ＬｅｍｍａＬＴ/Ze/blIoujin9eq1uQJjtjes/told：

”、０－１

(5)ＺＺｐ”ん,β)＝、αね．
』＝OHU＝0

”、－１

ｍ(j伽纐小β)=ｍα繩-1("β＋
j＝０ｋ＝0 空i1l）(6)

ねｍ－１

ＺＺ(ｊ＋ｈ)2p刺,j(α,β）
ゴーＯＡ＝０

(7)

＝､(叩-Ｍ`β`+…癩-1β+("`-1)(苧-1”鱸）
Ｐｍｑ/iThisfbllowsfromelementarypropertiesofbinomialcoeHi‐

cients．

－２８－



Ｌｅｍｍａ２､Letα,βaM76emealntmube瘤．ｍｅ〃ｵﾉZe/Motuin9e9uql-
itZ/hoJdSf

ｍｍ－１

(8)ｚｚ(Y('十ｋ)-β)２，mm川β）
ノーＯＡ＝Ｏ

=mβ2((ａ－ｎ７)2-ｍ2)ａｎ－，＋ｍβ'("７－(m-1)(α-m'))α繩－１

＋;糀仇-1)(”-:Ｗ
Ｐｍｑ/;Ｂｙ(5),(6)and(7)iｎＬｅｍｍａｌｗｅｈａｖｅ
７２噸－１ 〃ｍ－１

ｚＥ(v(ｊ+k)-β)圃膵`(α,β)=72画Ｅ('+府)2Ｍα,β）
ｊ=0ｋ=ｏｊ＝ＯＡ＝0

〃ｍ－１ ねｍ－１

－２βγＺＺ(j＋A)Ｍα,β)＋βzEZp7,ハル,β）
ゴー0k＝Ｏ ｊ＝0ｋ＝Ｏ

=m(〃("-1)γ2-2,αγ+α2)α噸-2β2＋、γ(m耐７－α(m-1))α恋-1β

＋ｍ(ｍ－１)(2ｍ－１)α"７２ ＝m((､7-α)ｚ－ｗ２)α凪-2β，６

十mY(w-(､-1ﾙｰ",))α耐－１β川勘(匹言''2+旱)・繩，
whichimpliesthedesiredequality(8)

ＦｒｏｍｎｏｗｏｎｌｅｔＸｂｅａｌｏｃａｌｌｙｃｌｏｓｅｄｓubsetoftheregi〔mofthe
firsthyperquadrant

唖＝{(鯵,,z2,…,Ｚｒ)ＥＷ:z’三0,1≦ｊ≦r｝

andlet6＝(6,,62,…４)ｅＸ,whereb#＞Ofbri＝1,2,…,rLet
YbeaclosedsubsetofXnH6,where

Hb:＝{(",,z2,…,zγ)ｅＲｒ:鉱i≦h,i＝1,2,…,r）

Let{z’宛,ガルEN,i＝1,2,…,r,bestrictlymonotonemcreasingsequences
ofpositiveintegersandlet{mfMLE闘,i＝1,2,…,r,beseqUencesof
positiveintegersLetbM}"EN,i＝1,2,…,r,besequencesofposi‐
tivereal-valuedfUnctionsdefinedonYwhichsatisfy

7"(j1,曲…,入;ん1,片2,…,脇z）

：＝ｈＭｚ)('1＋131),伽2(z)(j2＋ｈ２)，…ｎＭｍ)(ｊ＋Ar))ＥＸ

－２９－



ｆｂｒａｌｉｚｚＥＹａｎｄａｌｌｎ

Ｏ,1,2,…，ｍ,Ｍ－１（ｊ
〃＝(Ｚ,,z2,…,⑪『)ｅＹ

ｅＮ,whereルー0,1,2,…，伽andlDf＝
=1,2,…,r）ＬｅｔｎＥＮ,ノｅＯ(Ｘ）ａｎｄ
Ｔｈｅｎｗｅｄｅｆｉｎｅ

(9) B…,…,…(/ｉｍ郷,1,…,ｍ伽,が;伽,,…,7凧,γ;6地）

ｒｌしれ,1ｍね,'－１牝,２nzTD,2－１妬,炉、湖7-1

=旦剛Ｉ辮昌昌昌畠…昌昌
ｒ

ノ(Ｗ,’九…,jMh,ｈ2,…,Ａｒ;z))Ⅱ抑…(6‘,勿慰)，
ボーl

whichfbrlnsapositivelinearoperatorofC(Ｘ)intoＶ(Y)．
Ｒｅｍａｒｋｌ、Ｌｅｔｒ＝１，６，＝１ａｎｄＸ＝Ｙ＝１．１ｆ牝,，＝、,ｍ価,，＝ｓ祁
andlh,,(z）＝１小＋s"－１）fbrall〃ＥＮａｎｄａｌｌｍＥＹ,ｔｈｅｎ
(9)reducesｔｏ(2)．Also,letＸ＝Ｙ＝Irbetheunitr-cubeand
6＝(1,1,…，1）Ｉｆｍｎ`＝１ａｎｄ)Ｍｚ)＝1ル,a,ifbrallnEN,ｚｅＹ
ａｎｄｆｂｒｊ＝1,2,…,『,then(9)reducestothefbrm

芒琶…芒バム上,…,上）
□

j,＝oj2＝ｏｊ７＝ｏＩﾉh,’［ﾉ九,２ｚﾉ九,７
B"”,,…,…,…(ノル):＝

×鮴）②!`(l-ziW-jf

(Ｃｆ[７１）

Theorem3.〃

(１０）鵬lhMly＝0（j＝1,21…,γ）

(11） 鶴||m",伽||γ＝０（i＝1,2,…,γ)，

αＭ

(12） 鵬||Ｍ",`－６f1xlly＝0（i＝1,2,…,γ)，

the'０/breUemノＥＢＣ(Ｘ)，

(13）隅||Bi,………(/;ｍ",,,…ハγ;γ耐,,,…,肺;6)－/||y＝0

－３０－



ＰｍｑｆＷｅｓｅｔ

ｚＷ沖):＝ａ,iu,山…,…(/;ｍ"出…,ｍ蝿,『yγh,,,…、１，M;b地）

（ｎｅＮ,/ＥＯ(ｘＬｚＥＹ)．

Thenｂｙ(5),(6)and(7)inLemmal,wehavethatfbrallneN,＄＝
(ｚ,,z2,…,⑰r)EYandfbri＝1,2,…,r，

、(1x地)＝１，

，値池)-鴎=壷(州墾)-座”汁(岬-1Ｍ）２，
and

既に：地)一遍：=(姜川伽(麺)-ｗｗＭ砥)-b`)-ＭＩＩ沖)）

+伽苧訓鰯)麺什;((岬-1Ｍ))，+:(岬-ﾘ鮒
Therefbre,itfbllowsfrom(10),(11)and(12)that

隅llTh('x)－１xlly＝０，

鵬llTh(e汁eルー０（j＝1,2,…,r）
and

隅llTh(e:)－e;||γ＝０（i＝1,2,…,γ)，
andsoTheoremlestablishesthedesiredresult(13）

Theorem4・Let{E祁胱ENbeqseque"ceqfposjtj⑳…α伽m6eﾂwMn/be側
/bMJノＥＢＣ(Ｘ),⑳＝(⑪,,ｚ2,…,ｚＤｅＹａＭｑｌＪｎｅＮ，

(14）｜B〃",,,…,…(/;ｍ,2,,,…,ｎ４ｗ１ｈ,,,…、仇,γ;b巾)｜

≦（1＋牌(z))(Jp(（E"Ｌ
ｔｍｅｍｅ

γ

M範)=min{C(p,『)値池川虹),１，７慢罵１
ｔ＝１

？

、
Ｉ
１
ｒ
Ｉ
Ｊ

ＣＩＭ薑'1”
(1≦ｐ＜CO,ｐ≠2）

(p＝2,。｡）

CLM

州腫)=(伽聡ﾊﾊﾞ漣))2-Ｍ:`(誕))(芸),

－３１－



＋Ｍ鰹)(卿慰北)-(岬-1ル榊魑血)))言

＋;(伽-1)(岬-;)鮒
PmqfLetThbeasintheproofofTheorｅｍａＴｈｅｎｂｙ(8)ｉｎ

Ｌｅｍｍａ２，ｆｂｒｊ＝１，２，…，７，ｗｅｈａｖｅ

Ｔｈ(|ei-z`lxl2)(〃）

癒熊恥(遡肋Ｍ麹１，`恥蝋M-IM塾）
TherefOre，applyingTheorem2toL10＝Ｔｈ,９＝２ａｎｄ６＝Ｅ惚，we
obtainthedesiredinequality(14）

Theorem5・Let{E憾肪ENMJse9ue"ceWosjtjUe7沼qMum6e瘤.SUp-
Posethq”h川,`(")≦6ﾎﾞﾉbwzll〃ＥＭｕＥＹＣＭ/bri＝1,2,…,『．
T/Ze"/braJlBC(Ｘ),ｚ＝(z1,⑫2,…,z7)ｅＹｑｍＭｌｎＥＮ，

(15）｜B…,…,,Ｍ/;ｍ",,,…,、蝿ｗ)h1,,…、h,『;6沖)’

三(1＋恥(鮭))uﾉ,,(/,E")，
fUheme

γ

聡(")=min{C(ＭＥ扇2皿北)，
‘＝１ ｝,/石､57776局］

ａｎｄ

麻ﾙ)=(吾ルーＭ魁沖))，＋芸卿:』鰯）
＋;(､細)い-;)鮒

ＰｍｑｆＷｅｈａﾊﾉｅﾉﾘ"北）三Ｗ(⑪)ｆｂｒａｌＭｅＮ,ｚＥＹａｎｄｆｂｒ
ｉ＝1,2,…,randso似加(z)≦7Ｗ,）Therefbre,thedesiredinequality
(15)inⅡnediatelyfbllowsfrom(14）

Let｛p",#脱EFM＝1,2,…,７，besequencesofnonnegativereal‐
valuedfUnctionsdefinedonYWedefine

l

'１h,i(z)＝,ﾉｶﾞＭ＋ｍ箙,`＋Ｐ"化)－，
ｆｂｒａｌＭＥＮ,ｚＥＹａｎｄｆｂｒｉ＝１，２，．．．，rSupposethat

'１Ｗ,,j2,…,ハル,,A2,…北浦⑰)ｅｘ

－３２－



ｆｂｒａｌｌｍｅＹａｎｄａｌＭｅＮ,whereハー0,1,2,…峰,jandADi＝
0,1,2,…，ｍ"`－１(li＝1,2,…,γ）ThenTheorems3,４and5can
beapplied・

Ｉｎｔｈｅｒｅｓｔｏｆｔｈｉｓｓｅｃｔｉｏｎ,werestrictourselvestothespecialcase
where

ｂ＝(1,1,…，1)，Ｐ"”)＝０（ｎｅＭｒＥＷ＝1,2,…,r）

Therefbre,(9)reducestothefbrm

B…沙祁,2,…,""､ﾊﾞﾉ;加祁,1,ｍ",2,…,ｍm,γ地）

『１’'7n,1ｍ”,'－１〃"'２ｍね,2－１〃､’７ｍ'０，７－１

：=旦源昌昌j1Ei畠…ﾆﾆ

ﾉ(帥鵠_r弛奎宗奎_｣…,蒜耒姜-,）

×鮒）〃ｻﾞ(１－z`W-j‘．

Theorem6・SUpposet/Zat

limZ坐＝０（j＝1,2,…,γ）
汎→００１ﾉｹ､,i

T1/ze"/brqllノＥＢＯ(ｘ)，

(16）隅||Bi,宛,…,…,…(ノハ,ハ2,…ハルノ||γ＝O

PmqメＷｅｈａｖｅ

ｌ

鵬lhMlY＝J聖恥,‘＋ｍ燕,セー，＝０（i＝1,2,…,『)，

鵬''『Ｍ`ルー鶴弥鵲:`－，=0（i='↓,『）
and

ｍ,Z.ｉ－１

鵬|川伽一lxllY＝隅恥`＋ｍ",i－，＝０（j＝1,2,
Therefbre,byTheorem3,(13)impliesthedesiredresult(16)．

＝Ｏ（j＝1,2,…,r）

－３３－



Theorem7・Let{E"脱EIw6eqse9秘e"ceq/posjtiUe剛冗拠mMsmhe〃
/brQJJBC(Ｘ),ｚ＝(z,,ｚ2,…,Ｚｒ)ＥＹｑｖＬｄｑｌｌｎＥＮ，

(17）｜ａ,,､,,…,…,",M(/;ｍ泥,１，ｍ",2,…,ｍね,γ地)－加)｜

≦(1＋，〃(z))LJp(（E､)，
mheme

7

M`)=min{C(Ｍ蔭氾州璽)，
ｉ＝１ ｝(/石Ｔｍ弓

ｑＭ

Ｍ咋迩;に荒二,)，＋(姉鵲簔-,)。
+;(伽-巾"-;)(附志_Ｍ

Ｐｍｑ/ThisinⅡnediatelyfbllowsfromTheorem5,since6i＝
1/(1ﾉ,､,`＋ｍ",i－１)fbrallneMEeYandfOri＝1,2,…,r・

Theorem8､ＦｂｒＱﾉﾉﾉＥＢＣ(Ｘ池ＭｑＪｌｎｅＮ，

(18）｜|Ｂ,､,,"……,…(/;ｍ耐,1,ｍ",2,…,加孤,r)－ノル

ニ(1+min{Ｍ,Yo(Ｍ,,/7TmT云了:アル(Ｍ耐)，
uﾉﾉteme

Mw=m錘{||･；+;'燕|い='Ｉ弱『｝
α"。

lnMz)＝

妄((蓋將焉三丁)璽十±）8,2＝

Ｐｍｑ/：ＦｏｒａｌｌｎｅＮ,⑰
１，２，．．．，７，ｗｅｈａｖｅ

(z1,ｍ2,…,Ｚｒ）ｅＹａｎｄｆｂｒｊ

聡沖)=(通:+;)に荒二,γ
１ｍ,２，ｔ－１

＋(附鶉芸-,),＋輌汁脇ﾎﾞｰ,),

<(璽;+;)仁澤薫=,)團十等＋弍
一(重；+;)(伽鵲呈Ⅱ),+(鍾什士)圭

－３４－



三MW((姉鵲L
Therefbre,ｗｅｏｂｔａｉｎ

Ｍｃ)〈ｍin{Ｍ,yC(P,γ)E丙2錨

+±）ｺア

丙laJ，Ｍ,γｃ(p,r)Ｅ

andsotakingE蝿＝OmtheineqUality(17)reducesto
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≦(1+min{M,yc(Ｍ,,/IWFi7で｢戸7:７}旭(ﾉﾊ)，
whichimpliesthedesiredmequality(18）
Remark2・SinceM,ｙ≦4/3and

rmvz,j－１
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theineqUality(18)yields
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Therefbre,theinequality(19)improvestheestimategivenin[3,The-
orem2]fbrr＝1,b,＝1,Ｘ＝Ｙ＝Ⅱand恥,＝ｎ.Also,wecanget
thefbllowingestimatefbrallノＥＣ(r)andallnEN(cfllO1,[11])：

仰）'川…(ﾙﾙ≦…("侭）
where{E"此ENisasequenceofpositiverealnumbersand

射刎=肝､､(鶚,牢>
Inparticular1ifHﾉh,ｉ＝ＭｂｒａＩｚｅＮ,ｉ＝１，２，…，ｒａｎｄＢｎ：＝

B塊,,…,…,…,then(20)establishestheinequality

匹更ル(ﾒ六）ｖｃ(p,γ）
１Ｍ)ル≦('十mm｛

fbrallノＥＣ(r)andallnEN
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