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されているが(，~，)b著者らの構成式を用いた有限要素法解

析は未だになされていない．そこで，本研究は塑性構成

関係を記述するうえでより基本的鞍遷移関数を導入した

著者らの提案する新塑性構成式を有限要素法プログラム

に導入し，幾つかの代表的な問題の解析を通して．採用

された遷移関数の特徴が数値解析結果に如何なる影轡を

与えるかを明砿にすると共に，角点則や非法線則を有限

要素法解折に導入する上で直面する問題点を明らかにす

ることを目的とするものであるこの様に著者らの提案

する塑性柳成式の数値解析への適用性を示し，塑性構成

式の本質的な２つの週移関数及び方向依存性の大きさの

程度等が解傍の過程と結果に与える影響を鯛ぺることば，

今後，応力墹分方向依存塑性構成式を板成形シミュレー

ション等の具体的変形解析に応用し成形限界点の特定に

向けた基礎的研究として不可欠である．以下,（.)や（）

はそれぞれ増分及び偏差成分を示すものとする．

１．緒百

一般的塑性愛形解析に対しそれまでは合理的な塑性構

成式として認められてきたJ1F(〃流れ)則が応力径路が急

変する局所くびれや塑性座屈等の塑性不安定問題には妥

当な結果を与えないことが明らかとなり，それに代わり

除荷・負荷の判定が不明砿であるとして通術の塑性解析

に対し敬遠されてきたJzD仏変形磯またはHencky変形

賎)の増分形がより現実的な結果を与えるという状況の中

で幾つかの応力増分方向依存性を考慮した塑性榊成式が

提案されてきた．例えば現応力点において降伏IllI而上に

角点の存在をIiil提としたChristoHb｢Sc昨Hutchinsonによる

』｡Ｃ(ルコーナー)則('),後藤による何点則画や滑らかな降伏
IHI面を611挺とした非法線11ﾘとなるＪ２ＮＨＩｐ),そして増分的

塑性榊成式において本質的な２つの遷移関数，すなわち

塑性ひずみ噌分の大きさに関わる１人(α)及び塑性ひずみ増

分の方向に関わるβ(ﾛXここで,｡:偏遷応力空間における

応力増分の現応力方向からの槙れ角)を導入して得られた

著者らによる塑性則がある(4).それによると応力増分依存

性を導入するためには必ずしも角点の存在は必輿でなく

遷移関数6(α)の導入が本質的であることが明白である．

ところで，ChristoHbrsal-HutclUnsonのＪ２Ｃ則や後藤の

JzG-I，J2G-nlBi点則及びJ2N非法線則を有限要素法解析

に凧い局所くびれ変形や変形局所化等の問題が既に解析

２．応力増分方向依存性を考慮した呉屋・

伊画の塑性構成式の概略(4)

先に提案した塑性構成式の表現は以下の通りである．

現応力の偏差応力成分or，に方向が一致し単位の大きさ

1を持つテンソルを、と表し,峰哩を塑性負荷を生ずる偏差

応力増分の最大榎れ角とする．このとき０与えられたひ

ずみ増分`に対して.ｌｎ６)/(凧)…～のとき
塑性負荷となり次式が成立するものとする．

．】”4年１０月１５日２F件､､工巡合繭洩会において瓜漬,原稿

受付1994年12月26日

｡'正風琉球大学工学部(⑦903-0l沖縄県中頭m8i2i原町千1V【１
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方向依存性の程度を変えることが可能であり，例えば

kG=ｏとすると方向不依存則すなわちj2F則と－散し,Ｋｃ－ｌ

とすると極度に方向依存性を収ワ込むこととなる．開窮

したプログラムの検討及びＸ･値の及ぼす影響を鯛ぺるた

めに，それを用いた有限要素法解析も戯みることにする．

6-1+'二当主
ｚＧ.Ｓ・・・・・・・．.．．(】）

６，－p/Ｋ

ここに，

ｅｖｉ体梢ひずみ，Ｐ；齢水圧応力
Ｋ6体稲弾性率，Ｇ；横弾性係数

Ｈ；比例負荷における加工硬化係数

Ｇ.ごGH7(H`+JGl1sinp/sino）

ｓ､－２万ｺ{H`…/(3G肥…β}/{…in(α-6)/Sm｡）

ｂ…１，ヶ小''61）
p-co獄(､:白ⅥⅡ''６，|）

｡，βはそれぞれLLソJ増分及びひずみ増分の、の力向から

の振れ仇であり，６はαに依存するとし，さらに塑性ひず

み噌分に閲する無欲jihパラメータ風α)（４）を導入して６と
gPのIlllに吹のＩＮＩ係を仮定している．

３．各塑性構成式におけるu(｡)と6kL）

既存の塑性櫛成則としてjiF,Ｊ２Ｄ噌分則，J2C則，そし

て後麟のJ2Gpo,ＪｎＧｌ則,J2GnlUjとJ2N非法線則がある

が．それらは塑性ひずみ成分に対してそれぞれ次式とな

る．以下において､＜A>はMacauleyの橋弧と呼ばれＡ＞Ｏ

のときくA-A，Ａ＝ＯのときくA￣Ｏと定銭される.

＜J2FMIl＞

ＥＰ＿<ルゲ．．．...．.,．．．．．(5)

ただし，入は次のように定義された凪である

バー可(2h０万）

ｈ･‐H,/］；瞬１１１１硬化率

万一脚５，/ILに）・・・・・・．．．．．．．(2)

ここで,瓜⑥)は例えばMiscs剛111敗を噸性ポテンシャルと

する従来のJ2F則の場合はcoSaに一致する.

角点部以外の滑らかな降伏IIil面部の成長に対しては，

丸……－Ｈ'(I-R)高,．O雪Ｒ雪Ｉ

と腿いてその成長を導入し，それと現応力点とが形成す

る包絡曲面の角度でもって塑性負荷域が決定される.

ただし，塑性構成式(1)I土応力増分方向依存性を郷入す

るためには必ずしも角点形成が必要でなく，例えば降伏

曲面が滑らかとし，すなわち⑥…－JZ/2及び6…〉ｏとす
ることによっても方1句依存性を導入することが可鮨であ
る．

一方,塑性分岐解析を行う上でＨｉｌｌにより提唱された線

形比較体を構成するために，鯛報告(81において等方付に対
し淡のような定数係数則を導入した．

。,-(,/2H)IKoか緤帆)｡姉)…('）
ただし，ＫＧは定殿で．Ｏ＝ＫＣ三ｌとする．

また，式(])の逆表示は次のようになる．

，-(2w3KJl`,‐]('-K沖:`,)w万'｝
..・・・(4)

これは方向依存性を取り込む最も基本的な構成則であ

り，Ｋｃ－Ｈ７Ｅ，（比例負荷の相当応力.相当塑性ひずみ曲

線のセカント係数)と瞳くことによりＪ２Ｄの墹分形と一致
するものであるが,hDfi9分則と輿なり方向依存性をＨ'や

＆なる材料定致と独立に選択し得る点が大きな特徴であ

る．比例負荷に対しては，当然の事であるがＫＯに任意の

値をとる定数係散則がJ2F則やL、増分則等と一致するも

のである．Ｋ・の値を零とＩの問で盛化させることにより，

6,-(Ⅶ(Ｅ『'ヶ･(Iw-LE巾乖)･(`）
これは式(3)との比鮫から定数係数則においてＫｏ－Ｈ'/E，

6,-;『(o)((1-k(o)co10}E北(([-k(o)･"o｝
×(H`-1-厘.－１)学上(6)(趾-'一厘,－１川…リ
…可而〉

,'･ﾄﾄﾄ鬮剛騨

螂'偶欄騨
tanOm,斑一石lanq…ａ－Ｈ'/E,．．・・・(8)

肘,(回)曇{町い(い}'小斫}/。

ここで，

Ｐｂ)－ａ＋bcoSa

a-ho/Ho，

ｌ１０－Ｈ７３，

c･ｓｕ…－－８/ｂ

ｂ=ｌ－ａ

Ｈｏ－Ｅ風/３

－９６－
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<JzG-I則＞

ＥＰ－〈P(α)>/(2H･)ロ'十〈パ〉ロ，．・・・〔10）

となる．ただし，ｚｌは次のように定められる

ｚ1-,+(……(……‐…))/(cos･…－１)，

＿方，JV2雪α=cLm皿に対して，〈ルーＯだから

，,(｡)-(COS｡…－c･scK)/(cosα…-1）….(,8）
ｐ(α)－ｍ

<J2G-nHリ＞

ＥＰ－〈P(｡)>/(2Ho)Ｏ'十b<入〉｡'…．(１１）

<J2N非法線則＞

・…(･)lH卿釧ヶ幾Ｍ',｡｡)。}ん('２）
ここで。

bN-1-(hocosoVHN）

Ｈ蘭一(E,/3)((I･PIW…)/(1+PNI

応力増分力Iiil依存性を肴感した塑性榊成式の鑑本的パ

ラメータとして騨入されたlL(ﾛ),６(｡)を.上述の既存則の場
合について具体的に記述すると次の様になる．

<J1FNj＞

’1(ﾛ)-..sα、．．．．．．．．．．．．．(１３）
NOL)-０

となる．

<JzG-u則＞

これも，（11)式中右辺第２項の寄与が｡の範囲により異
なるので次のようになる．

Ｏ〈ロ〈jV2に対して

’』(bO-[(CO．"…(．．‘｡…‐…》z(……-1)-‘
＋(2……(cosq-……)/(cosamoX-I)+l｝

…'｡(｡…剛－１)-1腕
ｐ(｡)-cos-1[z2cosq/u(｡】

．。・・・０９）

となり，ただし，Ｚｚは次のように定められる．

Z2-I+{…､噸(･･s･…-cosql/(1-……）

－－万,jV2雪□急ﾛ…に対して,〈ルロoだから後藤ＪｚＣ
ｌと全く同様な式(18)の結果となる，

<J2N非法線則〉

バロ)-ｃｏｓｑ/cosp

6(｡)．"0-'{'･(H7国s)，('･P剛)zsinn｡…(２０）
ルPN…ｿ｢!〃

<J1-定数係数MII＞

（｡)－cosu/cos6

6(唾)－．.獣1m胸｡}｜'１……('4）
<JzCHIl＞

ｕ(囮)-f(o)[(１－k(o)c･10}'{(HｿEbyf(１－脚/E`）
×(1.HｿEJ…}･4k(o)｡…
×{1-k(O)co1(20》/sin(2Ｗ

６(α)-cos-IHcosq…coso-1）

／{．｡…-……騨噸}醜］
．・・・.（15）

<J2GjII1＞

ｕ(｡)-lcos｡…-…)…)/[(……-'）
×(`in(α－６)+sinp}］

６(Cu)-…11………－１)/{。．``｡…
＋１－………}M1

.・・・.（16）

<Ｊ２ｏｌ則＞

これは，（'0)式中右辺第２項の寄与がClの範囲により異
なるので次のようになる

０〈｡〈JV2に対して

１A(α)_[{．｡‘｡…(co3｡…_…)}，(COS．…-1)割

。{2…噸(｡｡．～_…X…～－１)-2.1｝
…`･]腕

Ｐ(｡)-…-1[Z!…〃(on)Ｉ
.・・・.（17）

釦既存塑性構成式の特徴に関する考察

ｊ２ｃ則においてa薊.風は応力速度空間における塑性負荷域

角とされ,。…は応力空間における塑性負荷域角とされて

いるが,一般に(H7EJ<1であるから式(8)を通して塑性負
荷域が拡大されることになっている．例えば，、JR則に従

う材料に対し、宙00625とおくと,ロ…￣135゜が

｡…－１“。と愛摸され，かなり大きな塑性負荷城を応力
増分空間で生ずることになる．また，J2D増分則が適用さ

れるいわゆる全負荷域角8゜は,00-(166-90)｡/2口38゜と
なるが，これも応力空間上では約70゜となり広い範囲で

Ｊｐ増分則を用いることになっていることになる．

吹に，後藤NIIについて考察を進める．Ｊ２Ｃについては既

繊(4)で報告済みであるからここでは省略し,その後に提案

された構成式についてのみ述べることにする．まず，Ｊ2G．

Ｉについてであるが，比例負荷のとき，すなわちａ－ｃｏの

とき１A(o)-(2cosp…－１)/(COS｡…-1)となり。…￣JV2
の場合を除いて仏の値はｌに一致しない.これは比例負荷
に対してはJ2Fに一致した関係を与えるという条件を満

足していないことを意味する．また，ＯＬ－，５/zのとき

－９７－
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2兀/３ｐ→'V2となることが('刀式より示すことができ，さらに

仏何2)-{……/(1-……)}２となることが同式より
わかる．一方，LG-Ⅱにおいては，ロ→ＯのときU=ｌとな

りLG-I則に対して上述の指摘された点が改醤されてい

るが，ｑ→jV2のときやはD6-JV2となることが(19)式

より示すことができ。さらにＨＭ)-{……/(１－

ｍ…)ｆとなることも('，)式よりわかる．従って，
α→jV2においてJ2GIとLG-nは共にL､と同嫌に大き
な方向依存性をその特徴として持つものであると思われ

る．さらに,Ｊ１､,Ｊ２ＧＩとJZGUをα〉jz/2に対して適用

する場合は，これらの構成式が塑性ひずみ増分の槙れ角

に対しβ垂，v/2となるから，次のように負の塑性仕事増分

ＷＰ－Ｏ':６，．寵pcos6<Oを生じることになり,注意を
要する.J1Ｎについては新しい材料定数PNとそれまでの材

料定徴Ｐとの関連について明砿ではないが,図Ｉに示され
るように，ｐＨの値を適当に決定するならば妥当な程度の

方向依存性を取り込むことが出来ることが分かる．

図【は,、采加工硬化則に従う場合について上述の幾つ

かの構成則のⅢ(ﾛ)と6(α)を示しているが，この像にこれま

でに提案されてきた全ての応力増分方向依存llIIの特性が

lL(Cl)とβ(□)を通して表現され,各構成式の特徴が一目瞭然

であり,十雄わら塑性檎成式としての基本的勝ｌＭｑ),

β(⑥)，β…CQ辿興を導入して提案されている著者ら塑性構

成則の表現がより一般的なものであることを示している

と言えよう．なお，図中のJ2G則は｡…・2JV3に対する
関係を示すものである．

汀/２

汀/３β

汀/６

0

０兀/３汀/６兀/２２汀/３

Ｍ，′

Ⅱ,／

IlJ／

J2G-I

2灰/３

元/２

螢f:iii3111Hjﾙﾂﾞiｉ
腺

螢灘．饗
βロ

1llilrL宴
無.,'

兀/３

r/６
J2G＝【

一’雨

0
４．有限】g示法による解析例

前節で既存の方向依存則の性質を示してきたが，本節

では応力増分方向依存性を考慮した塑性構成式を有限要

素法に適用し，その数値解析結果に与える影轡を検肘す

る．閲発された有限要素法プログラムは次の仮想仕事の

原理に基づいて展開されたものである(9)．

０万/３汀/６汀/２２河/３

図ｌ既存の方向依存則および第４節における

数値計算で用いられた１１(ﾛ)とlXu）

墹分を十分小さくとり】step時刻前の値を用いた腸解法

を採用することにする．そして，剛性マトリックスを計

算する際の弾性係数マトリックスあるいは塑性係数マト

リックスの選択に関わる判定条件は，降伏応力について

可｡yどo999を満足する応力点に対しては塑性係散マト

リックスを用いることとしている．ただし，変位増分よ

り得られたひずみ姻分から応力増分を求める際には，そ

のひずみ増分に対応するαを求め,そのＣｌを代入したＤＵｕ
より応力増分を肝算している．また，弾性成分と塑性成

分の和としてのひずみ増分と応力増分の中立負荷方向に

対する方向角…が一致することより，ｑ〉可2となると
きは猟性除荷と判定し、幽には弾性係数マトリックスを
用い，そうした応力点に対しては次時刻の相当応力が

可愈/q,－０"5となる様に山田の係数『､を算出し，次時

刻の剛性マトリックスを構築する際には弾性係数マトリ
ックスを用いることとしている．さらに継続塑性負荷応

力点に対しては般大相当塑性ひずみ噌分がＡ２蚕,/,｡｡｡な
る条件を欄足することを課しｒを求めている．以上の名

１１;…J鐘…`しM}伽 ・・・(21）

‐jii6MdS･jbi6WdV

なお，応力ひずみINI係における応力速度としてKM1ibofT

応力のJ8ummnRateTijを，そしてひずみ速度には

StIptchi咽Temsoreijを採用し，

Ｃ

ＴＵ－Ｄｉｊｈ｣Ｅｕ・・・・・・・・・・・・．.(22）

と撹成関係を記述するが,ただしDIjk1の内容は前節で述
べられた各撫成則に応じて異なる．さらに定数係数則以

外の方向依存則に対しては，構成式中の剛性マトリック

スを求める園に用いる係数DUMは，本来ならば応力増分
擬れ角αの関歓であり,従ってD6kIに含まれるαは繰返し
計算によって求められるべきものであるが，本研究では

-９８－
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条件より聡而を決定し変形増分を制御した．要素としては

4Gauss積分点評価の８節点アイソパラメトリック要素，

いわゆるＱＳＲ要素を用いた．

り大きく採ったものである．定数係数則については，ま

ず、乗艇化材に対するJzD増分則において、=00625とし

た場合に一致するＫ・=０６２５と固き計算を験みた．その他

K・=０コについても計算を行った．ただし，これら定数係

数則に対しても｡〉'z/2なる応力増分に対しては除荷と

判定し弾性関係を用いることにする．従って，図ｌより

分かるように，Ｋ･が大きな値をとる程，中立負荷方向を
境界として発生する塑性歪増分の不連続が大きくなる．

4.1計算条件

計算条件は従来の研究と比較が容易なようにＪＳＴＰ（塑

性加工学会;塑性力学分科会）により企画された有限喫紫

法プログラムのベンチマークテスト条件として採用され

た次の条件を用いた(１０)．

＜単軸の応力ひずみ関係＞

弾性変形に対して，

4.2平面ひずみ問田

β＝βnBx[α/(Zr/2)]４
βmaX=派/６

葦
｡■EEIE-200GPa，ｖ車0.33......(23）

また，塑性変形に対して

０－．．ePn；0..510ＷＰ３．，．００６２５．．．(24）

そして初期降伏応力はoy-400MPaとした．

〈境界条件と要素分割〉
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図３平面ひずみ引張りにおける荷通-軸変位及び

〈びれ幅一軸変位関係

図３は，平面ひずみ問題に対して得られた結果の荷重一

触変位及びくびれ幅-軸変位の関係を示す．図中のJ2F則

の結果は本プログラムを用いて解析したものであるが，

ＪＳＴＰで報告された範囲にあり開発されたプログラムが概

ね妥当であることを示すものと思われる

さて，図より最大荷璽付近まではいずれの構成則を用

いてもほぼ同槻の傾向となることが分かるが，最大荷遮

点を通過した後の領域で,方向依存則を用いた結果は,JzF

を用いて得られた荷重曲線を下回る傾向を示している．

また，<びれ幅の推移についても同様な傾向を示してい

る．特に，定数係数則を用いた結果は最大荷薗を過ぎた

直後に急激な荷薗の減少が観られ，変形の状態が急変し

ていることが示唆される．しかも，荷重が急落する開始

点はＫ・の値が大きいほど早い段階で生ずる傾向にある．

しかしながら，応力増分方向依存性構成式を用いて，側薊.風
＝，V6，，U/３，JV2の場合について計算したところ荷砥は

その依存性の程度に応じて微々にJhF則の場合の曲線よ

り離脱して行く傾向を示すだけで必ずしも荷重が急落し

ないことが分かる．こうした傾向は，<びれ幅一触変位
についても同犠に観られる．なお，煩雑さを避けるため

図３には示してないが，ｐ伺璽且＝jV6,Ｎ=lとした場合,途
中まではＫ･=0.3に対する荷薗と同様な径路を辿り荷遭は
若干低めで推移するものの愈落する様子は観られない．

また後述するように明砿なせん断帯の発生もなかった,

図２初期要素分割と境界条件

塑性構成式が大きく影轡する問題として平面ひずみ引

擾りを受ける板の局所<ぴれ問題があるが．その解枅を

蔵みる．なお，初期要素分割及び境界条件を図２に示す．

以下の図中の方向依存則を用いた解析においては，角点

の存在を前提とする際の変形解析中の角点の成長・消滅

に関わる継蹄の不明さを避けるために，降伏曲面が滑ら

かとする(｡…－jV2),すなわち非法線則としている．定

数係数則以外の方向依存則においては全て１１(Ｃｌ)pcosqと
し，また特に断わらない限り方向依存性に

６－６…(｡/ﾛｎm)N;N割(ただし,β…－JV6，可3,,V２）
なる非法線則関係を用いた.ｐ…－３E/6とおいたのは法線
則を前提とした鯛合のＴにsca型降伏曲面上の角点におけ

る程度の方向依存性を取り込むことが，まずは妥当であ

ろうと判断したからである．β…－'8/３，，V2としたのは

変形に及ぼすp…の影轡を鯛ぺるために，その値をかな

－９９－
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既存の応力増分方向依存性を考慰した塑性檎成式の特

徴について，著者らの提案する塑性桝成式の基本的パラ

メータであるI几(α)，β(α）α鰄郵そして脚ｪの観点より考察
し，それぞれの特徴と注意点を明らかにした．

また，板の平面ひずみ負荷状態における局所<ぴれ帯

発生に対する応力増分方向依存性構成式の影響を有限要

素法数値解析により鯛べた結果,６…〉，V3程度の大きな

方向依存性を導入すると明確な局所せん断緋が発生する

ことが分かった．過去にJzP角点則を用いて平面ひずみ問

題に対してせん断帯の形成が報告されているが，今回の

数値計算においては,Ｔ鱈Ca降伏曲面の角点より類推され

るjV6程度の方向依存性を導入した範囲においてはそれ
ほど明砿なせん断帯の発生は示し得なかった．最大荷重

を越えた後に発生する局所せん断辮は，榊成則の種々の

パラメータや計算領域の形状不均一性梓に敏感に影韓さ

れることがTvCrgamd等により報告されており(`)，数値計
算に関わる経験の今後の積み重ねが望まれる．

また，今回の研究においては著者らが作成した有限要

素法プログラムを用いたのであるが，計算に要する時間

については．方向依存性を考慮した場合は股火荷重点を

通過後にnNmの値が極端に小さくなる傾向が鰯みられた．

例えばJ2FHIを用いた場合とp…－，Ｖ６；Ｎ－１とし，Ｎ=４

に比ぺて時間を要する鰯合とではｕ=0.2程度の同一変形

丘までの計算を行うために必要とした総増分ステップ数

を鮫ぺると約20倍程度の差があるので，今後は構成式の

積分に閥するアルゴリズム等について注意深く検討し研

究を継絞して行く必要があると思われる．

最後に，本研究の一部は文部省科学研究饗の一般研究

に)(平成４年度)及び天田金属加工機械技術財団の補助金

(平成６年度)で行なった．また，有限要素法解析プログラ
ムの開発にあたっては，神戸大学宮田佳宏教授に貴重な

資料を提供して頂いた．記して探笹なる感謝の意を表す

る，
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図４平面ひずみ引張りにおける相当塑性ひずみ富ｐ

の分布(U-uﾙ｡）
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図４は，各樋構成則を用いて得られた結果における相

当塑性ひずみ等位線を示す．J2F則を用いた場合は，これ

までよく知られているようにせん断僻の発生は観られな

いが，<ぴれ部の中央部において，引張り軸に対し約４５

度方向に綴やかな変形の局所化らしきものが窺えない二

ともない定数係数則を用いた結果において，ＫＯ=0062ｓ

及び0.3の場合は局所せん断梢が発生することを示すが，

特にＸ李0コの場合は表面に凹凸の激しい複雑な変形も同

時に発生している操子が分かる．著者らの当初の予想に

反し，ｐ…－，V6程度の方向依存則を用いた結果において

は，J2F則の場合の結果と較べて明らかであると賃い切れ

るほどの明磁な局所せん断樵の発生は観られない．しか

し，６mm・堀/3及びjV2と依存性の程度を大きくして行く

と，局所せん断帯の形成がより明らかとなっている．
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