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で表す。添字のＰは視点Ｐから見たことを

示している。

この角LpAは、とＢＡＣを直線ＰＡに直交
する平面に点Ｐから投影して得られる角と

同じである。あるいは、点Ｐにカメラを置

き、点Ａにピントを合わせて、三角形ＡＢＯ

の写真を撮ったとき、写真に写った三角形

の頂点Ａにおける角と考えてもよい。

１角を見る

３次元空間内の３点Ａ,Ｂ,Ｏに対して角
とＢＡＯの見た目の大きさは、視点の位置で

変化する。たとえば、部屋の天井のカドの

角は一般に直角であるが、見た目にはもっ

と大きく映る。

あいまいさを避けるために、空間内の三

角形ＡＢＯに対して、視点Ｐから三角形の

内角とＡ＝」ＢＡＯを見るときの見かけの角

を次のように定義しよう。

Ｂ＊

東海大学の前田陽一さんは､`ランダム，に

選んだ視点ＰからＬＡを眺めるとき、ＬＰＡ

の大きさの期待値は、もとの角ＬＡの大き

さに等しくなるという事実を発見した。こ

の場合、ランダムに選んだ視点Ｐは、ＬＡの

頂点Ａに関して等方的（isotropic）に分布

していなければならない。

簡単のため、点Ａに関するランダムな視

点Ｐは、点Ａを中心とする単位球面上で一

様に分布するものとする。このとき、見か

けの角ＬＰＡの（大きさの）期待値はＬＡに
等しくなるのである：

Ｏ＊

図１：Ｐを中心とする球面に投影

３つの半直線ｉ５７ｉ,扇,苑と点Ｐを中
心とする単位球面の交点を、それぞれ、

A*,Ｂ*,ひとする（図１）。そのとき、球
面三角形Ａ旧*ひの頂点Ａ率における内角
LA窯を、“ＬＡを視点Ｐから見たときの見か

けの角１，といい、記号

LPAまたはＬＰＢＡＯ

(1)E(LPA)＝LＡ

この事実は期待値の線形性から容易に導

かれる。ランダムな視点ＰからＬＡを見た

ときの見かけの角LPAの大きさは確率変数
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であり、その分布は明らかにＬＡの大きさ

だけで決まる。ＬＡ＝α(０≦α≦汀)のと
きしＡの大きさをＸαで表そう。

まず、ＬＡ＝とＢＡＯ＝汀のときは、視点

Ｐが直線ＢＡ上にある場合（その確率はＯ）

を除いて、ＬＰＡ＝汀である。従って

期待値の線形性と(3)により、任意の整
数、＞０に対して、

､E(xｹｗ） E(xｹ『/"＋…＋ｘｈ/"）
－－－

〃

E(xh耐/ね)＝Ｅ(x,『）

Ｅ(LPA)＝Ｅ(X）T)＝汀（２）

となる。次に、ｏ＜α,β,α＋β三行のとき

Ｅ(XU+β)＝Ｅ(XU)＋Ｅ(X)B）（３）

となることを示そう。このため、点Ａを通

らない１つの直線上に、３点Ｂ,０，，を、こ
の順序で

となるから、(2)により、Ｅ(X》Ｗ)＝汀/〃で
ある。従って、〃＞ｍ＞Ｏのとき

画ＣＭ=烟(Ｍ=等

が成立する。つまり、１以下の任意の正の

有理数『に対して、Ｅ(乃爾)＝『汀となる。

E(xu)は明らかにαの連続関数であるか
ら、結局、どんなＯ＜α＜汀についても

E(xu)＝αとなり、(1)が成り立つことが
わかる。

とＢＡＯ＝α,とＣＡＤ＝β

となるようにとる。すると、とＢＡＤ＝α＋β

となる。従って、点Ａに関するランダムな

視点Ｐに対して、
参考文献[３１では､球面上の凸図形につい

てのSantal6の弦定理注')を用いて等式(1)
を証明し、さらに、ｘｂの分散を計算するた
めの２重積分の公式を与えている。

とｐＢＡＤ＝ＬｐＢＡＯ＋ＬｐＯＡＤ

となるから（図２参照八

回(LpBAD）

＝Ｅ(LpBAO＋LpCAD）

＝Ｅ(LpBAO)＋Ｅ(LpCAD）

となる。最後の等号は期待値の線形性によ

る。よって(3)が成立することがわかる。

Ｂ＊

２三角形を見る

球面三角形の内角の和は汀より大きい。

実際、単位球面上の球面三角形の面積は

(球面三角形の内角の和)－打

で与えられるのだ。これは、ジラールの「球

面過剰」の公式として知られている。

図１において、三角形ＡＢＯの頂点

A,Ｂ,Ｏにおける内角の大きさを、それぞ
れ、α,β,γとする。三角形ＡＢＯは平面三
角形だから、当然、α＋β＋γ＝汀となって

＊

図２：」pＢＡＯ＋ＬｐＯＡＤ＝LpBAD
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いる。球面三角形Ａ*Ｂ*Ｃ*においては、内

角の和は汀より大きいから

部屋があった。この部屋の天井は長方形で

はないような気がしたので、固定した視点

から、天井の四隅のそれぞれにピントを合

わせて、４枚の写真を撮った。これらの写真

から、天井の四隅の角を右回りに順に測って

いったら、120.,130.,150.,140.であった。
このデータから、天井は長方形ではないと

言えるか？

LPA＋とＰＢ＋ＬＰＯ＞7｢

である。点Ｐをランダムな視点として、期

待値をとると

Ｅ(LPA＋LpB＋LPO)＞汀

となる。左辺は(1)により

Ｅ(LPA＋LPＢ＋ＬＰＯ）

＝Ｅ(LPA)＋Ｅ(LpB)＋Ｅ(LPO）

＝α＋β＋７＝汀

であるから、汀＞汀となり、矛盾が生ずる。

これはおかしい。どこが間違っているのだ？

実は、視点Ｐをランダムな視点にしたの

がおかしかったのだ。点Ａに関するランダ

ムな視点は、点Ａに関して等方的に分布し

てなければならなかった。角とＢ,１０の場合
も、ランダムな視点は角の頂点に関して等

方的に分布していなければならない。とこ

ろが、異なる３点Ａ,Ｂ,Ｏのすべてに関し
て等方的な分布は存在しない。つまり、頂

点が異なる３つの角ＬＡ,ＬａＬＣに共通の
ランダムな視点は存在しないのだ。

実は、長方形ＡＢＣＤの内角を視点Ｐか

ら見るとき、見かけの内角に関して、

cosLpAcosLpO＝cosLpBcosLpD（４）

が成立する(参考文献[２１ル

上の天井の問題の場合、

cosl20ocosl50o

cosl30ocosl40｡

0.433013

0.492404

で、この２つの間にはかなり差があるから、

(4)が成り立つとは言えない。よって、天井
は長方形ではないことがわかる。

長方形ＡＢＣＤについて、関係式(4)が成
立することを示そう。必要なのは球面三角

形の角に関する余弦定理注2)だけである。

点Ｐを中心とする球面に長方形ＡＢＣＤ

を点Ｐから投影すると、球面上の凸四角

形Ａ*Ｂ*びり蝋が得られる。この球面四角

形の４つの内角が、ムＡ,とＢ,と０，とＤを視点
Ｐから見たときの見かけの角である。大円

A鱸Ｂ*と大円Ｏの*の交点を（図３のよう

に）１V,Ｓとし、大円Ｂ*ひと大円ＤＷの
交点をＥ,ｗとする。
線分jVSは球の直径であるから球の中心

点Ｐを通る。線分ＥＷも球の直径で点Ｐ

を通る．従って、４点Ⅳ,Ｓ,Ｅ,ＷはＰを通

る平面上にあり、１つの大円上にある。直

３長方形を見る

四角形ＡＢＣＤを視点Ｐから見るとき、

見かけの内角とｐＡ,ＬｐＢ,ＬｐＯ,LpDの和は
必ず2汀より大きくなる。これは、四角

形ＡＢＣＤを、点Ｐを中心とする単位球面

上にＰから投影すると、球面上の四角形

A*Ｂ*びり掌が得られ、球面上の四角形の内

角の和は27Tより大きいからである。

最近、知人が家を新築したので見に行っ

たら、天井が斜めに張られている四角形の
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線ⅣＳは２つの平面ＰＡＢとＰＯＤの交線

であり、直線ＡＢとＯＤが平行であるから、

平面ＡＢＯＤは直線jVSと交わらない。

（もし、平面ＡＢＣＤが直線ＩＶＳと交わ

るとすると《平面ＰＡＢと平面ＡＢＣＤの交

線である直線ＡＢも直線jVSと交わること

になる。この２つの直線の交点をＱとする

と、直線ＣＤも直線ＩＶＳと点Ｑで交わるこ
とになる。これはＡＢとＣＤが平行である

ことに反する｡）

ゆえに、ｊＶＳとＡＢは平行である。同様

に、直線ＥＷは２つの平面ＰＢＯとＰＤＡ

の交線で、直線ＢＯに平行である。２つ

の直線ＡＢとＢＯは直交するから、Ｐを

通りＡＢに平行である直線ＩＶＳとＰを通

りＤＣに平行である直線ＥＷの２つは点

Ｐで直交する。つまり、２つの直径ⅣＳと

ＥＷは直交する。従って、４つの大円弧

jv万,扇,師、ｱﾌﾞVの長さはすべて；に等
しい。

１Ｖ

が得られる。同様に、球面三角形

Ｂ*ＷＳ,Ｃ*ＳＥ,Ｄ*ＥｊＶ

に余弦定理を適用して

ｃｏｓＬＢ＊＝－cosacos7

cosLC＊＝－ＣＯＳβcos7

cosLD＊＝－cosJcosβ

が得られる。従って

ｃｏｓＬＡ*cosLC*＝cosLB*cosLD＊

となり、(4)が成り立つことがわかる。

注'）単位球面上の凸図形Ａが、ランダムな

大円Ｇから切り取る弧の長さをＰとする

と、Ｅ(P)＝(Ｋの面積)/2が成立する。証
明については[1]を参照せよ。

注2）単位球面上の球面三角形ＡＢＣの頂

点Ａ,Ｂ,ｏの内角をα,β,７，対辺の長さを

＠,６，ｃとすると、

ＣＯＳα＝一COSβcos7＋sinβsin7cosa

回Ｗ

が成立する。証明については､たとえば[1］
を参照せよ。

Ｓ

図３：弧を延長して大円に

さて、図３のように、４つの月形

１VA*ＳＷｌｊＶＤ掌ＳＥ,ＥＣ*ＷＳ１ＥＤ*ＷＮ

の頂角を、それぞれ（α,β,７，６とする。
球面三角形Ａ*ＮＷに、角についての余弦

定理を適用すると、

cosLA鼈＝－cosacosJ＋sinasin5cos汀/２

＝－cosacos6
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