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一般化楕円型降伏曲面を有する修正ＣａｍＣｌａｙモデルの
導入とその適用性

原久夫＊

AnappIicatIonofmodifiedCam-C1aymodelwith
expandedellipticyieldfunction．

ＨｉｓａｏＨＡＲＡ＊

Abstract

ThemodifiedCamCIaymode１（ＭCCM）basbeenwidelyuesedin

thedescriptionofelasto-plasticbehaviorofclaysMCCMhasayield

functionwhicｈｉｓａｎｃｌｌｉｐｓｅｉｎｐ－ｑｓｔｒｅｓｓｓｙｓｔｅｍＡｎａｄoptionofthe

yeildfuncLionisve｢yimportantbecauseofthefo｢mofiteffectsthe

stressstraincurｖｅｓｏｆｃｌａｙｓ、

InChispaper，ｔｈｅｃｑｕａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｅｌlipseusedinMCCMhasbeen

extended,andthenusingthisequation,anewelasto-plasticconstitutive

equationforclaywasintroduced

KeyWords：clay，constitutiveequation，plasticity，stress-straincurve

型モデルと呼び，以下にその導入過程と適用性につい

て述べる

まえがき1．

修正Cam-Clayモデル')は正規圧密粘土の弾塑性

構成モデルとして最もよく使われている．このモデル

は粘土のせん断挙動をかなりよく説明できる樽成モデ

ルではあるが，まだ粘土の断塑性挙動をすべて表現し

ているわけではない

修正Cam-Clayモデルの降伏曲をp－９平面に投影

した形は楕円形となっている．ここでは，パラメータ

の値によって楕円からひし形にまで連続的に形状変化

する一般化楕円の方程式を導入し，これを降伏曲面と

して修正Ｃａｍ－Ｃｌａｙモデルの拡張を試みた．この降

伏曲面を使って弾塑性構成式を定式化し，非排水三軸

試験での粘土の変形挙動を試算した．その結果従来の

モデルに比べ，粘土の非排水せん断挙動の予測網度！

とくに非排水ストレスパスの挙動の予測精度が飛躍的

に向上することが明らかとなった．

本論文ではこの拡張した粘土の構成式を一般化楕円

2．一般化楕円型モデルの導入

一般に物質に荷重が作用したとき，応力がある限界

応力を越えると変形が急に増大する．この変形は荷重

を取去っても元には戻らず永久変形として残る．この

変形を塑性変形といい，限界応力を降伏応力という．

粘土材料で塑性変形を考慮するときに修正Ｃａｍ‐

Clayモデルがよく使われている．弾塑性構成式の良

否は降伏曲面の形によって大きく左右され，実粘土の

挙動を忠実に再現する降伏条件を見つけ出すことが重

要な問題となっているそこでこの章ではまず最初に

修正Cam-Clayモデルの降伏条件について述る．次

にこれを拡張し，新しい降伏条件を持つ一般化楕円型

モデルを導く．

なおここで扱う応力はすべて有効応力である．

受付：1992年５月１１日

実験結果は第27回土質エ学会，平成３年度土木学会西部支部研究発表会で発表済
*土木工学科，Dept、ofCivilEngineering．
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２－１修正Ｃａｍ－Ｃｌａｙモデルの降伏条件
平均応力Ｐと偏差応力ｑの応力平面で，修正Ｃａｍ‐

Ｃｌａｙモデルの降伏曲線は次式で与えられる．

必－２ｐ《
Ｐ

(4)

(5)９＝９

(，-号)`+(÷)'一時)’ (1)

より

ここで，

ｏｒ，＋ｏ２＋ｄ３
ｐ＝

(券)と(÷)，ｐ２＋ (6)

(2)

となる．(6)式は０，点に中心を持つ反径ｐ,，長径ワノ

ｐｙの楕円である．これは０を媒介変数として，次式

で表される．

(3)ｑ＝ｏｌ－ｏ３

。i：主応力（ｉ＝１，２，３）

ワノ：ｐ－９面での破壊線CSLの勾配

ｐ，：代褒降伏応力，降伏曲線の大きさを与える応

力パラメータ．降伏曲線とｐ軸との交点のｐ

座標値（図－１参照)，

EＬ＿［１

ｐ

Ｐ

図－２媒介変数による楕円の表示
●

働一÷｡.s， (7)

可=半sin8 （８）

(7)，(8)式を基本として次のように楕円を拡張する．

ｂ=÷｡｡s座, （９）

図－１修正ＣａｍＣｌａｙモデルの降伏曲線

２－２一般ｲ伽円の魂入

ｐ方向にｐ,／２だけ平行移動した座標系０，jbqを

考える．(1)式で表される楕円をこの座標系で表すと，
`一半… ⑩
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(9)，⑲式で与えられる曲線でＬ＝ｌとすると楕円と

なることは明らかである，このことからこの曲線を一

般化楕円と呼ぶことにする．

(9)！(ｍＩ式より

(-:÷)局｡。 ｑ、

(器)濤繍鴇 ⑫

２－３一般化楕円による降伏面

粘土の複合硬化則による降伏条件式は次式で与えら

れるz)．

Ｏｌｌ
ｊＨ八
石
一
一
ｐ
ｕ

ｊ
Ｃ
ｓ

⑯
’
一
一
一

Ｊ
６
Ｈ

⑬
⑭
胸

ここで

となるしたがって一般化楕円はｂ軸，ｑ軸と直交

することがわかる

パラメータＬによる一般化楕円の形状変化の様子を

図－３に示す．Ｌは降伏曲線の形状を与えるパラメー

タであることからこれを形状係数と呼ぶ．

/（６）：負荷関数

/Ｗ)：硬化関数

⑪：応力テンソル

ａ：降伏局面の移動を表すテンソル

Ｈ：硬化パラメータ

６６：塑性体積ひずみ

である

(9)，⑩式からβを消去して
ｙ

(÷w-(÷ｗが"+ ⑬０

一方

１

ｐ＝〃／３

｡＝ｒ577

⑰
⑬

２

であるので00,⑰，⑬式より！

'…+(乎仰~等)"‘
を得る．⑲式を⑬式と比較して

負荷関数Ⅲ硬化関数はそれぞれ次のようになる

⑲

'(……+解).ｗ
剛一俘彬

⑬

､０

ここで

15石の一次不変量

ｊ５Ｉ６*の二次不変量

B＊１５の偏差テンソル図－３－股楕円型の形状変化の様子

である．
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これらのことから初期状態での代表降伏応力

任意の応力点での代表降伏応力ｐｙとしたとき

となる．

を必０，

御式で

２－４ｐｊ,とど；との関係

粘土材料の弾塑性構成式を扱う際,通常硬化パラメー

タとして塑性体積ひずみをとることが多い．修正

Cam-Clayモデルでも硬化パラメータは塑性体積ひ

ずみである．ここでもそれにならう．

⑬式から分かるように硬化関数は降伏曲面の大き

さを与える関数であり，③式ではこれがｐ,の関数と

して示されている．ここではｐ，と硬化パラメータＨ

との関係を与える．

図－４は圧密圧力ｐと体積比ひ＝ｌ＋ｅとの関係

を示している

変形前後の状態をＡ,Ｂとする．Ａ,Ｂともに降伏

状態にあり塑性硬形が継続中とする．これらの状態は

ｐ,ｑ,ｖの３次元空間で点として表され，その座標は

次のようである

０Ｊ
Ｊ
０

ｐ
ｎ
脾
〃
》

→
→
→

ｐｙＡ

ｐｙＢ

ＤＡ

と読み替えて

信筈;） 脚ｐｙ＝Ｐｙｏｅｘｐ

を得る．

帥飼より硬化関数Ｆは次式のようになる．

ﾄ律…(筈)ｗＡＱＤＡ,９AⅢ､人）

ＢＱＤｇ,9,,Ｕ･）

⑤

Ｆ－ユュー
ｄｅ６

２Ｆｂｏ
Ａ,Ｂに対応する代表降伏応力をｐｗＭｐｙｎとする,

図－４は状態点をlnp-U平面に投影し直したもので

ある．ＮＣＬ（ｑ＝０）は等方圧密曲線でlnP-D平面

では傾き凡の直線関係となることが実験的に知られて

いる．ＡＡ，，ＢＢ'線は膨潤曲線とよばれ，。ｑ＝０で

除荷したときの体積変形の回復曲線であるここで代

表降伏応力とは状態点を通る膨潤曲線と等方圧密曲線

との交点の平均応力のことをいう．

状態点ＡからＢに移る場合の体積ひずみを考える．

圧縮を正にとると

㈱
Ｌｑ－Ａｐ）

Ｖ

Ｖ八

ｓ・＝ｅ；＋巳：

ｐ
Ｂ

ｖ
ｖ

--11△二L型＝ﾕﾆﾆﾋﾞﾕ十坐ニビニ
ｕＬ ＵＡ ＵＡ

薑妾nm(畳)+等'､(螢）②
１，Ｐ

②式の第一項は変形の回復成分，第二項は非回復
成分であることから．

ｐＡＰＯｐＪＡＰ”

図－４圧密圧力と体積比例の関係

…上里1,(坐）
Ｕ▲ｐ”

② ２－５降伏曲面の中心

側式における葱について検討する．ａは降伏曲面

の移動を表すテンソルで図－５から，Ｊを単位テンソ
ルとして

応

ｃ：＝二一１，
，Jし 管） 脚
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３－２塑性ひずみ速度

降伏条件式⑬を時間微分して

Ｊ

Ｌ－２
《
ａ

㈱

[州響《`一息)１－F御となる．㈱，㈱から ⑪

昼=÷…(砦)' ㈱ 関連流れ則を仮定するとjiを比例係数として，塑

性ひずみ速度が次式で与えられる．

を得る．

6,＝ji月 例

ﾄ等/||等)|Ｉ 御

３－３ひずみ速度と応力速度の関係

⑩，（３０，脚,倒式よりひずみ速度と応力速度の関

係式㈲を得る．

(月Ｅ)③(5Ｅ）
６＝に－ 燭)色

Ｄｔｒ（月Ｅ５）

燭式は⑬式の降伏条件に対する弾塑性構成式となっ

ている．燭式中の（）内の各量の詳細を次に述べる．

㈱式のｉを用いて倒式のＡ・aは次のようになる．

ｐ・Ｐ

一
一
一
一

ａ
ｏ
Ｈ

▲－

ﾉlビリ
ュー

ノ（ﾉｔ

⑰
⑬

軌倒式と図式よりズが求められる．

図－５降伏曲線の中心移動テンソル
へｔ｢（５６）
スー￣

，
御

３応力ひずみ関係

ここでｂは塑性係数と呼ばれ次式で表される．

３－１ひずみ速度の分離と弾性ひずみ速度

ひずみ速度色は弾性成分‘′と塑性成分６′の和で

与えられると仮定する．

５－

１５，ハ
＋tｒ（月６）、＝

||響|Ｉ ㈹

ｃ－６`＋６，
６
￣

勵 ３－３塑性係数６の計算

駒式中のａ凧などは次のようにして求められる．

このうち弾性ひずみ速度は弾性係数テンソルＥを使っ

て次のように表される． ３－３－１５について

い式を時間微分して，⑪
。

。
＠
□

剣
ｏ
ｃ

Ｅ
Ｅ

一
一
一
一

●。
＠
。
⑥ △Uotr（月）

α＝＿

スー応 号汀 帥
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勧，６０より 御，御より次式を得る．

グー｣L212-LZ1上些ノ
ノl－Ｊｒ ２

⑫
￣

か=:tｒ（月） 例

||等|’となる． ３－３－３ について

３－３－２Hについて

㈱式を時間微分して
㈱式で与えられる/（６）に対して微分を実行して

次式を得る．

O/（５）̄

０６

0/(５）。/(5)

－J＋了ﾌテゲ015

●

Ｈ＝６６＝jitr(の 卿
⑬

降伏条件
硬化パラメータ

移動則

ｆ（６）－Ｆ(H)=０
Ｈ＝ＣＶＤ’

３＝ｃ－ａ

１
１
１

３
５
４

１
１
１

１
１
１

14）

±の弾塑性定数

ＬＫ

Ｖｏ，ＰＰＯ

ｐツー(25）ｙ

Ｆ＝(26）
Ｆ＝(27）

Ｆ ａ＝(28）
ａ＝(42）

(28）
(42）

バー(40）ﾊﾞー
Ｌ

oｆ（６）

－＝(45）
０右

oｆ（６

０右

、＝（

＝(45）

、＝(35）5）

塑性係数、＝(40）

'三LE3I}E二'墓,三瓦
応力速度

６

図－６弾塑性構成式導出の流れ
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ここで Ｏは初期状態でのポアソン比を仮定し，体積弾性係

数Ｋから決定しⅢ応力に対して非依存を仮定し一定

とした．

ａ/(５）２２/し－，
－－－＝了/怠 （卿
６ノウ

鰐-(等)…Ｍ’ ㈹
Ｌ

である．

以上の諸量を㈱式に代入して，一般化楕円型モデ

ルによる弾塑性構成式を得る．

これまでの計算の流れを図－６に示す．

パ

ノ＜＝＝－

ｐＵ

ｌ－２〃
Ｏ＝３Ｋ－－

１＋２リ

御

㈱

㈹，胸式から分かるようにＫは平均応力の関数と

なっており，体積変形について非線形弾性体となって

いる．この０Ｋの組み合わせの時〃は応力依存性

である．
4．一般化楕円型のモデルの適用性の検討

新しく導いたモデルの実際問題への適用性を島尻粘

土を使った非排水断試験結果3)`)と比較して検証する．

実験結果の詳細は参考文献に述べてあるのでここでは

省略する

一般化楕円型モデルにおいてＬ＝ｌとすると従来

の修正Cam-Clayモデルに一致する．そこで一般化

楕円型モデルと修正Ｃａｍ－ＣＩａｙモデルについても比

較し新モデルによって改良された点を明らかにした．

４－２初期条件と非排水条件

弾塑性解析では初期条件がどのようであるかは重要

な問題である．

初期の応力状態をｐﾊﾛ９人体積比を、ハとすると，

初期の代表降伏応力ｐ,Ａは図－４を参照して

("~砦fInp） ㈹ｐｙＡ＝ｅｘｐ

仁(,鍔2)…+(器ｗ⑪
４－１一般化楕円型のモデルで使う定数

一般化楕円型のモデルによる計算で必要な弾塑性定

数の数は次の５個である．
としたとき

ス：圧縮指数

灯：膨潤指数

功：ＣＳＬの勾配（図－１参照）

ＧＩせん断弾性係数

１Ｖ：等方圧密線（ＮＣＬ）上のｐ＝ｌに対する

体積比（図－４参照）

１
２
３
４
５

ノー１：弾塑性状態

ノ＜１：弾性状態 ⑫

である．

対象とする実験例は正規圧密粘土であるので，初期

状態からすでに弾塑性状態にあり，倒式が成立して

いる，

次に非排水条件について考える．計算例はひずみ制

御による応力応答解析である．実験は非排水状態でお

行われているのでこれを式で表すと，

ス，ｒは圧密試験によって得られる．ワノは三軸圧

縮試験によって得られる．島尻粘土の場合これらの値

は表－１に示す値が得られており，この計算において

もこの値を使う．

表－１島尻粘土の弾塑性定数 劇ｔｒ（６）＝Ｏ

さらに軸対象条件より

御
■

ｅ２２＝:６３コ

となるので，③，脚式より非排水条件として次式が

得られる

項目 値

几
尤
ｗ
Ｎ
ソ

０
６
７
２
５

１
１
１
０
３

二
●
０
０
■
■

０
０
１
２
０



原：一般化楕円型降伏曲面を有する修正Cam-Clayモデルの導入とその適用性5４

［ wLl
㈲ ０

－§｡／２

０

Ｅ１２＝＝ｅＧ 凹

戊
》
（
Ⅱ
ｖ
〈
Ⅱ
〉

旬Ｃ￣

１
●

色３２＝Ｅ３］＝－－２｡
２

御

を脚式に代入して応力応答とを求となり，このと

めることになる．これを行列で表すと，

材料定数

初期応力

ひずみ速度人力と

ｏｒ

応力i塵度人力◎

(非排水条件：ｔｒ（な）＝0

。
ｅ
・
ｅ

。
ｃ
・
巳

’
’
一
一

一
●
■
■
■
一
夕
】

｜
●
■
。
｜
ｍ
々
】

ａ

ヨョニーーさ，Ⅱ／２

判定：負荷基準

●
●

弾性

６＝Ｅ左

弾塑性

。＝Ｍ色

色｡＝Ｅ－１ｄ

６ｐ＝６－乞忽

ｕ＝ｑ／３＋ｐ

。
ｃ
・
◎
・
ｕ

Ｊ
Ｊ
』

ｔ
ｔ
ｔ

ｄ
ｄ
ｄ

ｃ
び
皿

図－７非排水計算の流れ
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４－３計算の流れ

一般化楕円型モデルでの非排水計算の順序を図－７

に示す．

図に示すように，まず最初に材料定数と初期条件を

設定する．孜に軸ひずみ速度ご‘を与え，これと非排

水条件からひずみ速度テンソル丘を求める．

次に土の応力状態が弾塑性状態であるかどうかを判

定し弾性状態であれば弾性係数テンソルＥを１弾塑

性状態であれば弾塑性テンソルルグを求める．

次に‘に対応する応力速度６を求め，ｄから弾性

ひずみ速度６゜,塑性ひずみ速度を,を求める．ひずみ

や応力の増分が求められたならこれらを積分してひず

みⅢ応力を求める

４－４計算結果の比較

図－８，９は一般化梢円型モデルによる応力～ひず

み～間隙水圧関係を計算し実験値と比較してみた結果

である，実験は正規圧密粘土の非排水三軸圧縮試験で

あり！この時のひずみ速度は。。＝1／1000％／ｍｉｎ
である．

図中のマーク点が実験値であり，太線が計算値であ

る．図－８は修正Ｃａｍ－Ｃｌａｙモデルによる計算値，

図－９は一般化楕円型モデルによる計算値である．

応力ひずみ関係については両モデルともせん弾の初

期部分で実験値よりひずみの発生量を小さく計算して

いるこの原因としては,粘性ひずみが考慮されてい

ないことが考えられる
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図－８一般化楕円型モデルによる計算結果と実験値の比較
（Ｌ＝1:修正Cam-Clayモデル）
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図－９一般化楕円型モデルによる計算結果と実験値の比較



原：一般化楕円型降伏曲面を有する修正Cam-Clayモデルの導入とその適用性5６

です．特に瑞慶覧長賢君には日夜実験室に閉じこもり

微妙な操作を行い精度の高い実験データを提供して頂

きました．ここに記して感謝します．また筆者の不在

中実験を指導をし．適切な指示を与えてくださいまし

た上原方成教授，大学院生呉屋健一君にお礼を申し上

げます．

一般化楕円型モデルと修正Cam-Clayモデルの計

算値比較をすると，全体的には特に大きな差は認めら

れない．

ところが非排水ストレスパスについて見ると，一般

化楕円型モデルの場合，修正Cam-Clayモデルで見

られた不一致がなくなり実験値とよく合致しているこ

とが分かる．
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