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一般化Voigtモデルによる粘土の粘弾性構成式とその適用｣性について

原久夫＊

AnApplicationofVisco-elasticConstitutiveEquation
byGeneralizｅｄＶｏｉｇｔＭｏｄｅＩｔｏＤｅｆｏ｢ｍａｔｉｏｎｏｆＣＩａｙ

＊

HisaoHARA

Abstract

ClayhasthetimedependntcharacteristicsofdefOrmationsuchas

thehysteresisloopofthestressstraincurve，creep，stressrelaxation，
andsecondaryconsolidation Inordertodescribethesebehaviorof

clay，aviscoelasticconstitutiveequationbygeneralizedVoigtmodel
hasbeenintroduced・

Andtheapplicabilityofthemodelisdiscussedbycomparisionof
thestress-strain-timebehaviorbetwｅｅｎｔｈｅｍｏｄｅｌａｎｄｒｅａｌｃｌａｙ，

ＫｅｙＷＯｒｄｓ：Clay,ViscoelastiQStress-strain

1．まえがき している．

Ｑ，Ｃｌ

ワ，ワォ

Ｔ

７ｉ

である．

ここで

：コンプライアンス（弾性係数の逆数）

：粘性係数

：緩和時間

：遅延時間

粘土の変形には繰り返し載荷によるヒステリシス

ループ1).2).3).4).5).6)，二次圧密挙動7)，クリープ現

象8).9).10).11),12).13)，応力ひずみ曲線のひずみ速度依

存性'4)''5)，応力緩和などの顕著な時間依存性の挙動

がある．これらの時間依存性挙動を表すのに従来から

粘弾性体が用いられてきた．本論文では，４要素一般

化Voigtモデル，一般化Maxwellモデルを導出し,それ

らの力学的等価性を示す,次にこれらのモデルを使っ

て粘弾性体，弾粘性体の時間依存性挙動を明かにし，

実粘土の変形の時間依存性挙動を記述する上での問題

点とその適用性について検討する．

緩和時間と遅延時間は次式で定義される．

７=９，薑豊
野=qn戸：

ＣＤＣ

＋q-Ⅲ,。
粥令
ｌＴ－ｃｏ,

１
Ｊ

１
２
く
く

２粘弾性体モデル'6）

２－１基本モデル

粘弾性体は時間依存性の変形特性をもつ．その基本

モデルとしてクリープ現象を表すMaxwellモデルと応

力緩和を表すVoigtモデルを図１，２に示す．Maxwell

モデルは，ひずみ入力に対する応力の応答，Voigtモ

デルは応力入力に対するひずみ応答を記述するのに適

ｃ，疸

図１Maxwellモデル

受理1993年５月10日
＊

工学部土木工学科Dept・ofCivilEng.,Fac,ofEng．
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ｃ，Ｃ
あるいは

坐
飾

上
〔
髄

一一

Ｇ
－
７
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距一山 (3b）

式(5)で表される単位スッテプひずみ関数ｅ＝１

（ｔ）に対する式(3)の解は次のようになる．

Ｇ＝_Ｌｅ･〃7. （４）
ｑ

:Ｉ'二ｌＥ:）（５）
ｏ＝ノレ）

また単位ステップ応力□＝１（ｔ）に対するひずみ応

答は次のようになる．

刀！=T2/Cl

Ｔｌ=Cl刀Ｉ

Cl

=1/Ｅ

’
Ｄ，Ｓ

図２Voigtモデル

２－２Maxwellモデル

Maxwellモデルの支配方程式は単軸状態の応力とひ

ずみをぴ，ｅとして，次の式で与えられる．

e=甲片=ｃＷ+十）

式(4)で表される応答の様子を図３に示す．

(6)

。
－
竹
刊

十

お一山
か
竜一－

た
一
成 (3a）

1.0
e＝1％

Cg=0.01<cm2/kgf）

緩和時間Ｔ（ｍｉｎ）
べ
巨
○
へ
弔
皿
］
ｂ

0.6

☆Ｔ=500

★Ｔ=100Ｏ

ＣＴ=2000

●Ｔ=4000

Ｒ
遭

0.2

Ｏ10002000300040005000

時間ｔ（ｍｉｎ）

図３Maxwellモデルの単位ステップひずみに対する応力の応答（応力緩和）

２－３Voigtモデル

Voigtモデルの支配方程式は次のようである．

ステップ応力に対する式(7)の解は次のようになる．

(ﾙ…(命)） (8)E＝ｑ土
山十

ｓ
｜
Ｃ
●

ｌｌＣ

(7)

式(8)で表されるひずみ応答の様子を図４に示す．
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図４Voigtモデルの単位ステップひずみに対する応力の応答(クリープ）

２－４MaxwellモデルとVoigtモデルの定数決定

材料特性をMaxwellモデルあるいはVoigtモデルの

ような２要素のモデルで表すときにはステップ応力を

与えるクリープ試験を行い，その応答関数式(6)，(8)

から定数を決定すればよい．

クリープ試験の時間一ひずみ曲線上の任意の２つの

時間t1,t２におけるひずみをＥ１，s２とするとMaxwell

モデルの定数は次式で与えられる．

上
◎
◎

ま
ま
派

（
町 (12）

(13）

(14）

３多要素モデル

実粘土の時'１N依存性挙動はMaxwellモデルやVoigtモ

デルのような単純なモデルでは表現できずこれらの基

本要素を組み合わせていくことになる．

ばね要素とダヅシュポットをそれぞれ一つの要素と

して考え，その要素を適当に組み合わせて対象として

いる粘弾性体の挙動を表そうとすることは自然であろ

う．組み合わせの方法は自由で，実際に問題に応じて

数多くのモデルが提案きれている．その中で本論文で

述べる一般化Maxwellモデルあるいは一般化Voigtモデ

ルは，前節で述べたMaxwellモデルとVoigtモデルの持

つ特徴を残し，かつ両者が等価であるという利点を有

している．

午匿需！

ｌ
ｌ
Ｃ (9)

r薑鶚亭

､=鶚。

(10）

(11）

次にクリープ試験の時間一ひずみ曲線上の任意の２

つの時間'1,12におけるひずみをＧ１，Ｅ２，ひずみ速度

を９，，Ｇ２とするとVoigtモデルの定数は次式で与え

られる．
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(17）３－１一般化Maxwellモデル

ＣＯＳ

（）

。＝ｑ＋ｏ２

式(15)，(16)，(17)から。，，｡２を消去して次の支配

方程式を得る．

IＰ
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囮
四

十
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命一賑

E１

(18）

、

単位ステップひずみＥ＝１(t)に対する式(18)の応

力応答は次式のようである．

介
の

ＣＤＳ ｡(')=…(計)+…㈲ (１９）

４要素の場合と同様にしてｎ個のMaxwellモデル

からなる一般化Maxwellモデルの単位ステップひず

みに対する応力応答は次のようになる．

ＣＤ＝

Ｕ
｡(O=i望…(帯） (20）

式(20)はProny級数と呼ばれ，ｎ個の緩和時間弧

を特性値としその重み公の指数関数の重ね合わせとし

て与えられる

式(19)による応力緩和の計算例を図６に示す．図で

は左要素の緩和時間Ｔを変化させたときのパラメト

リック解析結果を示している．どのケースも応力はＯ

に漸近していき，その様子は緩和時間の大きさによっ

て変化する．特に緩和時間が無限に大きくなると応力

緩和は有限値で安定する．この時の応力応答は式(19）

に対して式(21),式(20)に対して式(22)と表され，こ

れらを奇数要素の一般化Maxwellモデルという．

介
ＣＵＣ

図５一般化Maxwellモデルと４要素Maxwllモデル

一般化Maxwellモデルは単純Maxwellモデルを並

列につないだモデルで，図５に示すようである．この

うち単純Maxwellモデルを２個並列につないだもの

を４要素Maxw-ellモデルと呼ぶ．このモデルは左右

のひずみ，ひずみ速度が等しく，ひずみ入力に対する

応力応答計算に適している．

｡(`)=E'十…億）

｡(`)=母+望…㈲

(21）

(22）

企
一
山

図
．一一

企
一
或
島一一

蓉
辨
鐸
繩

奇数要素の一般化Maxwellモデルはひずみエネル

ギーが保存されることを意味し，弾性個体としてとら

えることができる．一方，有限の緩和時間を持つ材料

では完全に応力緩和し，応力がゼロとなる．これは粘

性液体としての`性質である．これらのことから一般化

Maxwellモデルは，緩和時間を適当に選べば，弾性個

体から完全粘性液体までの挙動を表現できることが分

かる．

(15）

(16）

応力分担から
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図６単位ステップひずみに対する一般化Maxwellモデルの応力緩和

３－２一般化Voigtモデル

一般化Voigtモデルは単純Maxwellモデルと単純

Voigtモデルを直列につないだモデルで，図７に示す

ようである．単純MaxwellモデルとVoigtモデルを１

個ずつつないだモデルを４要素Voigtモデルと呼ぶ．

⑥．とび。と

００

一般化Voigtモデルは単純Maxwellモデルと単純

Voigtモデルの応力が等しく，応力入力に対するひず

み応答の計算に適している．また，一般化Voigtモデ

ルの支配方程式は一般化Maxwellモデルの支配方程

式と同一形式で表きれることから，両モデルは力学的

に等価であるこのことはばねとダッシュポットを任

意に組み合わせて櫛成されるその他の粘弾性モデルと

比較して大きな利点となっている．

一般化Voigtモデルの支配方程式は以下のように導

かれる．

単純MaxmwelI要素
TＶＣ▼Tv8Ｃｗ

等=Q`等端 (23）

丁
Voigt要素Ｔｖ■Cv正

ぴ．６

Ｃ

Ｑ
｜
乃一一

助
一
乃

一一

輌’ぬ (24）

、｡

…ロー
図７一般化Voigtモデルと４要素Voigtモデル

全体のひずみは

(25）Ｅ＝ＣＭ＋ＥＶ

であることより，一般化Voigtモデルの支配方程式と

して次式を得る．

q,窯･(霧÷ 弩且`|需挙鵠｡
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-叢今総 EF鶚q，（33）

勵臺醤cⅣ（34）

`-呼恥('島）（35）
４要素Maxwellモデルと４要素Voigtモデルの定数

が式(27)－(30)あるいは式(31)－(35)の関係式を満たし

ていればその両モデルは力学的に等価である．

４要素Voigtモデルに単位ステップ応力ひ＝１(t）

が作用したときのひずみ応答はクリープを表し，次式

のようになる．

(26）

上式は一般化Maxwellモデルの支配方程式〈18)と

比較して同一形式の微分方程式になっていることが分

かる．このことは一般化Maxwellモデルと一般化

Voigtモデルモデルが力学的に等価なモデルあること

を示している．式(18)と式(26)のび，Ｅについて各項

の係数を比較して，両モデル定数間の関係が次のよう

に与えられる．

壷(篝･弩;且)十オ (27）

Ziｨ71,＝乃乃 （28）

竜=母･島 （29）

論=:鶚暑
（30）

式(27)‐(30)より４要素Voigtモデルの定数が与え

られたとき，等価な４要素Maxwellモデルの定数は

次式で与えられる．

E(')=q`牛式+Ｃｌ'(ﾉｰ…(論)） (36）

同様にして２，要素の一般化Voigtモデルの単位ス

テップ応力に対するひずみ応答は次式のようになる．

層(1)=qﾊﾟ式令菖q1(…儲)） (37）

式(36)，(37)においてMaxwellモデルの緩和時間ＴＭ

→｡｡とするとクリープひずみはある有限値で安定す

るこれは先に述べた一般化Maxwellモデルの奇数

要素に対応する．

n戸百７７両－８＋
巧＝ (31）２

聯一乃乃

一一 (32）

0.5
Ｄ＝１ｋｇf/cm2

CM=1/600〈cm2/kgf）

Ｃｖ=1/600(cm2/kgf）

遅延時間Ｔｖ=1000(､in〉

緩和時間ＴＭ（ｍｉｎ）

☆TIM=5000

★ＴＭ=10000

ｏＴＭ=20000

0.4

６日

(００．３

篭

謹
0.2

0.1

0
10002000300040005000。ＴM=40000
時間ｔ（ｍｉｎ）

◇TRI=ＣＯ
図８単位ステップ応力に対する一般化Voigtモデルのクリープ応答
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４要素Voigtモデルの挙動の計算例として図６で計

算した一般化Maxwellモデルと力学的に等価なモデ

ルのクリープ応答を図８に示す．図に示すように

Maxwellモデルの緩和時間TAfが大きくなるに辿れて

クリープひずみ力靖限値で安定し，緩和時間の増加に

対応して弾粘性体から粘弾性体に移行していく様子が

分かるレオロジーの立場からいえば奇数要素の一般

化Voigtモデルは個体，偶数要素のVoigtモデルは液

体でありその違いは決定的である．しかし４要素の

Voigtモデル計算例でも分かる通り材料を一般化

Voigtモデル（ｉｉｉ粘性体）で表現しておけば，Maxwell

要素の緩和時間を変えるだけで（粘弾性体）の挙動も

記述することができる．現実の物質も観測者の時間ス

ケールによってその挙動が個体的であったり，液体の

ように流れたりする．このような幅の広い現象に対応

するには選択の自由度が高い４要素のVoigtモデルが

有利である．

またこのモデルは，一般化Maxwellモデルと等価

であるという利点も持つ．したがって，４要素の

Voigtモデルを時間依存生挙動材料の基本モデルとす

るのが適当と考える．

４一般応力状態での挙動

４要素モデルを馨本に等方粘弾性体について３次元

応力，ひずみの問題として扱う．前節で述べたように

ひずみ入力応力応答の問題に対しては一般化Maxwell

モデル，応力入力ひずみ応答問題に対しては一般化

Voigtモデルを使う．各モデル間の定数は等価性を保

つようにこれを定める．以下においては，ひずみ，応

力等はテンソル量を表わすものとする．

４－１一般応力状態の一般化Maxwellモデル

まず単純Maxwellモデルについて考える．全ひず

み増分店を粘性によるひずみ増分ちびと弾性ひずみ増

分げに分ける．ざらに右’を体積成分６，噸とせん断成

分虐沙`に分けて考え，等方弾性体との類似から次式の

ように表す．

(38）古＝ざ＋戯

(39）ご＝ぽ、＋６Ｖ綴

６
ｅｘ＝１％

Ｅ,=300（kgf/cm2）

Ｅ２=300〈kgf/cm2）

ポアソン比レー1/３

緩和時間Ｔ２=500<､in〉

、
昌
○
へ
弔
四
望
）
縄
ｂ

４

２

侯
遭 増分怯の計算例

☆Ｔｌ=10000(､in）

。Ｔ,=｡。Ｏ１０００２０００３０００４０００５０００

時間ｔ（ｍｉｎ）

図９解析解と増分計算の比較Maxwellモデルの応力緩和
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(40）素ごとに式(43)が成立する．

(４１）…･鶚-篝

Ｉ

功一軸縣｜”
碗

、

罫
ざ

(46）

式(38)～(41)よりこの総和をとって全体の応力ひずみの関係式は次の

ように表される．

－暴十器’（４２）
６=脚平等卑譜（47）

となり，式(42)の両辺に左から弾性係数Eをかけて整

理して次式を得る．４要素の場合は次のようになる．

ｸｰ塵鶚豊 (43）、-(母十四)`(謡+篝)'十(帯+篭）（48）
ここで

式(47)，(48)は一般化Maxwellモデルの構成式であ

る.この式でな＝Ｏのまま保持きれたときを考えると，

式(46)よりロ＜０となりｔ→｡｡で｡/＝０となる．こ

れは応力緩和を表している．

一方奇数要素の場合はＴＭ，ＴＣＩ＝｡｡で表され，ｏ，

＝０，｡,＝一定となり，◎2＜０でｔ→･゜の時。2＝

Ｏとなる．これは｡＝、で応力緩和が終了すること

を意味している．

これらの構成式は△ｔで区分された変形段階ごとに

右辺第２，３項を既知量としてその時点での応力速度

上
Ｋ
叱
一
Ｃ

ｌ］
一一

恥
巧

(44）

(45）

である．式(43)右辺第２，３項は時間依存性の粘性に

よる見かけの応力である．

図５のように単純Maxwellモデルが並列に結合き

れているときには，ひずみ速度古が各要素で等しく，

応力増分をそれぞれが分担する．したがって第ｊ番要

CASEＩ（弾粘性体）☆ CASEⅡ(粘弾性体）◇

左要素 右要素左要素 右要素

せん断

変形

Ｇノー112.5 Ｇ２＝１１２．５

７Ｇ２＝500

Ｇ２＝１１２．５

７G2＝500

Ｇ１＝112.5

:M1鱗iii鍵灘臘鰯騨 ;鍵i議蕊灘！！

体積

変形

ＫＩ＝３００Ｋ，＝３００ Ｋゴー300

7”＝500

Ｋｚ＝300

Tx2＝500澱;ii;iii欝灘;！

Ⅱ
EF300，〃,＝1/３

Ｅ２＝300,”＝1/３

ＧＩ，Ｇ２

ＫＩ，Ｋ２

(Ｇ，Ｋ，Ｅ：kgf/cmzγ：min）

表１応力緩和計算における４要素MaxweUモデルの定数
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軸状態で軸ひずみご←１％を与えたときの軸応力グェ

の緩和の様子を示している．その定数は表１に示す通

りである．この材料の応力緩和の応答の解析解は式

｡を与える．△ｔ間のひずみ増分△ｃ，応力増分△Ｃ

を求め，これを重ね合わせて，その段階での応力とひ

ずみが計算される．このようにして計算きれた結果を

図９に示す．計算例では図６の計算例と同じ材料に一 (19L(21)で与えられる．

｡．６

Ｕ
Ｄ、ウ

リ

■■■。

TKv1CKvlCCv， TCv1 ▽、■Ｖｌｄ

丙

夢
ご
冊

TKvzCＩｗｚCqvZ ＶＺｍＶ２ｄ

可＝

CKwCcw １ Ｖ１両ＶＩｄ

Ｒ…CKvNCCvN ＶＩＯｍＶＮｄ

⑥@ヶ

体積変形成分

ぴ．６

せん断変形成分

図１０－股応力状！一般応力状態での一般化Voigtモデルの変形成分の分割

qF鶚珈･剛酷

咋慕十Ｍ

(51）４－２一般応力状態の一般化Voigtモデル

全ひずみ増分Ｓを単純Maxwell要素の成分ＳＭと単

純Voigt要素の成分Ｇｗに分ける（図１０参照)． (52）

が1\られる．式(51)，(52)よりｅ,血EWiを求めると次

のようになる

(49）c＝ＣＭ＋Ｚｑｉ
ｂＧ

ここでも材料の等方性を仮定するとMaxwell要素

に対しては式(38)～(41)より次の式が得られる．

飴
扇
端
扇

功一輌囚輌
飴
噺

(53）

倉鰄薑E'…論+鵲 (54）(50）

６Ｗ＝母i＋端 (55）第ｊ番目のVoigt要素についてはバネ要素とダッ

シュポット要素とのひずみ増分が等しいので，せん断

変形について上添字。，体積変形について上添字、を

つけて表わすと

式(49)、(50)，(53)，(54)，(55)より一般化Voigtモデ

ル全体の櫛成式が得られる．
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体としてのクリープ挙動を表現することができる．

またVoigt要素のひずみ速度が十分小きくならない

うちに次の応力変化が与えられると，応力ひずみ曲線

の形状に変化が生じ，過去の応力履歴やひずみ履歴に

影響きれることになる．逆にVoigt要素のひずみ速度

が収束するのに十分な時間が経過していれば同一の応

力変化に対するひずみ応答は同一である．これらの現

象は粘土の力学的な試験において十分な圧密時間が必

要であるという経験則とよく一致する．

式(56)，(57)を計算するには，△ｔで区分された変

形段階ごとに右辺第５，７項を既知量としてその時点

でのひずみ速度Ｂを求める．△ｔ間のひずみ増分△ｇ，

応力増分△ぴは△Ｅ＝Ｂ△ｔ，△｡＝｡△ｔとして求

められる．これを重ね合わせて，その段階での応力と

ひずみが計算される．このようにして計算きれた結果

を図11に示す．計算例では図８の計算例と同じ材料に

--軸状態で軸ひずみグｘ＝Ｉ(kgf/cni)を与えたときの

軸ひずみｅｘのクリープの様子を示している．その定

数は表２に示す通りであるこの材料のクリープ応答

の解析解は式(36)，(37)で与えられる．

…j軒端+鵲

+ｚ(為愚に(錨畿) (56）

４要素Voigtモデルの場合には単純Voigtモデルが一

個であるので構成式は次のようになる．

麿薑歴'ず+論争器

＋論景+論景（５７）
式(56)，(57)において｡＝Ｏを与えるとその応答は

クリープ現象を表す．この挙動は次のように説明きれ

る．

単純Voigt要素のひずみ速度Ｅｗは，式(53)，(54)か

らＥｖｊの増加に伴って限りなくゼロに近づき，ｔ→｡ｏ

でｓｗ→０となる．単純Maxwell要素のひずみ速度は，

式(50)からローOの時第一項は常に０，第二，三項の

粘性項は有限値をもちｅＭ＝一定で変形が進行する．

その速度は粘性係数の大ききによって異なり，粘性係

数を大きくとれば粘性項の影響は小さくなり，粘弾性

0.5
ぴx＝１ｋｇf/cm2

CM=1/600（cm2/kgf〉

Ｃｖ=1/600（cm2/kgf〉

ポアソン比レー1/３

遅延時間ＴＶ=1000(､in）

0.4

Ｂ２

(００．３

誉Ｍ
0.1

増分法の計算例

緩和時間ＴＭ（ｍｉｎ）lOOO2000300040005000緩和時間ＴＭ（ｍ

＊ＴＭ=s000

oTM=｡。

０

図１１解折解と増分計算の比較Voigtモデルのクリープ応答
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表２クリープ計算における４要素Voigtモデルモデルの定数

CASEＩ（弾粘性体）☆ CASEⅡ(粘弾性体）◇

Maxwell要素 Voigt要素 Maxwell要素 Voigt要素

±ん断

変形

Ｃｃ"=1/225 ＣＯ,=1/225

TCF＝1000

cc凹二1/225 ＣＧ,,=1/225

７ＧF＝１０００;iiI蕊iii霧i蕊iii鱗 遡鑑iiiiij灘#i1i

体積

変形

CKD`=1/600 ＣＫｙ=1/600

,1,=1000

Ｃ“=1/600 ＯＫ,,=1/６００

７KF＝1000;1'1蕊ii鍵!i潔iliHi 鰯iiiii《ii艤鱒

ＱF1/600

0,F1/600

Ｅｌ＝300,〃Ｆ１/３

町＝300,〃ゴー1/３

ＣＧＨ，Ｃｌ,〃

ＣｘＨ，０Ｗ

〈Ｇ，Ｋ，Ｅ；kgf/ｃｍ２ Ｃ；cm2/kgf７;ｍin〉

５時間依存性挙動の計算例と実粘土への適用性に関すれば，せん断変形と体積変形をそれぞれ独立に扱う

する考察ことができる．したがって体積変形とせん断変形のそ

れぞれに対して，粘弾性，弾粘性の特性を持つ表３

５－１粘弾性体と弾粘性体のような４種類の時間依存性材料を考えることができ

これまでに述べてきたように，一般化Maxwellモる．

デル，一般化Vojgtモデルは粘弾性体，弾粘性体の拳しかし現実には体穣変形について弾粘性の特性を持

動を単純Maxwell要素の緩和時間を無限大とするかつ材料はなく，体積変形では粘弾性特性だけを考慮す

どうかによって表すことができる．また等方性を仮定れぱよい．そこで表３の中で体積固体せん断固体をあ

らためて粘弾性体，体積固体せん断粘性体を弾粘性体

表３代表的時間依存性材料と呼ぶことにする．

５－２計算に必要な材料定数

これらの時間依存性材料の応力ひずみ挙動を計算す

るときに必要な材料定数は前節で述べたように８個で

あるが，これらをまとめて示すと以下のようである．

４要素一般化Voigtモデル

Ｃｊｗ：単純Maxwell要素の体積変形に関するコンブ

ライアンス

ＴＫＭ：単純Maxwell要素の体積変形に関する緩和時

ＩＵ

ＣＫｖ：単純Voigt要素の体積変形に関するコンブラ

イアンス

せん断変形の特性

粘弾性 弾粘性

輻
錘
の
雛

粘弾性

弾粘性

体積固体

せん断固体体

体積粘性

せん断固体体

体積固体

せん断粘性体

体積粘性

せん断粘性体
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体積変形

(粘弾性）台． け、

Ｕ Ｕ
l/600

ＫＥ＝300
C◎

㈲CKv

=1/600

9Ｗ=1000 ＴＫ２＝500

丁 合
●

づ、 芯、

せん断変形

（粘弾性）６． け。

ひ Ｕ
1/225

Ｇ２＝112.5
Ｃ◎

CGｖ

=1/225

GV=1000 ＴＧ３＝500

丁 分
６．ｍ ６．

図１２体積固体せん断固体体の一般化Voigtモデルとの等価Maxwellモデル(単位：kgf,c､.ｍin）
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体積変形

（粘弾性）６ｍ ６ｍ

(〉 Ｕ
1/600

Ｋ２＝300
。。

㈲CKv

=1/600

Kv=1000 ＴＨ２=500

丁 介
け、 ウ、

せん断変形

（弾粘性）〃。 ケ｡

Ｕ ひ
1/225

Ｇ３=101.3

5000

CGｖ

二1/225

Gv=1000 ＴＧ２=475.1

Ｔ 分
け｡、 ６‘

図１３体積固体せん断粘性体の一般化Voigtモデルとの等価Maxwellモデル(単位：kgf,cm,min）
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ＴＫｖ：単純Voigt要素の体積変形に関する遅延時間

ＣＧＭ：単純Maxwell要素のせん断変形に関するコン

プライァンス

ＴＣＭ：単純Maxwell要素のせん断変形に関する緩和

時間

ＣＣＶ：単純Voigt要素のせん断変形に関するコンブ

ライアンス

ＴＧＶ：単純Voigt要素のせん断変形に関する遅延時

間

）

Ｚ
ｎ
の

師
岸

ノ
Ｊ
Ⅲ

ごｋＪ
０
０

一
一
一
一
一
一

α
ｑ
殉 (58）

図14に計算結果を示す．この図において☆印は弾粘

性体，◇印は粘弾性体の挙動を表す．この図に示すよ

うに弾粘性体の場合は時間経過とともに変形が収束す

るが，弾粘性体の場合はいつまでも変形が持続する．

この変形を体積変形とせん断変形に分けて図示したも

のが図15である．この図から弾粘性体のクリープ変形

も段終的には体積一定のまません断変形だけが進行し

ていくことが分かる．このような挙動は一般的には粘

性流体の流れとして知られている．

４要素一般化Maxwellモデル

ＫＪ：左Maxwell要素の体積弾性係数

ＴＫｌ：左Maxwell要素の体積変形に関する緩和時間

Ｋ２：右Maxwell要素の体積弾性係数

ＴＫ２：右Maxwell要素の体積変形に関する緩和時間

Ｇ１：左Maxwell要素のせん断弾性係数

ＧＫ】：左Maxwell要素のせん断変形に関する緩和時

間

Ｇｇ：右Maxwell要素のせん断弾性係数

Ｔｃ２：右Maxwell要素のせん断変形に関する緩和時

間

５
４
３
２

０
０
０
０ `菱z:;．．…………

『

１０
０〈
誤
〉
⑩

000３０００５０００

４要素一般化MaxwelIモデル，４要素一般化Voigtモ

デルを使って時間依存性挙動を計算した結果を以下に

示す．それぞれの材料定数は図12,13に示す通りであ

る．

ｊ辨蝿

垂

-0.1

戸0.2

-0.3

図1４５－３時間依存性挙動の計算例

時間依存挙動の計算例は

Ｉクリープ

Ⅱ応力緩和

Ⅲ荷重制御一軸圧縮試験の荷重速度依存性挙動

Ⅳ繰り返し荷重による応力ひずみ関係の解析

Ｖ一定速度一次元沈下中の応力応答と沈下停止後の

応力緩和の解析の５ケースである．以下にそれぞれ

の計算条件と結果について述べる．

粘弾性体と弾粘性体のクリープ挙動の比較

0.5

0.4

３
２
■
●

０
０

（
訳
〉
⑪ ……｡y･密鐵;輔性休

瀞8'５５:::5...………･…粘弾性体
0.1

０

Uか企白々か曲…厨……可…可堀柄賭粘弾性ｲﾈ
Ｉクリープ

円柱形供試体に鉛直方向応カグ霞が作用し続ける時

の鉛直ひずみ～，半径方向ひずみｅｒの時間的変化

について計算した．計算モデルは４要素Maxwellモデ

ルである．入力応力状態は次のようである．

保持する応力状態

）｣時間ｔ<江
DOO

図１５粘弾性体と弾粘性体のクリープ挙動の比較

粘性土のクリープ変形では変形速度が一定となるこ

とはなく，破壊に至らないクリープ挙動では粘弾性体
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と非常に良く似た挙動を示し，逆に破壊に至るクリー

プ挙動ではひずみ速度がある時点を過ぎると急速に増

加することが確認されている．これらの粘性土のク

リープ挙動は４要素一般化Maxwellモデルのクリープ

挙動と異なっている．したがってMaxwell要素の緩和

時間が一定のままではクリープ破壊を表現できず，緩

和時間の応力依存性を考えるなどの工夫がH2､要である．

６
５
４
３
２
１
０

〈
肉
白
・
へ
山
切
望
）
ず
伝
遵
柵
腫
｝

〈
箔
。
ヘ
哨
賀
）
１
便
遭
稗
汁

僻》辨辨

Ⅱ応力緩和

円柱形供試体にｔ＝Ｏにおいて鉛直方向に応力を作

用させ，瞬時変形を生じさせる．その後その変形状態

を保ったままにしておく時の鉛直方向応力ぴご，半径

方向応カグ賑の時間的変化を計算した．計算モデルは

４要素Voigtモデルである．

保持するひずみ状態は次式のようである．

-01000200030004000

時I笥ｔ(､in）

図１７粘弾性体と弾粘性体の応力緩和の比較

西
、
”
妬
旧

●
●
●
●
●

０
０
０
０
０
０

;聯h性体

磯
ｂ
Ｅ
ｂ
Ⅱ
函）

椛
遁
０

一
一
一
一
一
一

Ｚ
７
㎡

Ｅ
巳
巳 (59）

；
計算結果を図16,17に示す．これらの図において☆

印は弾粘性体，◇印は粘弾性体の挙動を表す．

図16に示すようにグュは時間経過に伴って減少して

いくが，粘弾性体ではその変形に弾性体として対応す

る応力状態に収束する．一方弾粘性体ではグ・の減少

だけでなくグ『の増加が見られ，最終的にはせん断応

力がゼロとなり，等方応力状態となる．このような現

象は図17の平均応力ｐ，偏差応力ｑの時間的変化から

も分かる．このことは土質力学的に見た場合，土庄係

数Ｋあるいは応力比７の変化として捕らえられる．そ

こで応力緩和中の土圧係数と応力比の時間的な変化に

ついて弾粘性体と粘弾性体の両者について比較したも

のが図17(a)，(b)である．図に示すように弾粘性体の

粘弾性体
01000200030004000

時間ｔ(､in）

図17(a）粘弾性体と弾粘性体の応力緩和時の土庄係数
の比較

粘弾性体３

弾粘性体２層
豈
枳
遭

６
５
４
３
２

１〈
『
巳
ｏ
へ
閨
四
塁
）
』
ｂ
間
ｂ

０
01000200030004000

時間ｔ(､in〉

図17(b）粘弾性体と弾粘性体の応力緩和時の応力比の
比較

土庄係数は，時間とともに増加していき最終的にはＫ

＝Iとなる.また応力比は時間とともに減少していき，

最終的にはゼロとなる．その速さはＴｃｖに依存する.

実地盤の多くはすでに変形が止まり，応力緩和も十分

灘:：
這’

０ ｉｉ鰯：-01000200030004000粘弾竹

時間ｔ(ｎｍ）

図１６粘弾性体と弾粘性体の応力緩和の比較
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に進んでいると考えられる．この実地盤の土庄係数は

Ｋ≠】となっていることから弾粘性体では実粘土の挙

動を表わすには無理がある．

１
８
６
４
２
０

●
■
●
●

０
０
０
０

ルコＡ-１Ａ-1''８

命
日
ｏ
へ
出
凹
型
）
ず

、－軸圧縮試験における応力ひずみ曲線の荷重速度

依存性挙動

円柱供試体を拘束圧なしで圧縮する場合を考える．

この時次の３種類の荷重速度で圧縮するものとして応

答ひずみを計算した．計算モデルは４要素Voigtモデ

ルである．

粘弾性体

００．０５０．１０．１５０．２０．２５

γ（%）
図18(b）応力～ひずみ関係図計算ケース[A-1]:荷重載荷速度１/10(kgf/cmf/min)で

ｑ=1.0kgf/cmiまで載荷し，そのままの応力状態でク

リープする．

１
８
６
４
２
０

●
■
●
●

０
０
０
０

A-l甲ＢＰＩA-l甲ＢＰＩ

〈閂曰◎へ哨凹蟹）ず

計算ケース[A-3]:荷重載荷速度１/1000(kgf/cWmin）

でｑ＝1.0kgf/函まで載荷し，そのままの応力状態でク

リープする．

鮎,鮎,

鍵計算ケース[B-1]:荷重載荷速度１/10(kg"cni/､in)で

ｑ=0.25kgf/函まで載荷し，その後載荷速度を1/1000

(kgi/cml/min)として９=0.5kgf/㎡まで載荷する．その

後再び載荷速度を１/１０(kgf/cni/min）としてｑ

=1.0kgf/CUIまで載荷しそのままの応力状態でクリープ

する．

図１８，１９，２０に計算結果を示す．図18(a)，１９(a)，

20(a)は救荷荷重と時間の関係を示している．

図18(b)はこの時に得られる粘弾性体の応力ひずみ

関係，図19(b)は弾粘性体の応力ひずみ関係である．

両者とも載荷速度が速くなると同一応力であってもひ

ずみが小さくなり応力ひずみの関係が載荷速度の影響

Ｏ２００４００６００８００１０００

噺司ｔ(､in）

図19(a）荷重－時間関係図
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図19(b）応力～ひずみ関係図

ルユルユ

饗 を受けていることが分かる．

ざらに[B-1]のケースの計算から軟荷速度が変化す

ることによって応力ひずみ曲線が[A-1]線から離脱

し，［A-3]線にほぼ平行になること，さらに載荷速度

が変化することによって再び[A-1]線に平行になるよ

うに移行する様子が分かる．

０２００４００６００８００１０００

時間ｔ(ｎｍ）
図18(a）荷重－時間関係図
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繰り返し応力状態は次のようである．

奇
日
。
（
弔
凹
］
〉
び

ｑ＝０→１→－１一１ｋｇ"cm2とした後そのままの

応力状態でクリープする．

図21に計算結果を示す．図中☆★印は載荷速度が速

い場合を示し，◇◆印はおそい場合を示す．また黒塗

り印は弾粘性体，白抜き印は粘弾性体を表す．
醤 １

－
Ｊ

７
Ｌ

１
）２００４００６００８００１００（

時間ｔ(､in〉

図20(a）荷重－時間関係図
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図21(a）繰り返し荷重を受けた時の応力～ひずみ関係

（弾粘性体）
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図20(b）応力～ひずみ関係図 （
べ
臼
◎
ヘ
哨
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）
ず

このような応力ひずみ曲線の載荷速度依存性挙動は

粘性土の実験結果でも確かめられている．したがって

粘性土の構成式においても，粘弾性体と弾粘性体に共

通する単純Voigt要素を含めて考えると都合が良いと

考えられる．

図20は同じ応力ひずみ関係を粘弾性体と弾粘性体に

ついて比較したものである．図に示すように弾粘性体

の方がひずみ量が大きくその後のクリープも止めどな

く続く．

０

-１
－－０．２－０．１００．１０．２

γ<%〉

図21(b）繰り返し荷重を受けた時の応力～ひずみ関係
（弾粘性体）

Ⅳ繰り返し荷重による応力ひずみ関係

円柱形供試体が－軸状態で繰り返し荷重を受けた場

合の応力ひずみ関係を計算した．計算モデルは４要素

Voigtモデルである．この時載荷速度は次の２種類で

ある．

載荷速度が速い場合には弾粘性体も粘弾性体もほぼ

同一の応力ひずみ関係となる．これは単純Maxwell要

素，単純Voigt要素のダッシュポットの粘性効果が卓

越しこれがほとんど剛体として挙動し，変形の大部分

が単純Maxwell要素のバネによっているからである．

載荷速度が遅い場合には，応力ひずみ曲線は，大き

なヒステリシスループを描く．この時，弾粘性体の方

が大きなヒステリシスループを描く．さらにヒステリ

計算ケース[C-1ﾙ戦荷速度１/10(kgf/cm2）

計算ケース[C-2]:載荷速度１/1000(kgf/cm2）
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シスの骨格曲線は載荷速度が速い場合よりも傾きが大

きい

実粘土の静的操返し試験でもヒステリシスループを

描き，弾粘性体，粘弾性体のどちらも適用できること

が分かる．

与える股終の軸ひずみ量はＥ蟹＝１％とした．その

後，ひずみを固定したままでの応力緩和を計算する．

図２２，２３，２４，２５に計算結果を示す．

図22は一定速度で沈下が進行中の応力ひずみ関係で

ある．図中，白抜き印は粘弾性体，黒塗り印は弾粘性

体を表すが，ひずみ速度が速いほど発生する応力が大

きくなることが分かるⅢ荷重制御試験やⅣ繰り返

し試験の結果で得られたことと同様に，変形速度が速

い場合は，粘弾性体と弾粘性体の応力ひずみ挙動に差

はないことが分かる．

図23は沈下が進行中とその後の沈下を止め，ひずみ

を固定した後の応力緩和の様子を示している．粘弾性

体と弾粘性体の挙動の差は変形進行中にはほとんどな

く，その後の応力緩和の仕方にある．すなわち，粘弾

性体は早い時期に安定し，一定の応力状態に至るが，

弾粘性体はいつまでも応力緩和が続く．

Ｖ一定速度一次元沈下中の応力応答と応力緩和の解

析

標準圧密試験のような側方が拘束されている円柱形

供試体を一定速度で沈下させるときの軸方向応カグz，

半径方向応力ク，を計算する．計算モデルは４要素

Maxwellモデルである．

与える軸ひずみ速度は次の２種類である．

高速変形：Ｇ１＝1/10(Wmin）
●

低速変形：ｓ夢＝1/1000(%/min）
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図２２一定速度一次元沈下中の応力～ひずみ関係(ひ
ずみ進行中のみ）
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図２４一定速度一次元沈下中の応力の時間的変化とそ
の後の応力緩和
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図２３一定速度一次元沈下中の応力の時間的変化とそ
の後の応力緩和

図２５－定速度一次元沈下中のＫＯ値と応力比の時間
的変化
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そこで弾粘性体の応力緩和の様子を～，ク『，静

止土庄係数ＫＯ，その時の応力比ワについて表したも

のが図24,25である．これらの図に示すように時１１１１の

経過とともにケ愚は減少し，グ『は増加する．岐終的

にはぴご＝グ『の等方応力状態に至る．これはＫＯ＝１，

７＝Ｏの状態に対応する．

現実の地盤ではＫＯ＜１，７≠Ｏであるとされてい

ることからすれば，土を弾粘性体材料とみなすことに

は無理があるようである．
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６まとめ

粘土の時間依存性挙動を表わすために一般化Voigt

モデル，一般化Maxwellモデルを導入し，そのモデル

の時間依存性挙動を示した．その過程で体積変形とせ

ん断変形に対してそれぞれ弾粘性，粘弾性を考えた材

料を定義し，粘土の変形を表わすモデルとしての妥当

性を検討した．その結果次のことが明かとなった．

１体積変形について弾粘性を考えることは不適当で

ある．

２せん断変形について粘弾性，弾粘性の適用性を検

討した結果は表４のようにまとめられる．表４からこ

れらのモデルでは，クリープ変形，クリープ破壊を表

わすときに限界があることが分かる．破壊ひずみにつ

いては，非回復性のひずみをMaxwell要素に負担させ

るのではなく，塑性を考慮することが必要であると考

える．

表４粘土のせん断変形に対するモデルの適用性

;幹占性体 砧口住体

クリープ 不迫

沖■国のクリープが虫わせない

最鋳的に1tいつでも破湖に至る

不適

クリー

ない

プEH域が表わtｔ

＄力坦和 不迫

雌0＄n勺に守方応力tR鰍と送る

○
○

且EEE依存性 ０ ○

ヒステリシスルーープ ○ ○

潭mur沈下中の

応力＄答

。 ○

沈下停止後の

応力塑和

不迫

最侭的に等方応力tR｣aと2Sら

０
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