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特異摂動法による低次元化モデルを用いた設計の

ロバスト安定性について

石田刀＊長堂動↑

RobustStabilityfbrtheDesignU8iｎｇａＲｅｄｕｃｅｄＭｏｄｅｌ
ｂｙａＳｉｎｇｕｌａｒＰｅｒｔurbationMethod

TsutomulSHIDAi`andTsutomuNAGADO↑

Abstract

Wecandescribeaplantwithparasiticsasasingularperturbationsys‐
temWhenweneglectparasiticsinaplant，wegetareducedordermodel・

Weconstmctaservosystemforareducedordermodelandapplyittoar巴al
originalplant・Then,iftherealorjginalplantdoesnotlosethestability,ｗｅ
calltheplant“Tobuststableservosystem”．（Wedonotcaresteady-stateer‐

rorafterapplicationoftheservosystemtoarealoriginalplant.）Ｉｎｔｈｉｓｐａ‐

per，ｗｅｓｈｏｗｔｈａｔｗｅｃａｎａｌｗａｙｓｃｏｎｓｔｒｕｃｔarobuststableservosystemby

usingtheservodesignmethodI，ａｎｄａｌｓｏｓｈｏｗｔｈａｔｉｆｗｅｄｏｎｏｔｕｓｅｏｕｔput

signalindesignmg,wecanalsoconstructarobustservosystembytheservo
designmethodⅡ．

KeyWords:Robuststability,Pamsitics,ReducedordermodeLServosystem,

Singularperturbationmethod．

にモデルには数多くの不確かさが含まれており，列挙

すると以下のようになる３

（１）測定データの不確かさ

（２）モデルに含まれるパラメータの不確かさ

（３）非線形性の影響

（４）モデルの簡略化，ダイナミックスの無視

このような不確かさにもかかわらず，特性変動が許容

される範囲にあるならばこの制御系をロバスト（頑

強）な制御系という。本論文では，(4)のモデルの簡略

化，ダイナミックスの無視に対する制御系のロバスト

１．はじめに

制御系の設計を行うためには，一般に制御対簾のモ

デルが必要である。モデルを求めるために入出力デー

タを使ったり，物理法則を用いたりするが，いずれに

せよ制御対象を極めて正確に表すことは非常に困難な

作業である。ある程度繍度よくモデルが得られたとし

ても動作環境が変化すると妥当性を失うことになり，

またモデルが複雑であれば，制御系設計を容易にする

ためモデルの簡略化が行われることがある。このよう
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を無視するということは，Ｅ＝ｏとおくことであり，

これによって(2)式のように、＋ｍ次元のモデルからｎ

次元に低次元化さｵ'た低次元モデルが得られる。

Ｘ＝ＡｏＸ＋ＢＭｕ（２ａ）

ｙ＝ｑｘ＋ＤＯｕ（２ｂ）

安定性について考える。

制御系の設計に用いられるモデルは，一般に複雑な

実システムの寄生的部分を無視し簡略化した低次元モ

デルである。そのような低次元モデルで設計した制御

系を実システムに適用した際，無視した寄生要素によ

ってシステムの遮婆な特性，とくに安定性が損なわれ

る可能性がある。このとき実システムに適用しても安

定となる制御系をロバスト安定な制御系と言う。この

ような制御系のｐベスト安定性を解析する手法とし

て，寄生要素による影響を摂動と鬼なす特異摂勤法が

あり，レギュレータ問題については，kokotovicらが
Ｚ).(Ⅱ

既にその結果を示している。本０１究でldkこの手法を

サーァI{糸設ii卜法に適川1Ｌ，モデル化され】tにい寄生婆紫

に対すあサーボ系のロバスト燦定性について考えてい

く。

１２に述べたように，アステム|ﾉlに寄生饗獺が存在す

るときこのシステムを特異lj1qMl系で炎現することがで

きる。このシステムの寄生要素を無視した低次元化モ

デルにおいてサーボ系を設計する。そして低次元化さ

れたモデルにおいて設計されたサーボ系を低次元化さ

れていない元の実システムに適用する。このとき実シ

ステムの安定性が損なわれなければ，このサーボ系を

「ロバスト安定なサーボ系」ということにする。〈実

システムへ適用後の定常偏差については考慮しない｡）

本稿においては，サーボ系設計法Ｉは常にロバスト安

定なサーボ系になり,サーボ系設計法Ⅱについては，

出力の直達分を用いないで設計を行なえばロバスト安

定なサーボ系となることを示す。

ただし‘

Ａ､豊ＡＩ１－Ａ１ｚＡ通IA2I，ＢＤ２Ｂ１－ＡＵ灘ＡふＩＢ瞥

ＣｂＱＣ１－ＧＡ力1Ａ釧，、b昌一ＧＡＺ圏'ａ

である。Ａ狸は正MIIであ為とする。（Ｑ0,Ａ｡,Ｂｂ）}よ可

制御，！i｢観測とす為。

３．動的補償器によるレギュレータのロバスト安定性

本節においては，(2)式の低次元モデルに対し動的補

償器によるレギュレータを櫛成しⅢそのレギュレータ

を低次元化されていない元の実システムに適用する。

このとき常に実システムの安定性が損なわれなければ

この動的補償器を「ロバスト安定な動的補償器」と呼

ぶことにする。以下の譲論においてはＡｍは漸近安定

行列とする。Ａ’2が不安定行列である場合は寄生要素

に対し何らかの方策を施さなければならず，寄生要素

を無視することはできなくなる。（Ａ輯が漸近安定行列

であればルノは存在する｡）(2)式の低次元モデルに対

し，つぎのような動的補償器によるレギュレータを構

成する。

v=ＧＩv+G2y+Ｇ１ｕ

ｕ＝ＦＩＶ＋ＦＨｙ

(3ａ）

(3ｂ）

2．低次元化モデル

寄生要素を含む露システムは一般につぎのような特

異摂動モデルで表わせる。 ＶＥＲ'’0≦’≦、とする。（３）式の動的補償気器を（２）

式の低次元設計モデルに併合すると次式のような閉

ループ系が得られる。
ｘ＝ＡＩ,ｘ十Ａ,２２イーＢｌｕ

“＝Ａ２ｌｘ＋Ａ２２ｚ＋Ｂｚｕ

ｙ＝Ｃｌｘ＋Ｇｚ

(ｌａ）

(１ｂ）

(1ｃ） Ii卜mll-llIH剛１ (4)

ただし，Ｘｅ況舸，ｇＥＲｍはそれぞれ遅いモード及び速

いモードに対応する状態変数であり，ｕｅＲ｢は入力，

ＪＥＲ１，は出力である。ｃは十分に小さな正のパラメー

タであり，物理的には，例えば電気回路中の浮遊容

避，浮遊インダクタンス，力学系では小さな質量とか

慣性モーメソトなどを表わす。実システムの寄生要素

ただし，

Ｗ１，合Ａｏ＋B,（Ｊ－ＦＨＤ｡)-`ＥＣｂ

ｗｉ２豊Ｂ･(Ｉ－ＥＤｂ)－１F１

Ｗ2,台［Ｇ２＋（Ｇ３＋Ｇ２、｡）（１－Ｆ、｡)-IFH]Cｂ
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Ｗ途豐Ｇ１＋（Ｇ３＋Ｇｐ｡）（Ｉ－Ｅｐｏ）-ＩＦＯ （７）式においてはＷは安定行列であるが，右下ブ

ロックのＡｒ＋B,ＥＧに関してはＡ麺が安定行列であ
ってもである。もちろんＷは安定行列となるように股計さ

れる。このように低次元モデル(2)式に対して設計され

た動的補償器を低次元化されていない元の実システム

に適用したときの実システムの安定性を調べて象よ

う。そのときの実シメテムの閉ループ系はつぎのよう

になる。

Ｒａ(A"＋Ｂ:FIG）＜Ｏ

は保証されない。しかしながら，(3)式の動的保償器の

設計において，Ｆ－Ｏ，すなわちⅢ出力の直達分を用

い'ない動的補倣的を構成すれば(7)式の右下ブロックは

Anzとなり，実システムに適用した際にも安定性が保

証される。したがって，(3)式において，Ｆ３＝Ｏとして

設計された動的補償器は｢ロバスト安定な動的補償器」

となる:）|川芸|］

ハに嚇川篭風

｡‘[〔鯛魏］

(5)

４．周波数領域におけるロバスト安定性

この節では前節のロバスト蟹定な動的補償器の設計

について，これを周波数領域において説明する。(1)式

の実プラントに対し前節同様(6)式の変換を行うと，（９）

式のように遅いモードと速いモードに分離された開ル

ープシステムが得られる。

に汁$｡《`》ヘム｡(川:’

］

、§［Ala＋ＢｚＥＣＩＢＩＦ,］

時剛3）
,‐[……]に］

(9ａ）

(９ｂ）

｢4ｅＡ詑十Ｂ２ＥＣ２

である。ここで実システム(5)式の安全性を調べるた

めに〈5)式に対してつぎのような変数変換を行う３ (9)式の伝達関数を求めると次式のようになる。

に]-に墜一雲][ii］
Ｇ(s,β）＝Ｇ`（８）＋Ｇ(9s)－，０＋Ｏ(F）（10）

ただし，

Ｑ(S)△ＣＯ(Sjh-A｡)一lBb+､。（11）

Ｇ,(9s〕9Ｇ(gslm-A22)-Ｂ２（12）

(6)

ただし，Ｅ，Ｌばつぎの代数方程式を満足するものと

する。

ｒ３－ｎＬ＋とＬｒｌ－ＦＬｎＬ＝o

f(｢ｉ－ＢＬ)Ｅ－Ｅ(、＋fITLZ）＋T2＝０ である○００式は低次元モデル(2)式の伝達関数であり，

G(s'９）の低周波領域における近似式となってい

る.また,⑫式は寄生要素に対する伝逮関数であり，

Ｇ(s'ど）の高周波領域における近似式になってい

る。また，(3)式の動的補償器の伝逮関数Ｃ(s)は，

変換後のシステムは，（７）式のように非対角ブロッ

クが０となり，遅いモードと速いモードに分離され

た形となる。

Ｃ（８）＝Ｆ;(８J，－Ｇｉ－ＱＲ)-1(Ｇ２＋GFh）

＋瓜（13）[:]-［ Wl÷Oに)A…』十｡(`)][:］ (7)



特鍵挫助法による低次沁化モデルをlilいた殻iilの『'バスト安定ﾔ|;について：イ7171.腿堂9０

となる。３節において，Ｆ`＝Ｏとして動的補償器を設

計すればロバスト安定な動的補俄器になることが解っ

た:'このことを(lp式の動的補償器の伝達関数で考え

てみると，厩＝ＯということはＣ(s)が厳密にプロパ

ーな伝達関数ということになる。すなわち，ロバスト

安定な動的補償器であるためには勘的補償器の伝達関

数が厳密にプロパーでなければならない。このこと

は，Ｃ(s)がローパスフィルタ特性をもつということを

意味している。以上のことを図１を用いて説明する。

一出力系を考える。サーボ系の榊成に関してば安定化

補倣器とサーボ補償器の挿入の仕方により，図２の般

計法Ｉと図３の設計法Iが提案されている:!`’

実プランＩＬＧ(己ＯＧ）
､■●ＣＤ｡●qの■U■■■■●■■■■可●●●UOOC0●らO●■｡B●Oq-●●q■●●■口｡●■■｡●■▲pO 脚２サーボ系識計法Ｉ

,厩 ＵＪ

－－－少

qJr＋〔ヨ Ｌ】し 巴

ループ２

⑥＋

鐸-｢里
Ｕ化）

図３サー張系設計法Ⅱループ】

図２のサーボ系設計法Ｉにおいては，図２のように

サーボ補償器への入力を両ＥＲとするとサーボ補償器

は一般につぎのように表わせる。図１閉ループ系

動的補償器Ｃ(s)の設計に際しては，低次元モデル

(2)式をもとにループｌが安定となるように設計が行な

われるが．寄生要素を通るループ２に関しては安定性

は保証されない。一方ループ２の安定性が問題となる

のは，U2式を考樋すれば，高周波領域であることがわ

かる。したがって，Ｃ(s)が高周波領域を遮断する特

性（ローパスフィルタ特性）をもっていれば，実シ

ステムに適用した際の安定性が保証されることにな
る:，

ｐ＝ＨＩｐ＋ｈ２５

ｕ=hjp

(１４ａ）

<Ｍｂ）

ただし，ｐはサーボ補償器の状態変数で定常偏差を生
じないよう適当な次元のベクトルである。このときサ
ーボ鮒償器の伝達関数Ｃｌ(s)は

CO(s）＝ｈ:I(ｓＩ－Ｈ,)-ｌｂ２ ０５）

となり厳密にプロパーなスカラ関数となる。図２の安
定化補償器は図２中の変数を用いて一般につぎのよう
に表わせる。

５．サーボ系のロバスト安定性

本節においては，(2)式の低次元モデルに対し出力が

目標入力に定常偏差なく追従するサーボ系を構成し，
そのサーボ系を(1)式の実システムに適用した際に安定
性が保たれるかどうかという問題（定常偏差について

は考慮しない）を検肘する。もしこのとき安定性が
保たれればこのサーボ系を「ロバスト安定なサーボ

系」と呼ぶことにする。本節では簡単のために一入力

ｖ＝ＧＩｖ十段ｅ＋ｇｂｕ

ｕ＝fiv＋ムｅ

(１６ａ）

(ｌ６ｂ）

ここでｖは適当な次元の安定化補償器の状態変数ベ

クトルである。この安定化補償器の伝達関数Ｇ(s）
は
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Ｇ(s）＝ム（sI-GI-g3fP-I(92＋ghL)＋均（１７） 画定化剃0k口

「.………･…････………････－…..……･……………｡.………、

となる。ここで図２においてｙを人力，ｕを出力と

難た伝達関数をＴ(s)とすると
ＬＬ

Ｔ(s)＝－Ｇ(s)Ｃ,(s）

＝－h$(ｓＩ－Ｈ,)-lh3fl(sJ-GI-gbfi)-ｌ

ｘ⑭十9,4）

－h,(sJ-HJ-1h24（18）

となり厳密にプロパーなスカラ関数となる。したがっ

て，４節の議論より図２のサーボ系は「ロバスト安定

なサーボ系」ということができる。

さて．つぎに図３のサーボ系のロバスト安定性につ

いて考えてぷる。図３のサーボ補償器は図３中の変数

を用いて一般につぎのように表わせる。

､一…｡｡…･…………･………･………..…………………...」

図４サーーポ系設計法Ⅱの安定化補償答

さて，図３においてｙを入力，ｕを出力とゑた伝達
一

関数をＴ(s)とすると

Ｔ(s)＝－kC,(s)＋Ｇ(S）

=Qp(s)＋Ｚ (23）

4=豆q+h2e
-

ただし，(１９ａ）

－－

ｑ，(s)ｅ－－ｋ(sJ-H,)-Mia

＋K(sI-5l一息Z)-1(g:+民i;）（24）

Ｗ＝９（Ｉ９ｂ）

ただし，９はサーボ補償器の状態変数で定常偏差を生

じないよう適当な次元をもつベクトルである。そのと

きサーボ補償器の伝逮関数Ｃｌ(S)は である。ＣＩＮ,(s)は厳密にプロパーなスカラ関数であ
る。したがって，図３のサーボ系を「画バスト安定な

サーボ系」にするためには，４節より尻＝'0(yの直連

分を用いない）として安定化補償器を股計しなければ

ならない。

￣

ｃ１(s)＝(31.-百!)~ｌｊＺ (20）

となり厳密にプロパーな列ベクトルである。さて，つ

ぎに図３の安定化補償器を一般的に表わすとつぎのよ

うになる。
6．サーボ系設計法Ｉによるロバスト安定性

i＝Ｇ１v+星y十島ロ

u＝flv+Ly+kｗ

本節では低次元モデル(2)式に対し図２のサーボ系股

計法Ｉによるサーボ系を櫓成し，それを(1)式の実シス

テムに適用したときの安定性を闘ぺる。安定化補償器

としては最小次元オプサーバを用いる。

＜設計手順＞

ステップ１与えられた設計モデル(2)式のＡＯの固有

値から，原点上にある極の数を求めその型数を決

定する。これを’・とする。このとき目標入力に

定常偏差なく追従するために必要な型数を9゜と

し，ｆｑ＜2,ならば，ルー９．個の積分器を付加す

る。

ステップ２制御対鰻(2)式にサーボ補償器として．積

分器を付加した拡大システム

(21ａ）

(2ｌｂ）

(21)式の安定化補恢器において,ｙからｕをぷた伝達関

数をＧ(s)とすれば，Ｇ(s)は

Ｇ(s)＝K(sI-G1-畠'１)－１(宮`+凪L)＋Fｚ（22）

￣

となる。図３の安定化補償器の内部をＣ２<s)を用いて

表わすと図４のようになる。
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となる。このシステムに対し(27)式の安定化補倣器

を設計する。このようにして構成されたサーボ系のコ

ソトローラは設計モデル(2)式に対して安定となる。こ

のよウに低次元モデル(2)式に対して設計されたサーボ

補償器及び安定化補償器を(1)式の饗システムに通川す

るとつぎのようなシステムが得られる。

j｣|:膳１１」
｜|｝‐Ⅷ

…Tルポ
Fill鍬くⅨ善哩|｜
|軒，。

を求め，つぎのように炎わすことにする。

(29)式のシステムは（５）式の閉ループシステムiこ対応

している。このとき「４＝Ａ”となっており，実シス

テム(1)式に適用しても安定であることがわかる。した

がって，安定化補償器に最小次元オブザーバを用いた

サーボ系設計法Ｉによるサーボ系はＰバスト安定なサ

ーボ系となることが解った。以上のことは第５節の前

半の内容の例証となっている。

x虜=ヘJQ,+bsus<26a)

ｙ＝ｑ１ｘ。（26ｂ）

ステップ３Ａ,＋ａ／の極を望ましい所へ橦配厩する

フィード,:ツタ係数ベクトルｆを決定し，（26)式

のシステムに対し股小次元オブザーバを櫛成す

る。安定化補償器は以下のようになる。

7．サーボ系設計法Ⅱによるロバスト安定性
の＝ルーＫ(y｢-y〕＋βu， (２７ａ）

本節では低次元モデル(2)式に対し図３のサーポ系投

計法xによるサーボ系を構成し，それを(1)式の実シス

テムに適用したときの安定性を調べる。安定化補償器

としては最小次元オブザーバを用いる.

＜設計手l1ii＞

ステップ】目標入力に定常偏差なく追従するために

必要な型数をＬとし,０，個の直列に結合された

積分器を付加する。

ステップ２低次元設計モデル(2)式の出力と目標入力

の差を積分器に人力するように配腿する。このと

きの拡大システムは以下のようになる。

為=ルーＨ(j',－J） (27ｂ）

ｕｇ＝ｆｘ９ (27ｃ）

つぎにこのサーボ系のロバスト安定性を考える。こ

こで月標入力をステップ関数とし臓分器を1個､付加

することにする。このとき拡大システムは

ｌｉＨ:Ⅲ１
'薑卿に’

(28ａ）ﾛ日

lliHlliMil(28ｂ）
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ただし

lii}||｝ "|鰯

幟に灘:｝

ｂｌ２－１ｆＨ

Ｏ

Ａｚ－１Ｚ ;竃。
(30）

(30）式を次のように表すことにする。

x，＝ＡｍｘＰ＋ｂＩＤｕ＋ｇｙァ (31）

ステップ３Ａ｡＋６．/の極を望ましい所へ極配厨する
￣－－

フィードバック係数ｆ'＝［ｆ１ｆ２］を決定し，ｘを

推定するために(2)式の低炊元設計モデルに対して

鰻'１，次元オブザーバを構成する。安定化補倣器は

以下のようになる。

r則§［Ａ２｣＋b鍾一IRHCIb2Z~1ｎｂ２唇-0Ｋ刀

r`△[Ａ”＋ｂ２Ｅ－１ＫＨｍ

Ａ９６－Ｋｄ０，２△１＋、do

の＝Ａ〃十kＪ十（ｂ－ｋｄ｡)ｕ (３２ａ）

(32ｂ）

(３２ｃ）

である。ｒ‘を墨ると，たとえＡ２､が安定行列であっ

ても実システムの安定性が保証されないことがわか

る。したがって，安定化補償器に最小次元オブザーバ

を用いたサーボ系設計法Ⅱによる十一ポ系はロバスト

安定なサーボ系とはいえないことが解った。以上のこ

とは第５節の後半の内容の例証となっている。

ｘ＝〃＋〃－Ｈｄ・ｕ

ｕ＝球十1Ｗ

つぎにこのサーボ系のロバスト安定性を考える。サ

ーボ系設計法Ｉのときと同様，積分器を１個付加する

ことiこする。このとき拡大システムはつぎのようにな

る。
8．おわりに

|:H4h:1:化｝
ﾎﾟロ

本稿においては，寄生要素を無視した低次元モデル

で設計したサーボ系を元の実システムに適用した際の

安定性について考察した。その結果，サーボ系設計法

Ｉは常にロバスト安定なサーボ系になり．サーボ系設

計法Ⅱについては，出力の直逮分を用いないで設計を

行なえばロバスト安定なサーボ系となることを示し

た。本稿においては，低次元モデルにおいて設計した

サーボ系を実システムに適用した際の安定性について

のみ考察したが，定常偏差については考察しなかっ

た。今後は実システムに適用した際に安定かつ定常偏

差の出ない設計法の開発が望まれる。

(33）

このシステムに対し，（32)式の安定化補償器を設計す

る。このように決定されたサーボ系のコソトローラは

設計モデル(2)式に対して安定となる。このような低次

元モデル(2)式に対して股計されたサーボ補償器及び安

定化補償器を(1)式の実システムに適用するとつぎのよ

うなシステムが得られる。
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