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沿岸開領域における非線形波動解析のための

新しい無限要素

筒井茂明＊

NewlnfiniteEIementfbrNonlinearWaveAnalysesinUnboundedCoastalDomains

ShigeakiTsuTsuI＊

Abstract

Fbrwaveheightp1℃dictioninunboundedcoastaldomains,thetrcatmentoftheboundaryconditionattheinfinity，

i､e､,theSommerfeldmdiationcondition,isthemostsignificant・Thefiniteelementmethod(FEM),asanumerical

simulationmethod,canhandletheradiaUonconditionskillfUllyintermsoftheinfiniteelemenLTherepresentative

infinitcelementpresentedbyZienkiewiczeLqﾉ.(1985),however,hassomeinconvenient化atuIcs,suchassingulariU

intheelementintegmlsduetothecharacteristicsofmappinganddifficultyinconnectingtheinfiniteelementtoany

interiorelementintheregiontobeanalyzedItistherBfblcrequiredtoremovethesefatalproPertiesfbrextension

ofFEMtothenonUnearunboundedwaveproblems､ThepresentpaperdevelopsanewmfIniteelementbasedonan

ideafbrtheinfinitemapping,pmposedrccenUybyintroducingthecomplementalyelement・NUmericalexperimcnts

fbrthreekindsofmodelsindicateefficiencyofthenewinfinitcelement．

KeyWords:Infiniteelement,Finiteelementmethod,Unboundedwaveproblems,NonUnearwaves,Mapping．

なわち，境界解をハンケル関数によるFourier級数で表すた

め，その係数が未知係数となることが特異性の発生原因で

ある.線形問題の場合には,未知係数を消去するための逆行

列を直接求めることができるので，この特異性を避けるこ

とができる（Tmtsui,1990)．

一方，沿岸での非線形な波浪変形を記述するためのモデ

ル方程式に対するFEMによる離散化式は,各Fourierモード

ごとにブロック化された非線形連立方程式であり，疎で非

対称な複素係数行列を持っている（筒井・大木,1998)．し

たがって，ＨＦＥＭのもつ上述の特異性は，有限要素解析の

非線形波動への拡張に際しては，煩雑さと困難をもたらす

であろう．さらに，ＨＦＥＭは変分法に基づくため，非線形

なモデル方程式の汎関数を求めることも容易ではない．こ

れらを考え合わせて,本研究では後者の方法,すなわち，有

限要素解析により波動場を統一的に取り扱うこととし，そ

の手法として無限要素を採用する．

代表的な無限要素(Bettesら，1984;Zienkiewiczら，1985）

は，空間座標と物理変数に対して同じ形状関数を用いるア

イソパラメトリック写像であるため，無限写像の特性とし

て,要素積分の被積分関数に特異性が現れ,数値計算に工夫
を要する．また，散乱波の減衰特性をより厳密に満たすた

め,無限要素に対する散乱中心を移動し,再設定する必要が

緒言１．

開領域での波動場解析のために種々のモデル方程式(Liu

ら，１９８５；後野，１９９３；磯部，１９９４；灘岡ら，１９９４；喜岡・

柏原，1195；筒井・大木，1998;Tsutsuiら，1998）が提案さ

れているが，適用に際しては無限遠での境界条件の処理が

重要である.ただし,遠方場における散乱波の減衰モードは

判っており，この特性が利用される．

ここでは有限要素法（I垣Ｍ）による波動場の解析を考え

る.この方法では通常,解析対象海域の外方に仮想境界を設

定し,外部海域での水深は一定と仮定される．その上で,(1)

内部領域の波をFEM,外部領域の波を他の方法で定式化し，

両者を仮想境界上で接続するハイブリッド法,(2)領域全体

をＰＥＭで統一的に取り扱う方法などが用いられる．

前者の１つである境界解を用いる方法(HFEM）（Chen＆

Mei,1975）は簡便で効率的な計算法であるが，得られる連
立方程式の係数行列の対角成分に，遠方場での波を構成す

る高次のハンケル関数が位置し,行列に特異性が現れる.す

受理：1999年６月７日

＊琉球大学工学部環境建設工学科

DepLofCivi】EngineeIimgandArchitccturB,Facu1tyofEngTg．
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ある．これらの特性は数値処理上から判断して好ましくな

く，早急に解決することが望まれる．

また，従来の無限要素では９節点の四辺形２次要素を用

いるため，外部領域を仮想境界に接する領域とその外側領

域とに再分割する必要がある．さらに,この要素形状は内部

領域における要素生成に対する制約となり，任意形状の要

素との結合に困難を伴う．しかし,無限要素が設定される領

域では,一般的に,水深を一定と仮定した線形モデル,すな
わち，Helmholtz方程式による解析が可能である．したがっ

て，線形要素による有限要素解析で十分であろうと考えら

れるので，ここでは線形な無限要素について述べる．

本研究では，新たな無限要素の開発に当たり，(1)要素積

分の被積分関数中の特異性の除去,(2)仮想境界を構成する

内部要素との簡便な結合に主眼に置く．その上で,写像に関

する新しい考え（菊池・岡部，1986）に基づきHelmholtz方

程式に対する無限要素を開発･提案し,数値計算例によりそ

の有用性を示す．

′

、！

２

図－１解析対象海域と定義

ある（筒井・大木,1998;Tmtsuiら,1998)．同式の左辺は綾

勾配方程式，右辺のＱは高次成分波を含む非線形項を表す．

式(2)は一定水深のときにはHelmhoItz方程式となる．反射

境界条件:(4),(7.1）（Tsutsui＆Lewis,1912）においては，Ｒ：

境界での波の反射率,βB:境界への波の入射角，ｉ:虚数単位
である．水深不連続部での境界条件:(5),(7.2)は，水深の深

い側(ｈ`)より浅い側(As)へ波が伝播すると仮定して適用す

る（Tsutsui＆Zamami,1993)もので，劇:水深不連続部の位
置，γ:無次元係数である．なお，式(1)-(7)においては，Ｑ

を除く波動量は全て"次成分波に対するものであるが,`1m以
外の添字"は省略されている．

式(1),(2),(3.1),(4),(5)に対する弱形式は，任意関数vi(i＝

2．非線形波動方程式に対する無限要素を用いた弱形式

解析対象海域を,図一ｌのように,仮想境界r,により領域Q，
およびＱ２に分割する．内部領域ＱＩでの水深は変化し，そこ

には海岸線や構造物などの境界rBあるいは水深不連続部ＴＤ
が存在する．外部領域Ｑ２での水深は一定と仮定し，無限要
素はこの外部領域に適用される．

本章における全ての物理量は，代表水深A;および重力加
速度gにより定められる基準長:h6,時間:〃両,速度:,/雨
による無次元量である．静水面に座標原点を置き，水平方

向に(x,y)-軸，鉛直上方にz-軸を採る．（４ｍ:領域Q,,Ｑ２で
の水面変動量,〃G:入射波および反射波などの幾何光学的な

波,刀s:散乱波,ｃ:波速,cg:群速度,の:周波数,に波数,比水深
とする．支配方程式および境界条件は次の通りである．

Ｖ(ccsV勾十の2(c`/c)乱=Ｑ領域Q】内（１）

Ｖ(ccgW)+が(･恩に)〃s=Ｏ領域Q2内（２）

、,.V`ＷＷ(〃c+〃$)=0境界T1上（3｣）

白＝〃c＋〃ｓ 境界Ｔｌ上（3.2）

ｎＢＶ`h＝Ｂ畠境界Ｔ日上（４）

["Mhl:i臺叱瀞｢･上（５）
無限遠でのSommerfeldの放射条件（６）

ただし，Ｖ＝(､/ax,８/Dy),〃＝±1,±2,±3,…，

1,2,…,5)を用いると，以下のように定められる．

lMv(･･川｡Ｍ“)`｡，

辮ル(研Ｍｗｗ)`ｑ

い("ｒｗｗｗ１歯

ルルハー鴎)“

抑([…ｌｉｉＬｌ… (8)

ここで，部分積分により得られる関係式

．-:(鵠'ｗ鵲蓋’ 山(ｗ鼻Ｍ州)`．！
(7.1）

|鯛囑。 －１L(ｗ朏鰄`(州膀･]

+ルパ,"州v小

、＝γｈ鼠Old－hＪ (7.2）

であり，（､1,,2),nnlnDはそれぞれ境界rllTE,TDでの外向
き法線を表す．

式(1)は〃次のFourier成分波に対する非線形波動方程式で
(9)
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および 連立方程式が得られる．

lFi(k)(A)+息(K-)("s）

‐;(歴圃)(白)一息(K･)(〈r願)=:(9)（'｡
行列{Ｋ}は線形問題では対称であるが，非線形問題では非

対角ブロックが非対称となり（筒井・大木，1198)，取り扱

いの困難が急増する．

残された境界条件(3.2)および(6)は以下のように取り扱わ

れる．まず,無限遠での境界条件(6)は，外部領域Ｑ２での無
限要素による定式化の際に，近似的ではあるが自動的に満

たされる.次に,支配方程式(2)は外部領域Ｑ２における散乱

波のみに対するものであるから，式('4)においては境界｢，
上での波動量が不連続となっている．そこで境界条件(3.2）

を満たすため，次のような処理が必要である．無限要素の

要素行列(ｘ,｡)および境界ｒ,上の節点における幾何光学的
な波(〃c}より{ｘ－){刀G}なる量を求め，式(14)の両辺の対

応する節点に付加すると，式('4)は次式となる．

；(Kr)(蜥思(K-)("ｗ）

‐:(ＫＥ)仏)一息(K､)仏）

＝:(9)十部K~)("｡）（'５）
したがって,境界Ｔｌ上では全体の波動量鼻＝〃c＋がが未知
量となり，境界条件(3.2)が満される．

付録･ACには,線形問題に対する要素行列：(Ｋ}，（KB)，

(Ｘ､}，(9)が示されている．

ル(ｗＭｗｗﾙ｡，

－１L(塵ハヮ…霞岬ﾙｑ

+ルュcc小Ⅳ)歯
を用いると，式(8)は次のように変形される．

－１L("ﾊvい]｡w`)細)`･）

-mルハw…ｗﾙ｡，

+I砂州w艸川砥))“

･叶帆ルル鴫Ｍ１ト
キル!"小v白川僻c小ｗｌ鋤

・川柳い'w(〃ｗ))…（､）
さらに，境界rllrB,ｒ､上でのnrV畠および､2.ＷＳを消去
するため

ｖ2＝v１，Ｖ3＝v4＝－ccBv】，P5＝－Ｖ，（12）

と置くと，弱形式は結局次式で与えられる．

lL("`７Ｗ…(．`に)恥｡)`.]

･lL(･･川w一価ｗ)`q

-Lv1":聯-1.,,聯

一Lwww`
式(13)の右辺は既知量であるから，境界ＴＩにおける外力

として作用する．式(１３)の各項を離散化して得られる要素

行列をそれぞれ(Ｋ),(Ｋ~},{ＸＢ)，{KD}，(9)とすると,次の

３．可積分型無限要素

ここでは，菊池・岡部(1986)による写像に関する考えに

基づきHelmholtz方程式に対する無限要素を導く．その概要

は図－２に示す通りである．まず，無限要素に対する補要素

を定義し，対応する正規(5.,が)系を定め，この系を用いて
無限要素を表示する一方，無限要素に対する正規(ど〃)系

を定めるここで,所要の減衰モードが再現可能なように，

両正規化写像系の間の変換式を定める．波動問題において

は，さらに，散乱波の振動特性を持つように物理変数に対

する形状関数を補正する．

Zienkiewiczら(1985)の無限要素はアイソパラメトリックで

あるが,本手法で得られる無限要素では,補要素を媒介とし

た空間座標と物理変数に対して異なる２つの正規化写像系

補要素一無限要素

正蝋(獣'f)系Ｔ…､)系
減衰モード：変換式

図－２無限要素展開の概要
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のように変形される．
ｙ

Ｍ
Ｍ

１
”
、
』

Ｏ
０

ｒ
ｙ

一
｜

に
０

２
》
と
『
２
「
と
割

一
一
一
一

和
苅

一
一

ｘ
ｙ ） (19）

辺01上(刀･=-1)ではM2=0,辺02上(が=1)では〃,=Oで
あるから，辺01,02上における中心点からの距離は

÷;('十5.)，乃臺((聯-J`b)２+(，`-)b)２１''@（2o）
で表される．ただし，〃(i＝1,2)は中心点Oと節点1およびＺ
間の距離である．

ここで，無次元半径として

，薑片臺;('+§覇）（21）
を定義すると，無次元半径pの性質が距離｢の性質に近いと

きには，無限要素が持つべきr-畑なる特性をβ一価モードで代
用させることができる.ただし,中心点ご=-1ではp=0,
辺ご=1ではp＝1となっている.

正規(ざ.が)系を拡張してごＺ１へ適用することとすれば,

無限遠点はご→｡｡に対応し,写像(18),(11)においては無限

要素は５．＝[1,-ルワ.＝[-1,1]で規定されている．したがっ

て，正規[-1,1]系へと変換する必要がある．

図－５に示す正規(5,〃)系を導入し，無限要素をこの系に

正規化できるものと仮定する．物理変数○を考えると,無限

遠に相当する５＝1ではハーの＝oであるから,試行関数ｸﾙは
次式で表される．

ﾚﾑ＝@,1V!(5,〃)＋’2Ｍ(5,刀）（22）

図－３無限要素とその楠要素

０，(-111）２(111）

Ｏ(-1,-1）１（1,-1）

図－４正規(す,叩．)系

を導入する点.に特徴がある．

図－３に示すように２領域Ｑ,,Ｑ２の境界rI上における内部
要素の２節点を1,2とすると，無限要素Ｑ;はこの有限辺と
放射状の直線とで構成される．放射状の２直線の交点を中

心点Oと呼び，三角形012を無限要素に対する補要素QFと定
義する．中心点(和,y･)からの距離をrとし，ある物理変数､が
外方で７－mの形で減衰することが判っているものとする．た

だし，ｍは正の実数である．なお，一定水深域における波動

問題では，Helmholtz方程式の基本解である０次のハンケル

関数の漸近展開の主要項から，、＝１／２となる．

図斗に示す正規(５．，が)系における四辺形１次要素に対す
る形状関数は次式で与えられる．

瞳|に:側）（劉
式(22)および(23)において,〃のいかんに関わらず試行関数

｡ｈがp-"のモードを再現可能な条件は次式で与えられる．

Ｍｗ２=き('-5)='一“（24）

}
lvO=}('~§.)(１－が）
M=}('十５.)('~ｎ．）
M=』('+５．)(ｗ）
１V｡､=』('-ご)(Ｗ）

(16） 、｡

２

Ｌ
ｒQ；

上式において，辺５．＝－１上の節点0,を補要素Ｑｆの頂点Oに
対応するように縮退させると，補要素Q1に対する正規系は
次式で表される．

２２

蕊=昌妬iMf，，=,葛y,Ｍ， （17）

ただし，

１

｡｡

２(-1,1） ３(1,1）

１
Ｊ

中
わ

り
り
り

§
’
十

一
１
１
Ｉ
く

１
ｊ
ｊ

く
鯵
顛

’
’
２
５
ご

’
一
＋
十

ｍ
０
０

Ｎ
’
’
４
１
瓦

十
一
一
一
一

０
１
２

Ⅳ
Ⅳ
Ⅳ

｜
’
一
一
一
一

０
１
２

Ｍ
〃
〃 ） (18）

1(-1,-1）４(1,-1）

である．さらに,〃｡＋Ｍ１＋Ｍ２＝1であるから,式(17)は次式 図－５無限要素の正規(5,77)系への写像
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無次元半径は’辺§＝－１でp＝１となり，正規(5.,が)系の辺
ご=lとCO連続となっている．§='はp=｡｡に対応する゛
式(2,)および(24)よりｐを消去すると，§.と‘を結ぶ次の
関係式が得られる.

同様に，形状関数Ｍは次式となる．

崎……い｡(\｢徴） (31.2）

無限要素は無限写像(11),(27)および要素形状関数(31)で

構成される．この要素の特徴は無限写像に由来する．すな

わち，変数変換のヤコピヤンは
￥薑(￥｢欄 (25）

さらに，補要素｡Yとこの正規系がご＝－１で〃｡および可につ

いてもc､連続となるためには，次の条件式が必要である.

が=〃(26)

式(25)および(26)が(5.,〃．)系から(‘,１７)系への変換式であ
る．両式を式(１８)に代入すると，空間座標に対する無限写

像の形状関数は次式で与えられる．

|小金(￥)+淵 (32）

で与えられ,〃に無関係となる．その結果,要素積分の被積

分関数には弱い特異性が生じるものの，積分を解析的に実

行することができ，要素行列が陽に表示される．

この無限要素に基づき,式(13)の左辺第２項を離散化して

得られる要素行列が付録Ｅに示されている．

M=(￥｢搦旱
昨(￥｢關苧 ） (27）

４．数値計算例

ここでは，まず，一定水深域での円柱による波の散乱お

よび長方形港湾の来襲波に対する周波数応答を例に採り，

新しい無限要素の適用性を検討する．次に，海底に水深不

連続部がある場合の例として，湾口の沖側に潜堤が設置さ

れた人工港湾を対象とし，港内静穏度の推算を行う．用い

る支配方程式は緩勾配方程式であり，有限要素網は３角

形の線形要素を用いる．なお,ここで提案した無限要素に

基づく有限要素法を，以下ではIFEMと呼ぶ．

無限写像(19),(27)によると，中心点からの距離は

，薑郷刺(￥｢擶

剛､‐((…旱…竿「

÷(｡,-,.)旱岫-,,竿「
となり，次式が得られる．

(28.1）

(28.2）

(1)円柱による波の散乱

図－６は自動要素網生成ルーチン（Tsutsui,1910）により

作成された円柱の周りの三角形有限要素網を例示する．内

部領域における節点数は404,要素数は687である．外部領

域における無限要素は,それぞれ,仮想境界円r】上の辺と中
心点より出る２放射線により構成されるので，無限要素の

生成は内部要素の形状には左右されない．したがって，仮

想境界円Ｔｌ上において内外の要素は容易に結合でき，全領

￥-(右「 (29）

ただし，パリ)は中心点から補要素の辺12上の１点までの距

離である．したがって，無限写像(19),(27)の下で中心点か

ら出る放射線上では，形状関数1V1,Ｍおよび試行関数｡hに
は確かに戸､モードが含まれている．

以上は単調に減衰する現象に対する議論であるが，波動

問題においては，時間項をexp(iのり（【：時間）と仮定する

と，散乱波はexp{－i(kr-のj)）に比例する振動特性をもって

いる．したがって，形状関数(23)にはexpLikDなる項を含

める必要がある．Ａを未知係数とすると，形状関数Ｍは次

式の型とならねばならない

(…)(苧)煮）M=:('-5)(1-")exp (30）

仮想境界r,上,すなわち,５＝－１においては内外の波の位
相差はゼロとなるべきである.さらに,節点1,2が半径｢oの円

弧上にあり,要素長が十分小さいときには,Ｆ(刀)＝const,＝'0

と近似することができる．したがって，これら２条件を考

慮するとＡ＝exP(ikr｡)となり，形状関数ⅣIは次式で与えら
れる．

｛咽(\F）IVF:('-5)(1-")exp (31.1）
図－６円柱の周りの有限要素網
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Ｋ

r1

L｣

(1)円柱の周りの水面変動

r1

L｣

呼十

0 5０ 100１５０

０(dcgpCes）

図－８円柱沿いおよび仮想境界円上での水面変動量の

実部および虚部:Ｍ＝kα＝2,Ar｡＝４

２

(2)円柱の周りの等波高線

１
図－７円柱による波の散乱Ｗｉ＝ｌｔｑ＝2,Ａｒo＝４

Ｋ
Ｏ

域の有限要素網が生成される．

図－７（1)は,一定水深域に設置された円柱により波が散

乱される様子を，IFEＭを用いて推算した結果を示す．計

算条件は,kルーハロー２(α:円柱の半径),klb＝4である．円柱
表面は完全反射壁と仮定し，波は紙面の左側より入射し

ている．波の回折により円柱の背後に波が進入する様子

が判る．このような円柱の周りの波は,入射波高を1とする

と，次式（田中,1956）で表される．

‘=』｡(栩十2房]Ｗｍ(幼c･s〃0

-鵜亙･…員艘鶚醐川…“）
ただし,Ｊｈ:ベッセル関数，〃":第２種ハンケル関数，（７，,)：
極座標，（'):主変数に関する微分を表す．

図－７(2)は円柱の周りの等波高線を示し，上半円が理論

解(33)，下半円がIFEＭによる数値解析結果である．図中

の数値は入射波高に対する波高比Ｋを表す．円柱の背後

に見られるように，局所的にはわずかな差異が認められ

るが，両者は全体として良好な一致を示している．

その詳細を見るため，図－８は円柱沿いおよび外方の仮

想境界円Ｔｌ上での水面変動量の実部および虚部の比較を

示す.縦軸は入射波高に対する相対値Ｋ,横軸は偏角であ

る．実線は理論解を示す．○および＋印は,同じ有限要素

-１

１

-１

0 5０ 100１５０

０(degI℃Ｃｓ）

図－９円柱沿いおよび仮想境界円上での水面変動量の

実部および虚部:Ｍ＝んα＝2,klb＝６

網に対して,それぞれ配ＥＭおよびハイブリッド型のＨＦＥＭ

(Chen＆Mei,1975）を適用して推算した結果である．計算

結果は，理論解と比較すると,０＞160゜において最大３－４％

程度過小評価となっている．この影響が図－７(2)の円柱背

Ｚ
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０
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後の等波高線のわずかな差異として現れている．しかし，

本推算結果は十分な精度を有し，ＨＦＥＭによる結果との

差異は1％以下である．

ここで，仮想境界円Ｔｌの設定位置が推算精度に及ぼす
影響について調べる．図－８と同様にＭ＝たローＺであるが，

計算領域をＡｒ｡＝６と広げた場合,円柱沿いおよび仮想境界
円上での水面変動量の実部および虚部は図－９に示すよう

に変化する゛ただし，要素サイズは図－７，８と同じである

円柱沿いの波高分布は,bR｡＝４の場合と同様の結果が得られ

ている.￣方,仮想境界円上での波高の推算精度は,解析

領域が広く採られているので,若干向上している．しかし，

全般的な誤差の程度はArb＝4の場合とほぼ同じである．
Helmholtz方程式に対するグリーン関数である0次のハン

ケル関数は,主変数がlzl>>'のとき,漸近展開の初項を用
いて次式で近似される．

Ｈｏ(Z)-eXp(±i(Z‐穂ﾉ4)川襄（34）
ただし,複合(±)はそれぞれ第１’２種のハンケル関数に対

応する．図-10は式(34)による近似誤差の変化を示す．主

変数ｚｚ４のとき,絶対誤差は約0.13％,相対誤差は0.4％程

度である．また，ｚ＝２のときの両誤差は,兜程度である．

この近似誤差特性および図-7-9の結果から判断して，

本計算例では仮想境界円の設定位置として，ｚｚ２－４とす

れば十分であると考えられる．ただし,一般的な場合には

散乱源が固定されないので，仮想境界円の設定位置につ

いては検討を要する．

Waves

l，

Ｉ１ ｣「
ﾄ2.斗

(1)防波堤の無い長方形港湾

０
８
６
４
２
０

１

Ｍ

－TheoTctiml

OFiniteandirufinitｅｃＩｃｍ舟、目

＋FiniteeIeTD色ntnnd

extcnorserles

0１２３１．４５

(2)周波数応答曲線

図－１１防波堤の無い長方形港湾とその周波数応答

は図－８と同じである.全ての周期について,ｍＢＭによる数

値解析結果と理論値との整合性は良好であり，推算精度は

この場合もＨ１垣Ｍとほぼ同じである．0.】

(3)沖側潜堤をもつ人エ港湾

ここでは，海底に水深不連続部が存在する場合の例とし

て，図-12に示すような人工港湾での港内静穏度について

述べる．海域の水深は港内・外ともにＡ･＝20ｍであるが，
湾口部の沖側100ｍの海底には破線で示すように直線状の潜

0.01

凶

!！
■

0.001

G…
uOOOl
２４６Ｚ８１０

図－１００次のハンケル関数に対する近似誤差

(2)長方形港湾の周波数応答

図－１１(1)に示すように，湾口に防波堤が無い長方形港

湾に対して,波が海岸線に垂直な方向から来襲する場合の

港内での強制振動について考える．モデルはIppen＆Godｅ

(1963)により実験に用いられたもので，その諸元は，長さ：

!＝31.13ｃｍ，幅:２`ノー6.05ｃｍ，水深:ｈ＝25,73ｃｍである．

また，全ての境界は完全反射壁とする．

図－１１(2)は種々の周期をもつ来襲波に対する周波数応
答の推算結果の比較を示す．横軸は港湾の相対長Ａ１，縦軸

は港内の最奥の隅での重複波の波高と港外での重複波の波

高との比として定義される波高増幅率〃である．図中の実

線はIppen＆code(1963)による理論曲線を示し，他の記号

OffShorewateTdepth:ｈＯ＝20.0ｍ

図－１２湾口部の沖側に潜堤が設置された人工港湾
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篝臺毫藝
３
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図－１４開口部の中央断面における波高分布

の右側より入射している．

図-13,14から判るように，沖側海域では前面護岸からの

波の反射により重複波が生じている．また，潜堤背後に位

置する港口部では,潜堤による波の遮蔽効果が認められる．

遮蔽効果は港内の泊地において特に顕著で，波高が50％程

度減衰している．ＩＦＥＭおよびＨｍＭによる推算値には，沖

側の海域においてわずかな差異が見られるが，全体的には

両者は極めて類似した波高分布となっている．この結果は，

無限要素を用いた有限要素解析の有用性を示している．

以上のように,ここで提案した無限要素は,取り扱いが非

常に簡単であり，従来の有益な手法の１つであるＨＩｍＨと

同程度の推算精度をもつことが示された．

(1)無限要素を用いるIFEM

雫 ５．結語<＝

開領域での波動場を有限要素解析により統一的に取り扱

う際には,無限遠での放射境界条件の処理が重要である.本

研究では，この処理が簡単になるように,Helmholtz方程式

に対する新しい無限要素を開発した．さらに,数値計算例

によりその有用性を示した．その結果は次のように要約
される．

(1)楠要素を媒介とする空間座標と物理変数に対して，

異なる２つの正規化写像系を導入し,新しい無限要素が導
かれた，

(2)無限要素と仮想境界を構成する解析領域内の要素と

の結合は，簡単でかつ内部要素の形状に左右されない．

(3)無限要素の要素積分においては，被積分関数に強い

特異性が存在せず，積分が陽に表示される．したがって，

数値積分は容易で精度良<計算される．

(4)提案した無限要素に基づく有限要素法は,境界解を用

いるＨＦＥＭと同程度の推算精度を有する．

(5)この無限要素は，その簡便さゆえ，開領域での非線

形波動の数値解析に対しても有用であろうと期待される．

(2)境界解を用いるＨＦＥＭ

図-13湾口部の沖側に潜堤が設置された人工港湾での

波高分布：Ｔ＝10.0sec,kro＝15.56

堤が設置されている．潜堤上の水深はハゴー10ｍであり，潜
堤に沿って水深が不連続になっている．波の反射率は，前

面護岸では完全反射(Ｒ＝1.0)とし，港内の曲線状の護岸で

は０３，それ以外の護岸では0.5とする．座標原点は開口部

中央に位置し，仮想境界円ＴＩの半径は,b＝300ｍである．
この人工港湾に周期10.0secの規則波が来襲するときの波

高分布（入射波高に対する波高比Ｋ）をIFEMおよびHFEM

により推算する．その等波高線はそれぞれ図－１３(1),(2)に
示す通りである．図中の実線は波高比ｘｚ１,破線はＫ＜１で

ある等波高線を表し,等波高線間隔はともに0.2である．な

お，仮想境界円の位置はkr｡＝15.56となる．
さらに，図-14は開口部中央を通る側線(x＝O)に沿う波

高分布および海底地形を示す．実線および○印はそれぞれ

IFEMおよびH顕Ｍよる推算結果である．ただし，波は紙面
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ただし，係数は次の諸式で与えられる．

α＝た((.｡`),+("`》+("圃凡）
β＝c`/ｃ

ｂｉ＝yノールｃｉ＝雅一弓

ﾑｰﾑ{ｗｴﾙﾉ…6ｋ｝

(A4.1）

(A4.2）

(A4.3）

(A4.4）

B・反射境界TB上での境界積分

三角形要素の２節点ムノが反射境界rB上に位置するとき，
式(13)の左辺第３項に対する境界積分は次式で与えられる.

'rrl;,,"鮎愈臺(x国)仏） (Ｂ１）

nＭ鰯|鵜川."薑`餓儂辮豊） (B2.1）

ＫＢ,jA＝ＫＢ,肱＝ＫＢ雌＝Ｏ

ｚｉ＝ccgB

仏)『={`Ｍ》
ただし,町は2節点j,ｊ間の距離である

(B2.2）

(B2.3）

(B3）

Ｏ水深不連続線r､上での境界積分

三角形要素の２節点i,ノが水深不連続線Ｔ､上に位置する
とき，式(13)の左辺第４項に対する境界積分は次式で与え

られる．

'rrI;,,､“薑(K・)仏） (Cl）

(淵)恥,‐↓(鵠）XQii=町 (C2.1）

付録．各種の要素行列
ＸＤ,iA＝Knjk＝KDAと＝Ｏ

仏)T=(`Ｍ》
ただし，ノijは２節点i,/間の距離である．

(C2.2）

（C3）以下では，解析対象領域｡,を三角形１次要素，外部領域

Q2を無限要素を用いて離散化した場合の，各種の要素行列
について述べる．

､､仮想境界円Ｔｌ上での境界積分
ここでは，付図-1に示すような２解析モデルを対象とす

る．幾何光学的な波〃Gはそれぞれ次式で与えられる．
(1)島モデル

リ．=αexp{Wcos(0-0J)｝（D1.1）

(2)港湾モデル

リ．=Qexp{iArcos(ej-e')}＋αRexp{ikrcos(０Ｊ+O')｝

（Ｄ1.2）

雛;ｊ黛奎ｌｉ鯛Ｉi(灘欝i睾鰹灘鍔
での波の反射率であるしたｆって,式('3)の右辺の外力
項は以下のように表される．

'｢F仰Ｍｗ…(,）（｡⑳

A,領域ＱＩにおける要素行列

三角形要素の３節点番号をＭＡとすると，式(13)の左辺
第１項の線形部分に対する要素行列は次式で与えられる．

』･ＦＬ(･･ﾊvい"(･`に)鼻)`．,
薑(K)仏）

州瞬)-．麺(鵠辮莞）

州`,ｗ１－．麺(鵠緤鳥）
側=(白川ﾑﾘ

(Ａ１）

(A2.1）

(A2.2）

(Ａ３）
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E・無限要素に対する要素行列

無限要素を用いて式(１３)の左辺第２項を離散化する．外

部領域Q2での水深は一定と仮定すると，その要素積分は以
下のように表される．

'｡;三lx上Ｍ…謬岬)`必
臺(K-)(7)

K;託cLwwww'

－．'Ｗ６)lL;"州艸
(が)『=(，Ｍ）

(E1）

(1)島モデル

(E2）

(E3）

まず，無限写像(19),(27)より，変数変換のヤコビアンは

次式で与えられる．

|小金(￥r鶴
(2)港湾モデル

(E4）

付図－１有限要素解析モデル
ただし,△は直交座標系(xby)における補要素Q1の面積：

△薑ﾑﾄ仏-,北!(,興一蝿)辮麹(,｡‐,,)）（瞳）
である．したがって，関数行列の成分は次式のように表さ

れる．

芸－１f(,2-y,)(￥)峠#（E`｣）

誓-111…(￥|端（圏`2）

墓-A(．Ⅷ旱鶚…苧)(\恥）

等論い旱…)苧)|\”〃
式(E,6)により，形状関数Ⅳ,,Ⅳzの直交座標系(え,y)に関する
微係数は次式で与えられる．

一定要素を用いる場合：

（`i,鋤鯵!)『=;….`1,(`i+`",,`’十ii峠!)ア
線形要素を用いる場合：

(鋤Ｍ了…`!(弊､鱒)ァ

(D3.1）

(D3.2）

ただし，ｐを仮想境界円「,上の節点数とすると，島モデルで

は添字j＝1,2,...,ｐ:ｐ＋１＝1,港湾モデルでは！＝1,2,…,ｐ－１

であり，ｌｊは２節点(i,i＋1)間の距離である．グj(ノー1,2,...,P）
は次式で与えられる．

(1)島モデル

グノーicos(Oj-e')exp{iArcos(6ﾉｰO')）（､41）

(2)港湾モデル

iij=icos(eﾉｰo')exp{ikrcos(ej-0')｝

＋iRcos(Oﾉ+O')exp{iArcos(Oj+e')｝（D4.2）

鶚念(\)喘ﾄ,…w(\｢Iwﾄ｡｛咽(\↑&）

等一念(苧)鴫ﾄ…(\)州,ﾄ,い(\｢偽）

響一念(\)鴫(……(\川…仔僻）

(E71）

(E7.2）

(E7.3）
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念(\巾…(\'鶚川ﾄ｡い(\｢‘）一一

弧一町 (E7.4）

ただし，△エーズューェ,，△y＝ルール６＝(、＋1)△y，。＝(、＋1)△x，α,＝2(ルーyO)－６，Ｑ２＝2(y1-
c2＝2(工,-xb)＋ｄである．したがって，無限要素内での要素積分の各項を公式

ｌ[､:[…]`q臺肌[…Ｉｌｊｌ伽
により求めると，以下の積分が得られる．

ｌ]I;(3M曇)抑擶叶((ｗﾙｰMo-M，Ｍ１'）

ｌＬ(３Ｍ,w端叶((３．１叩(雌…'，`叩ｌ

ｌＬ(…)狐-銑剛((坤小剛鍼M…'４）

ｌＬ(,吋岬鈴吋(Ｉｗ１…他'…''Ｉ

ＩＬ等等“-金(珈ﾊﾟ(…州当山Ｍ…Ｍｈ）

ｌＬ等等`峠鈴(z"･ﾊﾟ(岼釧当(……ﾄﾞﾊ）

Ｌｖｉ岬LwMlLIvﾊﾙ;州)…'｡

Ｑ２＝２(y1-yo)＋６， c,＝２０F2-xb)－．，

巴8）

(E9.1）

(E9.2）

(E9.3）

(E9.4）

(E9.5）

(E9.6）

(E9.7）

一般的に，〃三２に対して次の漸化式が成立する．

いI;;士…薑("二幾-1TLT41（圏卿

ただし，'0,Ｊ,および'2は次式で定義される積分である．

牛li;;……岬…"薑QL’(EIC）
一定水深域における波動場を表すHelmholtz方程式の場

合には、＝１/２であるから，式(E10)の積分は次式となる．

!`-1;;…薑/堅{:;…-1…（画LI）

ハーI;;当…薑li;;竿…I;;平傘（Euﾕ）

峠I;;±…一等-M，（Eu，）

ただし，式(E11)においては，超関数の意味での等式

ｌｉｍｅ－ｉＴ＝Ｏ （E12）
Ｔ→－

が用いられている．また，積分']'よ以下のFresnelの正弦積
分Siおよび余弦積分･により定められる．

剛に)薑li樂鋤=3-r響`“（El3I）

・に)－r竿`“ （E13.2）


