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Abstract

Thefiniteelementmethodｍａｙｂｅｄｅｆｉｎｅｄａｓｔｈｅｍｏｄｅｒｎ“Methodof

WeightedResiduals，,（ＭＷＲ）．Thispaperdescribeshowtosolvethe

diffemntialequationswhichareessentialinordertoexplainquantiatively

anumberofvaluablegeologicalandgGodynamicproblems・

Themethodstosolvelineardifferentialequation，non-linearequation，

non-lmearnon-steadyequation，LaplaceequationandincompreeibleNew-

tonianflowproblemareexplainedbymeansofｔｈｅGalerkinfiniteele-

mentmethod・

Introduction

Thewriterintendstoexplainhowanydifferentialequatｉｏｎｉｓｓｏｌｖｅｄｂｙ

ｍｅａｎｓｏｆｔｈｅ“FiniteBlementMethod”（ＦＢＭ)．Ａｓｗｅｌｌｋｎｏｗｎ，theFEMisa

powerfultechniqueforaｎｙｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｉｆｏｎｅｗａｎtstosolvethem

numerically・Ａｌｓｏｗｅｋｎｏｗｔｈｅｒｅａｒｅａｎｕｍｂｅｒｏｆｃａｓeswhereweneedtotreat

themnumericallybecauseofthedifficultytohandlethemanalytically，ｉｎｗｈｉｃｈ

ｃａｓｅｔｈｅＦＥＭｇｉｖｅｓｕｓｍｏｓｔｕｓefulmethods・

Ｔｈｅothertechniquecalledasthe“FiniteDifferenceMethod''（ＦＤＭ）isalso

thepopularmethodtosolveanydiffemntialequation，buttherearesomediffi-

cultiesｗｉｔｈｔ1℃atingboundaryconditions.I）２)３’

Ifthediffemntialequationconcemedhasitscormspondentfunctional，ｗｅ

ｃａｎｓｏｌｖｅｉｔｂｙｍｅａｎｓｏｆｔｈｅｖａｒｉａｔionalprincipla4I5)６）７〕８)９）'0）Wearebetter，

however，ｔｏｒｅｃｏｇｎｉｚｅｔｈｅＦＥＭａｓｆｏｌｌｏｗｓｂｅｃａｕｓｅｉｔｉｓｎｏｔａｌｗａｙｓｔｈｅｃａｓｅｔｈａｔ

ａｎｙdifferentialequationhasitscorrespondentfunctionaL

TheFEMisamethodwhichbelongstoabroadregimecalledthe"Method

ofWeightedResiduals，，（ＭＷＲ)，wher℃sevelnlmethodsa”mcognizedasthe

Galerkinmethod，least-squaresmethod，ｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄａｎｄｓｕｂｄｏｍａｉｎ

ｍethodV)12)13)14)15)16）

Inthispaper，thewriterpreferstheGalerkmmethodtomtroducethefinal

formofdiffelmtialequationsbecausethemethodismostbasicandmostex-

tensivelyapplicabletoanydifferentialequation・

Themethodofweightedresiduals（ＭＷＲ）willbeexplainedasfollows．



1６ ＤａｉｇｏｒｏＨＡＹＡＳＨＩ

Letconsiderthenextdifferentialequation

-Au-f＝Ｏｉｎ４ （１）

withboundarycondition

Bu＝９０，Ｆ （２）

whereuistheunknownfunction，ａｎｄｆａｎｄｇａｒｅｔｈｅｋｎｏｗｎｆｕｎｃｔｉｏｎｓ・Aand

Barelineardifferentialoperａｔｏｒｓｉｎｔｈｅｄｏｍａｉｎｊａｎｄｏｎｔｈｅｄｏｍａｉｎｂｏｕｎｄ－

ａｒｙＰ・

Inordertosolvethedifferentialequation（１），ｗｅｉｎｔｒｏｄｕｃｅｔｈｅｎｅｘｔｆｕｎｃ

ｔｉｏｎ６ｔｏａpproximatetheunknownfunctionu
八

ｕ＝ａｊのｊ （３）

whereのｊｉｓｃａｌｌｅｄ“basisfunction”whichisthelinearlyindependentfunctions

tosatisfytheboundarycondition（２），andalareconstants

lfwesubstitutetheapproximatefunction（３）ｉｎｔｏ（１），theequation（１）

does､'tkeepzerobecauseitisimpossibletotakeinfinitenumberofindependent

functions・TheⅡ℃forethereisadifferencefromzeroｗｈｉｃｈｉｓｃａｌｌｅｄｏ`residuali’Ｅ

ａｓｆｏｌｌｏｗｓ．

‘＝-Ａ６－ｆ （４）

Ｈｅｒｅｗｅｔａｋｅｔｈｅｉｎｎｅｒｐｒｏｄｕｃｔｏｆ６ａｎｄｗｉａｎｄｓｅｔｉｔｚｅｒｏ１ｗｈｅｒｅｔｈｅfunc-

tionwjiscalled‘'weightingfunctio、，'．

（５，Ｗj）＝Ｏ （５）

Fromthesetofequations（５）itispossibletocalculatetheconstantsai，

thereforewecandeterminetheapproximatesolutionU

ThereareseveraｌｍｅｔｈｏｄｓａｍｏｎｇｔｈｅＭＷＲ，andifwechoosetheweighting

functionsameasthebasisfunction，themethodiscalled“Galerkinmethod”

wheretheweightingfunctionandbasisfunctionarespeciallycalledtestfunction

andtrialfunction，respectively・

ThemaindifferenceofthetraditionalMWRandthefiniteelementmethod

isattributedhowtochoosethebasisfunction（orinterpolationfunction).Ifwe

taketheinterpolationfunctiontosatisfythewholedomain，themethodisequal

tothetraditionａｌＭＷＲ・Iftheinterpolationfunctionwillｂｅｓａｔｉｓｆｉｅｄｏｎｌｙ

ｗｉｔｈｉｎａｐａｒｔｏｆｔｈｅｄｏｍａｉｎ（finiteelement），themethodiscalled“finite

elementmethody

1．OrdinaryDifforentialEquation（１）

dzu/dx2＋αｕ＋β＝0（Ｏ＜ｘ＜１）

ｕ＝u(ｘ）

Ｗｅｗｎｌｓｏｌｖｅｔｈｉｓｅｑｕａｔｉｏｎａｓａｓｉｍｐｌestcaseofdiffbrentialequation，

ｔｏｓｈｏｗｈｏｗｔｏｈａｎｄｌｅｗｉｔｈｔｈｉｓｂｙｍｅａnsoftheGalerkinfinite

method．

（１．１）

（１．２）

inorder

element
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１．１GaIerkinfinitoelementequation

TheGalerkinfiniteelementequatioｎｏｆｔｈｅｅｑｕａｔｉｏｎ（１．１）isobtainod

throughthefbllowingprocesses・

Letsetthefimction

６（x)＝のi(ｘ）ｕｊ （1.1.1）

astheapproximatefunctionofu(ｘ)，ｗｅｇｅｔａｒｅｓｉｄｕａｌ６ａｓ

ｅ＝d２６/dx2＋αｕ＋β（１．１２）

Therefore，theinnerproductis

（‘,のｉ）＝ハ(d2u/dx2＋αｕ＋β）のidx＝0（１．１３）

ｗｈｅｒｅｔｈｅｓｙｍｂｏｌ八ｉｓ亜movedforthesakeofsimplicity・

Usingpartialintegration，ｗｅｏｂｔａｉｎ

（｡u/dx）のｉｌｌ－／６｛（du/dx)(ｄのi／dx)－αｕのｉ－βのｊ｝｡x＝0（11.4）

Althoughtheapproximatefunction６（x）isdefinedwithinthedomain，itisnot

definedattheboundarypoints，ａｎｄｔｈｅｆｉｒｓｔｔｅｎｎｉｓｓｉｍｐｌｙｒｅｗｒｉｔｔｅｎａｓ

（｡u/dx）のil6＝（｡u/dx)'6（1.1.5）

Thereforetheequation（１１．４）ｉｓｃｈａｎｇｅｄａｓ

／;（（｡u/dx)(dのｊ／dx)一・.ｕのｉ－βのｉ｝。x＝（｡u/dx)'６（１．１６）

SinoetheboundaryconditionistheDirichlettypaweget

/６｛（｡u/dX)(dのi／dx）－αｕのｉ一βのｉ｝。x＝０（1.1.7）

Asthenextrelationholdsfrom（1.1.1）

ｄｕ/dx＝（。/dx）（のｉｕｉ）＝（ｄのi／ｄｘ）ｕｉ （１．１．８）

ｗｅｏｂｔａｉｎ

［／i｛（dのi/dx）（ｄのｊ/dx)－αのiのｊ｝。x］ｕﾉｰﾉ6βのidx （１．１９）

LetdividethedomainO＜ｘ＜１toequalnsubdomainsandsetlengthofeach

subdomainh（ｈ＝１/、)，ｗｅｇｅｔ

蟷'1((｡｡N'．'/dx〕(｡⑳M'e)/dx)一睡⑳州M'e'１dx4N'(eWel]uノ
ー童/iβ０N(e1dwe1 （１．１１０）

where4Ni(ｅ）ａｎｄ４Ｍｊ(ｅＩａｒｅｃａｌｌｅｄ“Booleanmatrix，,havingtheproperty

4Ni{ｅ)＝１，ifthelocalnodeNcoincidewiththeglobalnodei．

=qotherwise・

Replacingthelengthyintegratedtermsbysimplernotationsas

ANM(e)＝′１１（(dのN(e)/dx)（dのMIel/dx)｝ｄｘ （１．１．１１）

BNMIe)＝ノl(-αのＮ１ｅ１のM(e))dｘ（1.1.12）

ＦＮＩｅ)＝ノドβのN(e)dx4Nj(e） （１．１．１３）

wehavetheGalerkinfiniteelementequationwhichiscanedglobalfbrm．
、 ｎ

（畠(AIwM(e)＋B,vMlel）JmjlelJMj(e)｝uノー=Flwiel4NdIe） （Ｌ１１４）
ｅ＝１

1.2Linearinterpolationfunction

Nextlinearfunctionisspecifiedastheapproximatefunctionofunknown

functionu(ｘ）withinthesubdomain．
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ｕ(ｅ)（ｘ）＝ａ，＋ａ２ｘ，（１．２．１）

whereuIeI(ｘ）ｉｓｔｈｅｆｕｎｃｔｉｏｎｕ(ｘ）definedwithinthesubdomain，ａｎｄ

ｕ〔ｅ)（Ｏ）＝ａ，＝ｕ】 （１．２．２）

ｕ[ｅ)（ｈ）＝ａ，＋ａ２ｈ＝u２（1.2.3）

Thereforeweobtain

a1＝ｕ，準”（１．２．４）

ａ２＝（ｕ２－ｕｌ）/ｈ，（1.2.5）

Substitutingthemtotheequation（1.2.1），ｗｅｈａｖｅ

ｕｌｅＩ＝ｕ】＋（ｕ２－ｕ，）ｘ/h＝のj(ｅ)、 （1.2.6）

where

の,(ｅ)＝１－（ｘ/ｈ）（１．２．７）

の２(ｅ)＝ｘ/ｈ（１．２．８）

DifferentiatingeachinterpolationfunctionのlIe）ａｎｄの2(･）ｂｙｘ，ｗｅｇｅｔ

ｄの,IeVdx=-1／h （１．２．９）

ｄの２(ｅＶｄｘ＝１／ｈ （１．２．１０）

Ａｓｗｅｈａｖｅｔｈｅｅｘｐｌｉｃｉｔｆｏｒｍｏｆｉｎｔｅｒpolationfunction，ｗｅcancalculateeach

componentofANM(ｅ)，BNM(ｅＩａｎｄＦＮｌｅｌａｓｆｏｌｌｏｗｓ．

Ａ】,（ｅ）＝１/ｈ （１．２．１１）

Ａ１２ｌｅ）＝－１/ｈ （１．２．１２）

Ａ２１Ｉｅ)＝Ａ12(ｅ)＝－１/ｈ（1.2.13）
Ａ２２Ｉｅｌ＝１/ｈ （１．２．１４）

B1MeI=_αh/3 （１．２．１５）

Ｂ１２Ｉｅ）＝－αｈ/６ （１．２．１６）

Ｂ２,(ｅ］＝Ｂ12（ｅ）＝－αh/６ （１．２．１７）

Ｂ錘に）＝－αｈ/３ （１．２．１８）

Ｆ１ｌｅＩ＝βh/２（１．２．１９）

Ｆ２Ｉｅｌ＝βh/２（１．２．２０）

２．OrdinaryDifferentialEquation（２）

d2u/dx2＋ＧＵｕ＋βｘ＝０（０＜ｘ＜１）（２．１）

ｕ＝ｕ（ｘ）（２．２）

Letsolvetheequation（２．１）astheothersimplecaseofdifferentialequations

butincludingtheteｒｍｏｆｘ・ＴｈｅｗａｙｔｏｉｎｄｕｃｅｉｔｓＧａｌｅｒｋｉｎｆｉｍｔｅｅｌｅｍｅｎｔ

ｅｑｕａｔｉｏｎｉｓｓｉｍｉｌａｒｔｏｔｈｅｆormercase、Therefore，wewillomitthedetailde-

scriptionandwritedi1℃ctlythefmalfiniteelementequation．

［堂/I（(dのN(el/dx)(dのM(el/dx)-αのlvIe1のMlel｝dx4W(e1jMjlel]uノ
Ｃ－１

＝士/iβｘのN(e)ｄｘ４Ｎｉ〔e） （２．３）
ｅ＝】

Replacingtheintegraltermsbysilnplertermsas

ANM(e)＝Ｊ１((dのNIe)/dx)（dのMIe)/dx)｝。ｘ （２．４）

BNM1el＝／I（－CuのN(e）のＭｌｅ１）｡ｘ （2.5）
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Ｆｊ＝幻|ＭｘのNIe)dx4Nj1e1
e＝】

ｗｅｈａｖｅ
ｎ

（Ｚ（ANM(ｅ)＋BNMIel）JNile〕JMj(ｅ）｝ｕノーＦＩ
Ｃ■１

(２．６）

(２７）

２．１Linearinterpolationfunction

SinｃｅｂｏｔｈｔｅｒｍｓｏｆＡＮＭ(ｅ）ａｎｄＢＮＭＩｅ）isexactlyequaltotheformercase，

ｗｅｎｅｅｄｔｏｓｅｅｋｔｈｅｅｘｐｌｉｃｉｔｆｏｒｍｏｎｌｙｆｏｒＦｊ・Consideringthelinearfunction

fortheapproximatefunctionofcoordinatexwithineachsubdomainas
（2.1.1）x(e]=の】(eIxjIe)+の2(e)x2(e)=のＭｅ)XN(eI

andsubstituting（２１．１）ｉｎｔｏ（２．６)，ｗｅｇｅｔ

Ｆ'=､菫(/Iβ゜N'e'｡“(e'dｗｅ))xM'e’ （２．１２）

ReplacmgtheintGgratedtermbyＣＮｍｌｅ）ａｓ
ＯＮＭ(e)＝β/IのNle)のＭ(8)｡ｘ （２．１．３）

ｗｅｈａｖｅ
ｎ

（２．１．４）Ｂ＝ｚ（CNM(ｅｌ４ＮｉＩｅ)）ｘＭ(ｅｌ
ｅ－】

ＴｈｅｔｅｒｍＣＮＭｌｅ）ｉｓｓａｒｎｅａｓＢＮＭ(ｅ）exceptforthesignandcoefficientβ、

２．２ouadraticinterpolationfunction

OneofthequadraticapproximatefunctionsforuIej（ｘ）ａｎｄｘ(elmaybe
realizedasfolloWsd

（１）Ｉｆｗｅｔａｋｅ

Ｕ(ｅ〕（ｘ）＝ａ,＋ａ２ｘ＋ａ３Ｘ２ （２．２．１）

ｔｈｉｓｆｏｒｍｉｓｃｈａｎｇｅｄｔｏ

ｕＩｅ)(ｘ）＝のN(ｅ）ｕＩｅ） （２．２．２）

where

の,(e)＝１－（３ｘ/h)＋２(x/h)２ （２．２．３）

の2(e)＝４（（x/h）一(x/h)２）（2.2.4）

の3(ｅ)＝（－(x/h）＋２(x/h)2）（2.2.5）

ｄの,【e)／ｄｘ＝（－３＋（4x/h）｝/ｈ（２．２．６）

ｄの2(e)／ｄｘ＝４｛１－２(x/h)）/ｈ（2.2.7）

ｄの3(ｅ)／ｄｘ＝｛－１+４(x/h））／ｈ（２．２．８）

（２）Simnarlytheformofapproximatefunctionofx(ｅ）ｉｓｓｈｏｗｎａｓ

ｘ（ｅ）＝ａｌ＋ａ２Ｘ＋ａ３Ｘ２ （２．２．９）

ａｎｄｉｓｒｅｗｒｉｔｔｅｎｔｏ

ｘ(ｅ）＝のＮ(ｅｌＸＩｗ(ｅ） （２．２．１０）

ＴｈｅｅｘｐｌｉｃｉｔｆｏｒｍｓｏｆｅａｃｈのN(ｅ）ａｒｅｓａｍｅａｓｔｈｏｓｅｏｆｕ(ｅ）．

Ｎｏｗ，wecanobtaineachcomponentofANM(ｅ），BNM(ｅＩａｎｄＣＮＭＩｅＩａｓ

ｆｏｌｌｏｗｓ．

（３）ExplicitformofANMle）

Ａ１,(ｅ)＝７/（３h）（２．２．１１）
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Ａ12(ｅ)＝－８/(3h）（２．２．１２）

Ａ23(ｅ）＝１/(３ｈ）（２．２．１３）

Ａ22(ｅ)＝１６/(3h）（２．２．１４）

Ａ麓(ｅ)＝－８/(3h）（２２．１５）

Ａ33(ｅ)＝７/（３ｈ）（２．２．１６）

（４）ExplicitformofBNM(ｅ）

Ｂｊ１Ｉｅ〕＝２αh/1５（２．２．１７）

Ｂ12（ｅ)＝αｈ／１５（２．２．１８）

Ｂ１３Ｉｅｌ＝－ｃｍ/3０（２．２．１９）

Ｂ２２（ｅ)＝１６αｈ／３０（２．２．２０）

Ｂ２３ＩｅＩ＝αｈ／１５（２．２．２１）

Ｂ３３ｌｅｌ＝２αｈ／１５（２．２．２２）

（５）ExplicitformofCNM(ｅｊ

ＡｓｔｈｅｆｏｒｍｏｆＣＮＭ(ｅＩｉｓｓａｍｅａｓｏｆＢＮＭＩｅ）exceptforthesignand

coefficientβ，weneednotobtainitscomponents．

３．LinearNon-steadyDifferentialEquation

Ou／Ot-cZ62u／aX2＝Ｏ（０＜ｘ＜１） （３．１）

ｕ＝Ｍｘ，ｔ） （3.2）

Ｔｈｉｓｉｓｏｎｅｏｆｔｈｅｓｉｍｐｌｅｓｔｅｑｕａｔｉｏｎａｍｏｎｇ、on-steadydifferentialequations．

３．１FinitBelBmentequation

Supposingｔｈｅｎｅｘｔｆｕｎｃｔｉｏｎ

Ｕ（Ｘ）＝のＮ(Ｘ）ＵＮ （３．１．１）

asoneofthelocalapproximatefunctions，residualeisrepresentedas

G＝ａＵ／ａｔ－ａ０２Ｕ／ａＸ２ （３．１．２）

DividingequallythedomainO＜ｘ＜lintonsubdomainsandtakingthelength

ofeachsubdomamash（h＝1/､)，ｉｔｓlocalinnerproductiswrittenas

（Ｇ,のＮ）＝ノI(au／at-cza2u／ax2）のlwdx＝0（３．１３）

ItshouldbenotedthatwewillconsiderthelocalfOrmhereafter・Applyingpar岩

tialintegrationtotheequation（３．１３）ａｎｄusing

８ｕ／０t＝のＮａｕＮ／8t＝のＮｄＮ （3.1.4）

ｗｅｏｂｔａｉｎ

（/lのＮのＭｄｘ）。Ｍ＋｛/8α(dのN／dx)（dのＭ／dx)｡x）ｕＭ
＊

＝ａ（au/6x）のＮｌ８（3.15）

FromtheDirichletboundarycondition，theequationtakesthenextform．

（/lのＮのＭｄｘ）ｈＭ＋｛ノ：α(dのN／dx）(dのM/dx)｡x）ｕＭ＝0（３．１６）
Replacingtheintegratedtermsbysｉｍｐｌｅｒｔｅｒｍｓａｓ

ＡＭｗｌ＝Ｊ１のＮのＭｄｘ（3.Ｌ７）

ＢＮＭ三三Ｊ;α(dのN／dx）（dのＭ／dx）｡ｘ （3.1.8）
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ｗｅｈａｖＢ

ＡＮＭｈＭ＋ＢＮＭｕＭ＝0 (３．１．９）

３．２LinoarintorpoIationfunction

SupposingalinearfunctionastheapproximatefUnction，wewillobtain

eachcomponentofANMａｎｄＢＮＭａｓｆｏ１１０ｗｓ・

Ａ１【＝ｈ／３ （３．２．１）

Ａ、＝ｈ／６ （３．２．２）

Ａ２,＝Ａ吃＝ｈ／６ （３．２．３）

Ａ唾＝ｈ／３ （３．２．４）

Ｂ11＝α/ｈ （３．２．５）

Ｂ12＝－α／ｈ （３．２６）

Ｂ２,＝Ｂ、＝－α／ｈ （３．２．７）

Ｂ錘＝α／ｈ （３．２．８）

３．３１terationschome

lnordertosolve（３．１．９），ｗｅｈａｖｅｔｏｃｏｎｓｉｄｅｒｔｈｅｅｑｕａｔｉｏｎａｓｇlobalfbrm

asfollows．

A〃、+B"uﾉｰ０（3.3.1）

Weapproximateuノａｎｄｈｊａｓ

ｕｊ＝（ｕｊ(､十')＋ｕノI、)）／２（３３．２）

ｕﾉー（ｕｊ(､+】ｊ－ｕｊｍ)）／６ｔ（３．３．３）
●

whichiscalled‘[Orank-Nicolson'’scheme・Substituting（3.3.2）ａｎｄ（３．３．３）

tｏ（３．３．１），ｗｅｇｅｔ

（Ａ〃＋DtBが／２）ｕノ（､+')＝（ＡヴーDtBi7／２）ｕｊ(、） （3.3.4）

Replacingcomplextermsbysimplerｔｅｒｍｓａｓ
八

Ａり＝三Ａ〃＋６tＢ〃／２（３．３．５）

ＦｊＩｎ)＝（Ａｉｊ－６ｔＢｉノ／２）ｕｊ（、〕 （３．３．６）

Ｗｅｈａｖｅ
八

Ａｊｊｕｊ（、+'〕＝Ｆｊ（、Ｉ （３．３．７）

４．Ｎon-IinBarDiffemntialEquation

cZ（ｄ２ｕ／dx2）－ｕ（｡ｕ／ｄｘ）＝Ｏｉｎｄ（４．１）

ｕ＝ｕ（ｘ）（４．２）

Thisisasimplenon-lineardifferentialequationwithwhichwecandemonstrate

howtotreatwiththenon-linearcase．

4.1Fmitoelementequation

Letconsiderthenextapproximatefunctionofu（ｘ）

Ｕ（Ｘ）＝のN(Ｘ)ＵＮ＝のＮＵＮ (４．１１）
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Theinnerproductoftheequation（４．１）ｉｓｇｉｖｅｎａｓ

（唇，のＮ）＝八（ａ（d2u／dx2)－ｕ(du／ｄｘ）｝のＮｄｍ＝0（４１２）

Usingpartialintegration，wechangetheequationasfollows、

ＭＷＵ（ｄのＮ／ｄｘ）（ｄのＭ／dx）Ｍ｝ｕＭ－｛（１／２）ノ（ｄのＮ／d」）のＭのｑｄ』｝
＊

ｕＭｕＱ＝/r（②（｡ｕ／ｄｘ）－ｕ２/２）のＮｄＰ（４．１．３）
Sincetherighthandsideintegralvanishes，ｗｅｏｂｔａｉｎ

｛JKa（dのN／dx）（ｄのＭ／dx）ｄ'1｝ｕＭ－｛（１／２)JR(ｄのＮ／dx）のＭのＱｄｊ）

ｕＭｕＱ＝0（４．１４）

Replacingtheintegratedtermsbysimp]ｅｒｔｅｒｍｓａｓ

ＢＮＭ＝Kα(ｄのＮ／dx）（ｄのＭ／dx）。』（４１．５）

ANMＱ三三一（l／２Ｍ(ｄのＮ／dx)のＭのＱｄｊ （4.1.6）

Wehavethelocalfiniteelementequation・

ＢＮＭｕＭ＋ＡＮＭＱｕＭｕＱ＝0（４．１．７）

４．２Linearinterpolationfunction

Supposingalinearfunctionastheapproximatefunctionofu(ｘ)，weobtain

eachcomponentofANMQandＢＮＭａｓｆｏｌｌｏｗｓ．

（１）Ａ１,】＝１／６（４．２．１）

Ａ１１２＝１／1２（４．２２）

Ａ１2,＝Ａ1,2＝１／１２（４．２．３）

Ａ】22＝１／６（４２．４）

Ａ２,!＝－１／６（４．２．５）

Ａ2,2＝－Ａ】】２＝－１／１２（４．２．６）

Ａ22,＝－Ａ,]２＝－１／１２（４．２．７）

Ａ222＝－Ａ,22＝－１／６（４．２．８）

（２）Ｂ,，＝α／ｈ（４．２．９）

Ｂ１２＝－α／ｈ（４２．１０）

Ｂ２１＝Ｂ１２＝－α／ｈ（４．２．１１）

Ｂ２２＝Ｂ,，＝α／ｈ（４．２．１２）

４．３１terationscheme

As（４．１．７）isexpressedaslocalform，wewillwritethisasglobalform、

Ｂｉノｕｊ＋Ａ〃ＡｕノｕＡ＝0（４．３．１）

Inordertosolvethisnon-linearequationby伽Newton-Raphsonmethodソcon-

sideringthefunctionR8(ｕ）ａｓ

Ｒｉ(ｕ）＝Ａ馳ｕノｕｈ＋Ｂｖｕｊ＝0（４．３２）

andapplingtheTaylorexpansionto（４３．２），ｗｅｈａｖｅ

Ｒｊ(ｕ）＝Ｒｉ（ｕ(Ｃｌ＋６ｕ）＝Ｒｉ（ｕ(ｏ））＋（ａＲｉ（ｕ(０））／ａｕｊ）（ｕノーＷ(o））＝Ｏ

（４３．３）
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Therefore，ｗｅｈａｖｅａｎｅｘｔｆｏｒｍｕｌａａｔｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｓｔａｇｅ

Ｊが（ｏＩｕノール(ｏ）山（Ｏｌ－Ｒｉ（ｕ(０]）

ｗｈｅｒｅ

Ｊｉｊ（ｏ）＝aＲｉ（ｕＩｏ》）／ａｕｊ＝（Ａ澱十Ａ均）ｕｌｂ１０］＋Ｂｉノ

Simnarly，ｗｅｏｂｔａｉｎｔｈｅｎｅｘｔｅｘｐ”ｓｓｉｏｎｆｏｒｔｈｅｓｔｅｐｒ＋１．

”（ｒ)ｕノ(｢+')＝”（ｒＩｕｊ（ｒＩ－Ｒｊ（ｕ(『））

ｗｈｅｒｅ

Ｊが《『）＝（Ａ枕十Ａiﾘｾﾉ）ｕ４（ｒ】＋Ｂか

Ｒｊ（ｕｌｒｊ）＝Ａ雄ｕノＩｒ）ｕＡ（『)＋Ｂｊｊｕｊ(ｒ）

(４．３．４）

(４３．５）

(４．３．６）

(４．３．７）

(４．３．８）

５．Non-1inearNon-stoadyDifferentiａｌＥｑｕａｔｉｏｎ

Ｏｕ／ａｔ＋ｕ（ａｕ／ａｘ）－〃（ａ２ｕ／ａｘ２）＝Ｏ（０＜ｘ＜１）

ｕ＝ｕ（ｘ,ｔ）

Thisequationisafamousequationkｎｏｗｎａｓ“Burger，sequation，，

simplestnon-linearnon-steadydiffe”ntialequation，ａｎｄｉｔｉｓｔｈｅ

ｐｏｍｔｔｈａｔｔｈｅｒｅａｒｅａｎａｌyticalsolutionsfbrthisequation．

（５．１）

（5.2）

whichisthe

remarkable

５．１FiniteeIemBntequation

Supposingthenextfunctionastheapproximatｅｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｕ（ｘ,t），

Ｕ(Ｘ）＝のＭｘ）ＵＮ＝のＮＵＮ （5.1.1）

werealizethesemi-discreteapproximationoftheequation（５．１）．Theinner

productoftheequation（５．１）ｉｓ”presentedasfollows．

（s,のＮ）＝ノＩ（ａｕ／ａｔ＋ｕ（au/ａｘ)－〃（a2u／ax2）｝のＮｄｘ＝0（5.1.2）

ＡｐｐｌｙｍｇｔｈｅｎｅｘｔｌｄａｔｉｏｎｔＯ（５．１．２）

ａＵ／ａｔ＝のＮ（aUN/at）＝のＮＵＮ （５．１．３）

ｗｅｈａｖｅ

/I(6ｕ/at）のＮｄｘ＋J1（ａ（ｕ２/２)／ａｘ）のＮｄｘ－Ｕ/8(a2u/ax2）のＮｄｘ＝０

（５．１４）

Usingthepartialintegration，ｗｅｏｂｔａｉｎ

（/lのＮのＭｄx）dＭ－（（１/２）/I（ｄのＮ／dx)のＭのＱｄｘ）ｕＭｕＱ＋{ソノＩ
（dのM/dx)(dのM/dx)｡x}uM＝(-u2/2＋ｙ(anu/,x)}ii1wlI（5.15）

Ａｓｔｈｅｉｎｔｅｇｒａｌｏｆｒｉｇｈｔｈａｎｄｓｉｄｅｖａrnishes，ｗｅｇｅｔ

（／ＩのＮのＭｄx）ｄＭ－（（１／２)／I（ｄのＮ／dx）のＭのＱｄｘ｝ｕＭｕＱ＋｛ゾノＩ
（ｄのＮ／ｄｘ）（ｄのＭ／dx）。ｘ｝ｕＭ＝0（５．１．６）

Replacingintegraltermsbysimpleｒｔｅｒｍｓａｓ

ＢＮＭ＝/ｌのＮのＭｄｘ （５．１．７）

AFlMQ＝－（１／２)/l(dのＮ／dx）のＭのＱｄｘ （５．１．８）

ＣＮＭ－ソノＩ（dのＮ／dx）（dのＭ／dx）｡ｘ （５．１９）

WeobtaintheloCalfiniteelementequation

BNMhM＋ＡＮＭＱｕＭｕＱ＋ＯＮＭｕＭ＝0（５１１０）
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5.2Linearinterpolationfunction

Supposingalinearfunctionastheapproximatefunctionofu(ｘ、ｔ）and

executingthecalculationtoseektheexplicitrepresentationofmatricesBNM，

ＡＮＭＱａｎｄＣＮＭ，weobtainthemasfollows．

（１）Ｂ,】＝ｈ／３ （５．２．１）

Ｂ１２＝ｈ／６ （５．２．２）

Ｂ２１＝Ｂ１２＝ｈ／６ （５．２．３）

Ｂ２２＝ｈ／３ （５．２．４）

（２）ＡＮＭＱ

ＴｈｉｓｉｓｅｘａｃｔｌｙｓａｍｅａｓｔｈｅｍａｔｒｉｘＡＮＭＱｏｆｃｈａｐｔｅｒ４．

（３）ＣＨｍＨ

ＴｈｉｓｉｓａｌｓｏｓａｍｅａｓｔｈｅｍａｔｒｉｘＢNMofchapter4exceptforthecoeffi‐

cient〃．

５．３Iterationscheme

Astheequation（５．１１０）ｉｓａｌｏｃａｌｆｏｒｍ，ｗｅｎｅｅｄｔｏｃｈａｎｇｅｉｔｔｏｔｈｅ

ｇｌｏｂａｌｆＯｒｍａｓｆｏｌｌｏｗｓ．

Ｂがｈノ＋Ａ鱗ｕノｕＡ＋Ｃｄｊｕノー0（5.3.1）

Inordertosolvethisnon-steadydiffe”tialequation，wewillusetheCrank-

Nicolsonscheｍｅａｓｆｏｌｌｏｗｓ・Applyingthenextapproximationfoｒｕｊａｎｄｈノ

ｕノー（ｕｊＩｎ+')＋ｕｊｍ)）／２ （５．３．２）

ｄノー（Ｗ(Q+1)－ｕノ（、)）／６ｔ（５．３．３）
ｗｅｈａｖｅ

(1/2)6tA澱ｕｌＭｎ十lIuj(､十1)+{B"+(1/2)JtC")ｕｊ(､十!)

＝（Ｂｉノー（１／２）６ｔ（Ａ枕ｕ４（、)＋oが）｝ujInj （５．３．４）

Replacingcomplicatedtermsbysimｐｌｅｒｔｅｒｍｓａｓ
八

Ａ｡）】ｂ三＝（１／２）６ｔＡ雛（５．３．５）
八

BjJ＝Ｂｉノ十（１／２）ｄｔＣヴ（５．３．６）
八

Ｆｉ＝｛Ｂｉｊ－（１／２）６ｔ（Ａ〃ｈｕ４(、)＋Ｃｖ）｝ujrn）（５．３．７）
ｗｅｏｂｔａｉｎ

八

Ａ鱗ｕｊ(伽十!)ｕ蝋(､十1)＋bdノｕｊ(､+]'＝６』（5.3.8）
ReplacingujIil＋'）byujforsimplicity，ｗｅｈａｖｅ

八 八 八

Ａ’ｈｕｊｕ々＋Ｂｉノｕノー因（５．３．９）

InordertoapplytheNewton-Raphsonmethodtothisequation，supposingthe
nextfunctionRKu）ａｓ

八八

Ｒ'(u）＝Ａ猟ｕノｕＡ－（Ｆｉ－Ｂｊｊｕｊ）＝０（5.3.10）
ｗｅｏｂｔａｉｎｔｈｅｎｅｘｔｒｅｌａｔｉｏｎｆｏｒｔｈｅｉnitialstaga

JjjＩｏｌｕｊ＝ＪＵ(０）ｕｊ（、）－ＲＫｕ(ｏ)）（５．３．１１）
where

八 八

Ｊが(０１＝ａＲｊ（uIol）／auj＝(Ａ施十AiAノ）ｕ偽(Cl+§jノ （５．３．１２）
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Similarlywehavethenextformulafｏｒｔｈｅｓｔｅｐｒ＋１．

ＪｉｊＩｒ）ｕノ（『+'j＝Ｊｉｊ（ｒ)ｕｊｌｒｌ－Ｒｊ（ｕ(ｒ)）

where
人八八

Ｊｊｊ(ｒ〕＝（Ａ繊十ＡｉＡｊ）ｕＡ〔ｒ)＋Ｂｉｊ
ａｎｄ

Ｒ‘（u(『1)＝Ａ鱗ujI『Iu1Il『1－（Ｆｉ－Ｂｉｊｕｊｌ『)）
八八

(５．３．１３）

(５．３．１４）

(５．３．１５）

６．Ｎｏｎ‐IinearsteadyTh3rmaIConduction

Ｔｈｉｓｉｓｏｎｅｏｆｔｈｅｅｘａｍｐｌｅｓｆｏｒｔｈｅｎon-lineardifferentialequationde-

scribedatchapter4・Ｔｈｅｐｒｏｂｌｅｍｉｓｗｒｉｔｔｅｎａｓ

ａ（02Ｔ／ax2）＋（β／Ｔ）exp（γ／Ｔ）＝Ｏｉｎｊ（６．１）

Ｔ＝Ｔ(ｘ）（6.2）

ＴｈｅlocalformofthoGalerkinmnerproductofthisequationisexpressedas

｛－０６/8(8のＮ／ax)(5のＭ/､x）。x）ＴＭ＋'ｉｆ(Ｔ)のＮｄｘ＝0（6.3）

Ｔｈｅｇｌｏｂａｌｆｏｒｍｏｆｔｈｉｓｉｓｓｈｏｗｎａｓ
ｎ

ＢｉｊＴｊ+員JNi4Mj4｡k{/I(β／のＭＴＭ）eXp(γ/のＱＴＯ）のNdX)=Ｏ
（６．４）

IntroducingRKT）ａｓ

Ｒ`(T)=B鰯T'+舅４Ｍ(′8(β/⑳MTM)｡xp(ｱﾉ．｡T・）．Ⅷdx1=０
（６．５）

andapplyingtheTaylorexpansiontotheequation（６．５），ｗｅｏｂｔａｉｎｔｈｅｎ甑t

relation．

Ｊが（０)ＴノーＪが(０）Ｔｊ(oｌ－Ｒｉ（ＴＩＣ））（６．６）

wheTe

Jill’'－，R，(Tl．')′,T'=B`+急』ｉｉＭ１(-β…，(．｡T･÷ｒ）
/(のQTQ)3）exp⑰/のQTQ)。x]（6.7）

７．Non-1imarNon-steadyThermaIConｄｕｃｔｉｏｎ

Ｔｈｉｓｉｓｏｎｅｏｆｔｈｅｃａｓｅｆｏｒｃｈapter5・Thegoverningequationofthis

problemisexpressedas

３Ｔ／ａｔ＋ａ（82Ｔ／ａｘ２）＋（β／Ｔ）exp（γ／Ｔ）＝Ｏｉｎ４（７．１）

Ｔ＝Ｔ（ｘ，ｔ）（7.2）

７．１Finiteolementequation

Supposingthenextfunction

T（X,t）=のＭｘ)TN （７．１．１）

astheapproximatefunctionofT(ｘ,ｔ），ｔｈｅｒＵｓｉｄｕａｌＥｉｓｗｒｉｔｔｅｎａｓ

ｅ＝ａＴ／ａｔ＋ａ（ａ２Ｔ／ax2）＋ｆ（Ｔ）（７．１２）

ｗｈｅｒｅ

ｆ（Ｔ）＝（β／Ｔ）Ｂｘｐ（γ／Ｔ）（7.1.3）
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Thereforetheinnerproductof（７．１）isexpressedinthelocalform

（ｅ，のＮ）＝/I（（3Ｔ/at)＋α(a2Wax2)＋f(Ｔ）}のＮｄｘ＝O

Applyingthenextrelationto（７．１．４）

ａＴ／ａｔ＝のRｌ（ａＴＮ／８t)＝のＮＴＮ

ｗｅｈａｖｅ

（/lのＮのＭｄx）ＴＭ＋｛－α／8（ａのＮ／ａｘ）（ａのＭ/0ｘ）｡ｘ）ＴＭ

＋β/Ｉ（１／のＭＴＭ）exp(ｒ/のＱＴＱ）のＮｄｘ=O

Replacingcomplextermsbysimpleｒｔｅｒｍｓａｓ

ＡＮＭ＝/8のＮのＭｄｘ

ＢＮＭ三三一"'8（ａのＮ／ax）（ａのＭ/ax）ｄｘ

ＣＮ＝β/8(１／のＭＴＭ）exp(γ／のＱＴＱ）のＮｄｘ

ｗｅｏｂｔａｉｎｔｈｅｌｏｃａｌｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅntequation・

ＡＮＭＴＭ＋ＢＮＭＴＭ＋ＯＮ＝0．

ａｓ

（７．１．４）

(７．１５）

(７．１．６）

(７．１．７）

(7.1.8）

(７．１．９）

(７．１．１０）

７．２LinearinterpoIationfunction

SupposingalinearfunctionfortheapproximatefunctionofT（ｘ,ｔ），ｗｅ

ｃａｎｏｂｔａｉｎｅａｃｈｃｏｍｐｏｎｅｎｔｏｆＡＮＭａndBNMbydirectintegration、

Ｉｔｓｈｏｕｌｄｂｅｎｏｔｅｄｔｈａｔｉｔｎｅｅｄｓｔｈｅｎumericalintegrationtoobtaineach

componentofCNwhich遁eXpandingas

CN＝β/l｛１／（の,Ｔｊ＋の２Ｔ２）)expb／（の！Ｔ，＋の２Ｔ２）｝のＮｄｘ

（７．２．１）

DifferentiatingCNintermsofT，ａｎｄＴ２，ｗｅｇｅｔ

ａＣＮ/0Ｔｌ＝β/Ｍ－の,（の，Ｔｌ＋の２Ｔ２＋γ）/(のｊＴ,＋の2Ｔ２)３｝

ｅｘｐけ／（の１Ｔｌ＋の２Ｔ２））のＮｄｘ （７．２．２）

aCN/aT2＝β/l(－の2(のｊＴ１＋の２Ｔ２＋γ)/(の,Ｔｌ＋の2Ｔ２)３｝

exp{γ/（のｉＴ１+の2T2)）のNdx （７．２．３）

７．３Iterationscheme

Writing（７．１．１０）ａｓｇｌｏｂａｌｆｏｒｍ，ｗｅｈａｖｅ
ｎ

ＡｊｊＴ/+BjjTj＋勇JNiJMj4Q庵ＷＩ(1／のlwTM)exp(γ/のＱＴｑ）のIwdy}=Ｏ
（７．３．１）

ApplyingtheCrank-Nicolsonschemｅｔｏｔｈｅｅｑｕａｔｉｏｎ（7.3.1）

Ｔノー（Ｔｊ（､+')＋ＴｊｍＩ）/２（７．３．２）

Ｔﾉー（Ｔｊ（､＋')一ＴｊＩｎ)）／６ｔ（７．３．３）

ｗｅｈａｖｅ
八

（Ａｉｊ＋（６t／２）Ｂｉj）Ｔ/(､十')＋６tＣｉ（Ｔ(､+')）＝｛Ａｉｊ－（６t/2）Bjy｝Ｔｊ（｡）

（７．３．４）

Replacingcomplicatedtermsbysimｐｌｅｒｔｅｒｍｓａｓ
八

ＡiノーＡイノ＋（１／２）DtBdノ（7.3.5）
八

Ｃｉ三＝DｔＣｉ（７．３．６）
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；j“'三三{Ａｉｊ－(1/2）DtBjj}TjI,］ （７．３．７）

ｗｅｏｂｔａｉｎ
人八八

ＡｊｊＴノ(､+】)＋Ｏｉ(Ｔｊ(､+'))＝ＦｉＩｎ） （７．３．８）

Abbreviatingthesupe庵cripts(､+1）ａｎｄ（、）forthesakeofsimplicity，ｗｅｇｅｔ
八 八 八

ＡiノＴノ＋Ｃｆ（Ｔｌ）＝Ｆｊ （７．３９）

SettingthefunctionRKT）ａｓ
Ⅷ八 八 八

Ｒｊ（Ｔ）＝ＡｊｊＴｊ＋Ｃｆ（Ｔｊ」－Ｆｉ＝０（７．３．１０）

andapplyingtheTaylorexpansionto（７．３．１０），ｗｅｈａｖｅ

Ｊｉｊ(ｏ）ＴノーＪｊｊＩ０）Ｔｊ(ｑＩ－Ｒｉ（Ｔ(ｏ〕）（７．３．１１）

ｗhe1℃
Ａ

Ｊｉｊ(Ｃｌ＝DＲＩ（Ｔ(Ｃｌ)/ａＴｊ＝Ａｉｊ＋Ｄｔ６Ｃｉ／ａＴｊ （７．３．１２）

aLaplaceEquation

a2u／ａｘ２＋ａ２ｕ／ａｙ２＝０ｉｎＪ

ｕ＝ｕ（ｘ,ｙ）

Rewritingthisastensorform，ｗｅｇｅｔ

ｕ,ｊｉ＝0（ゴー１，２）

Ｔｈｉｓｉｓｏｎｅｏｆｔｈｅｓｉｍｐｌｅｓｔｐａｒｔｉａｌｄifferentialequations

solutionsunderspecialboundaryconditions，howeverthis

describesomeinte1℃stinggeologicalphenomena．

ｊ
Ｊ

１
２

８
８

く
く

（８．３）

whichhasanalytical

equationcanfrequently

alFiniteoIementoquation

Takingthenextfunction

U(Xj)=のN(XjUN

astheapproximatefunctionofu（ｘｉ），theresidualE

e＝ｕ,iｉ（ｘｊ）＝ｕ,iI

Thereforetheinnerproductisobtainedas

（Ｅ，のＮ）＝JＲｕ,〃のＮｄｊ＝O

UsingtheGreen‐Gauss，theorem，ｗｅｇｅｔ
＊

ＪＫｕ,ｊのN，ｉｄｌｉ＝Jflu,ｊｕ‘のNdF

Consideringthenextrelation

U,ｉ＝のＷＵＮ
ｗｅｏｂｔａｉｎ

（よの,ＶＭのN,ｉｄｊ）ｕＭ＝Bv

Replacingthelefthandintegralａｓ

ＡＭＮ＝ＪＫのM・’のＮｉｄｊ

ｗｅｏｂｔａｉｎｔｈｅｌｏｃａｌｆｉｎｉｔｅｅlementequation、

ＡＭＮｕＭ＝ＦＮ

（８．１．１）

ｉｓⅡ℃presentedas

（８．１．２）

(８.Ｌ３）

(８．１．４）

(8.1.5）

(８．１６）

(８.Ｌ７）

(８．１．８）
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８．２LineartriangulareIement

Supposingalinearfunctionastheapproximatefunctionofu(ｘｉ),ｗｅｈａｖｅ

Ｕ（Ｘｉ）＝のN(Ｘｉ）ＵＮ （８．２．１）

ｗherも

のＮ＝ａＮ＋ｂＮｘ＋cNy（Ｎ＝1,3）（８．２．２）
のＮ，Ｉ＝ｂＮ （８．２．３）

のＮ'２＝ＣＮ （8.2.4）

and

ａ，＝（ｘ２ｙ３－ｘ３ｙ２)／（２Ａ）（8.2.5）

ｂ，＝（ｙ２－ｙ３）／(2Ａ）（８．２６）

ｃ，＝（ｘ３－ｘ２）／(2Ａ）（８．２．７）

ａ２＝（ｘ３ｙ２－ｘ１ｙ３）／（２Ａ）（８．２．８）

ｂ２＝（ｙ３－ｙ，）／(2Ａ）（８．２．９）

ｃ２＝（ｘ１－ｘ３）／(2Ａ）（８．２．１０）

ａ３＝（ｘ１ｙ２－ｘ２ｙ,）/（２Ａ）（８．２．１１）

ｂ３＝（ｙｌ－ｙ２）／(2Ａ）（８．２．１２）

ｃ３＝（ｘ２－ｘ，）／（2Ａ）（8.2.13）

ａｎｄＡｉｓｔｈｅａｒｅａｏｆｔｈｅｔｒｉａｎｇｌｅ・

ThematrixAMNiseasilyobtainedbyusingtheabovecoefficients．

８．３ouadratictriangularolement

Supposingaquadraticfunctionastheapproximatefunctionofu(ｘｊ），ｗｅ
ｈａｖｅ

Ｕ（Ｘｊ）＝のN(Ｘｉ）ＵＮ （8.3.1）

where

の】＝（２Ｌｊ－ＤＬ， （８．３．２）

の２＝（２Ｌ２－ＤＬ２ （８．３．３）

の３＝（２Ｌ３－ＤＬ３ （８．３．４）

の４＝４Ｌ１Ｌ２ （８．３．５）

の５＝４Ｌ２Ｌ３ （８３．６）

の６＝４Ｌ３Ｌ１ （８．３．７）

ａｎｄＬＮｉｓｄｅｆｍｅｄａｓ

ＬＮ＝ａＮ＋ｂＮｘ＋ｃＮｙ（Ｎ＝１，６）（８．３８）

The1℃foretheirdelivativesaredenotedａｓ

の,,，＝（4Ｌ１－Ｄｂ， （８．３．９）

の2,,＝（4Ｌ２－Ｄｂ２ （８．３．１０）

の3,1＝（4Ｌ３－Ｄｂ３ （８．３．１１）

の4,1＝４（ｂｌＬ３＋ｂ２Ｌ１）（８．３．１２）

の5,1＝４（ｂ２Ｌ３＋ｂ３Ｌ２）（８３．１３）

の6Ⅲ１＝４（ｂ３Ｌ１＋ｂｌＬ３）（８．３．１４）
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の1,2＝(4Ｌ１－１）Ｃｌ

の2]２＝（4Ｌ２－Ｄｃ２

の3,2＝(4L３－１）ｃ３

の4,2＝４(ｃ１Ｌ２＋ｃ２Ｌｕ）

の5,2＝４(ｃ２Ｌ３＋ｃ３Ｌ２）

の6,2＝４(ｃ３Ｌ１＋ｃ１Ｌ３）

ＴｈｅｆｂｒｍｏｆｍａｔｎｘＡＭＮｉｓｅａｓｉｌｙｏｂtainedbyusingtheabovecoefficients．

８．４．LinBarructanguIareIomGnt

Supposmgalinearfunctionfortheapproximatefunction

usmgtherectangularｅｌｅｍｅｎｔａｓ

Ｕ(Ｘｉ）＝のＮ（Ｘｉ）ＵＮ （Ｎ＝１，４）

theexplicitformofのＮｉｓｗｒｉｔｔｅｎａｓｆｏＵｏｗｓ・

の，＝（１－§）（１－刀）

の２＝ビ（１－の

の３＝ＥｚＩ

０４＝（１－の７

Ｗhe配ｅａｃｈどａｎｄりａｒｅｄｅｆｉｎｄａｓ

Ｅ＝ｘ八２ａ）

ﾜｰＷ(2b)

TherefbrethederivativesofのＮｉｓｒｅｐ短sentedasfollows・

の,,，＝一（１－ワ）／（２ａ）

の2,,＝（１－７）／（２ａ）

の3,1＝ワバ２ａ）

の4,1＝－Ｗ（２ａ）

の,’２＝－（１－‘）／（２ｂ）

の2,2＝－句（２ｂ）

の3,2＝ど／（２ｂ）

の4,2＝（１－Ｅ）／（２ｂ）

WecaneasilyobtaintheexplicitfoｒｍｏｆｍａｔｒｉｘＡＭＮ．

ｏｆｕ(ｘｆ）ａｎｄ

(８．４．１）

(８４．２）

(８．４．３）

(８４．４）

(８．４．５）

(８．４．６）

(８．４．７）

（8.4.8）

（８．４．９）

(８．４１０）

(８．４．１１）

(８．４．１２）

(８．４．１３）

(８．４．１４）

(８．４．１５）

９．IncomprossibIeNewtonianFIow

u〃,ｊ＋Pfj＝Ｏｉｎ１（iⅢノー１，２）
〃i,ｊ＝O

Theseareusefulequationswhichcandescribemanygeological

example，diapirism，folding，magmamigrationandothers．

(９．１）

(９．２）

a、ｆｏｒphenomBna，

９．１Finiteelementequation

Taking8jｊ(xi)andA(xi)asapproximatefunctionsofoiXxi)
andDi(xiloneoftheresidualse1isrBprcsentedas
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e】=ﾑﾙﾉ+pfi （９．１．１）

Removingthe八forthesakeofsimplicity，ｗｅｇｅｔ

ｅ１＝⑨ｉｊｍｊ＋ｐｆｊ （９．１．２）

ＴｈｅｏｔｈｅｒｒｅｓｉｄｕａｌＥ２ｉｓｗｒｉｔｔｅｎａｓ

ｅ２＝〃i,ｊ （９．１．３）

Thereforetheinnerproductsoftheequations（９．１）ａｎｄ（９．２）ａｒｅ

（Ｅ,,のＮ）＝JR（Ｕｉｊ,ｊ＋Ｐｆｉ）のＮｄＪ＝０（9.1.4）
（Ｇ２,ＶｒＱ）＝ＪＫＺＷしＱｄｊ＝０（９．１．５）

ApplyingtheGreen-Gauss,theoremfor（９．１．４）,ｗｅｈａｖｅ
＊

仰jノのN,ノ。。＝jSiのＮｄＰ＋JRPfjのＮｄｊ（9.1.6）

AccordingtotheconstitutivelawofNewtonianfluid

Djノーーｐ６ｉｊ＋皿（ZMj＋Ｄｊ,ｊ）.（９．１．７）

theequation（９．１．６）ｉｓｗｒｉｔｔｅｎｉｎｔｅｒｍｓｏｆｐ（ｘｉ）ａｎｄＵｊ（ｘｉ）ａｓ，
＊

－ＪＫｐのN,ｌｄﾉl＋ノス座（Ｕｊ,ｊ＋DAi）のN,ｊｄｊ＝､ルＳｉのＮｄＦ+JRpfjのＮｄﾉｲ

（９．１．８）

SupposingtheapproximatefunctionｓｏｆＤｉ（ｘｊ）ａｎｄｐ（ｘｉ）ａｓ

ＯＩ（ｘｉ）＝のN(x/）、Ｎｉ （９．１９）

６(xj）＝しＱ（xj）ＰＱ （９．１．１０）

ｗｅｈａｖｅａｎｅｘｔｆｏｒｍｕｌａｆｒｏｍ（９．１．９）ａｓ

Ｄｊ,』（Ｘｉ）＝のＷＵＮｊ （９．１１１）

andthefiniteelementequationof（９．１．８）isexpressedas

（一八ＷのN,ｉｄｊ）ＰＱ＋（八座（のM,ｊのＷ６ｉＡ＋のＭ`ｉのN,ｊ６ｊＡ）。」）

ＤＭカー/)Si3Nd｢+JKpfjのNdイ（９１１２）

Whiletheotherinnerproduct（９．１５）iswrittensimilarlyusingtheG亜en-Gauss,

theoremas
＊

（JRのＮしQ,ｉｄｊ）DNj＝〃Djni秒QｄＰ（９，１．１３）
SincetheDirichletboundaryconditionisconsidered，weobtainnextequations

from（９１．１２）ａｎｄ（９．１．１３）．

（－ｊＷ/ＰＱのN,』。〃）ＰＱ＋Ｍ似（のM,ノのN,ノDiA＋のＭ１のN,ｊ６ｊＡ）ｄ』）

ＤＭＩトーJKpfjのNdj（9.1.14）

ＵＲのlWb,ｊｄｊ）ｎＮｊ＝0（９Ｌ１５）
Applyingthenextreplacementsto（９１．１４）ａｎｄ（９，１．１５）

CNjQ=~ＪＩＭＱのNjdj （９．１．１６）

DNlWh＝JＫａ（のM,ノのN､ｊ６Ｍｂ＋の,ｗのN･ノＤｊｈ）ｄ』（９．１．１７）
ＥNi(b)＝JKpfjのＮｄ１ （9.1.18）

RQjN-JKの１，Ｍ｡,idj（９１１９）
Weobtainthelocalfiniteelementequation、

ＣＮｉＱＰＱ＋ＤＮＭｉｈｕＭＡ＝ＥＮｉＩｂＩ （９．１．２０）

ＲＱｊＮＵＮｉ＝０（９．１．２１）
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９．２LinoartrianguIarelement

Supposingthenextlinearfunction8astheapproximatefunctionofDi（ｘｉ）

andｐ(ｘｉ）

（９．２１）Ｄｉ（Ｘｉ）＝のⅡ（Ｘｉ）ＤＮ８

Ｐ（ｘｉ）＝のN(ｘｉ）ＰＮ（Ｎ＝１，３）（９．２．２）

themterpolationfunctionのNisexplicitlywrittenasfollows・

のＮ＝ａＮ＋ｂＮｘ＋ｃＮｙ （９．２．３）

wherecoefficientsaredefmedsameastheｆｏｒｍｅｒｃａｓａ

Ｔｈｅｆｏｒｍｏｆｃｏｍｐｏｓｉｔｅｆｉniteelementmatrixiseasilyrepresentedbytheabove

coefficients．

９．３ouadraticandlineartriangularelement

Weconsiderhe顕alsothetriangularelement，ｂｕｔｔｈｅ

ｏｆＤｉ（ｘｊ）istakenasquadraticfunctionandtｈａｔｏｆｐ(］
asfollowa

Dj（Ｘｉ）＝のＮ（Ｘｉ）ＤＭ （Ｎ＝１，６）

ｐ（ｘｉ）＝しＱ（ｘｊ）ＰＱ （Ｑ＝１，３）

TheexplicitformofinterplolationfunctionのＮｉｓｔａｋｅｎａｓ

の】＝（２Ｌ１－１）Ｌ，

の２＝（２Ｌ２－ＤＬ２

の３＝（２Ｌ３－ＤＬ３

の４＝４Ｌ１Ｌ２

の５＝４Ｌ２Ｌ３

の６＝４Ｌ３Ｌｌ

ｔｈｅｒもforetheirderivativesarewIitte、ａｓ

の,,,＝ｂ】（４Ｌ1-1）

の2,1＝ｂ２（４Ｌ２－１）

の3,1＝ｂ３（４Ｌ３－１）

の4,,＝４（ｂ２Ｌ】＋ｂ１Ｌ２）

の5,1＝４（ｂ３Ｌ２＋ｂ２Ｌ３）

06,1＝４（ｂ３Ｌ１＋ｂＢＬ３）

の1,2＝ｃ１（４Ｌ１－１）

の2,2＝ｃ２（４Ｌ２－１）

の3,2＝ｃ３（４Ｌ３－１）

の4,2＝４（ｃ２Ｌ１＋ｃｌＬ２）

の5,2＝４（ｃ３Ｌ２＋ｃ２Ｌ３）

の6,2＝４（ｃ３Ｌ１＋ｃ１Ｌ３）

ｗｈｅｒｅＬＮｉｓｄｅｆｉｎｅｄａｓ

ＬＮ＝ａＮ＋ｂＮｘ＋ｃＮｙ

theapproximatefunction

p(ｘｉ）isstilllinear

ｊ
Ｊ

１
２
●
■

３
３

９
９

く
く

(９．３．３）

(９．３．４）

(９８３．５）

(９．３６）

(９．３．７）

(９．３．８）

（9.3.9）

(９．３．１０）

(９．３．１１）

(９．３．１２）

(９．３．１３）

(９．３．１４）

(９．３．１５）

(９．３．１６）

(９．３．１７）

（９．３．１８）

（９．３．１９）

（９．３．２０）

(９．３．２１）
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CoefficientsaN，ｂＮａｎｄｃＮａｒｅｓａｍｅａｓｔｈｅｆｏｒｍｅｒｃａｓｅ、Thefinalformof

compositefiniteelementmatrixiseasilyobtainedbyusingthesecoefficients．

９．４LinearrectangulareIement

SupposinglinearfunctionsfortheapproximatefunctionofDi（ｘｊ）ａｎｄ

ｐ(ｘｊ）intherectangularelement，ｗｅｈａｖｅ

Ｄｉ（Ｘｉ）＝のＮ（Ｘｊ）、Ｎｉ （９．４１）

ｐ(xi）＝のN(xj）Ｂ，（Ｎ＝１，４）（9.4.2）
wherethefozmoftheinterpolationfunctionのNisdescribedasfollows・

の，＝（１－Ｅ）（１－〃）（９．４．３）

の２＝６（１－ワ）（９．４．４）

の3=動 （９．４５）

のｑ＝（１－‘）７ （９．４．６）

ａｎｄ

ど＝ｘ／（２ａ）（9.4.7）

〃＝ｙ／（２ｂ）（９．４．８）

Wehavetheirderivativesfromtheaboveformulaeas

の1,,＝－（１－り）／（２ａ）（９．４．９）

の2,,＝（１－７）／（２ａ）（９．４．１０）

の3,,＝加（２ａ）（９．４．１１）

の4,,＝－１７／（２ａ）（９．４．１２）

の,’2＝－（１－Ｅ）／（２ｂ）（９．４．１３）

の2,2＝－ど／（２ｂ）（９．４．１４）

の3,2＝ど／（２ｂ）（９．４．１５）

の4,2＝（１－‘）／（２ｂ）（９．４．１６）

Thefinalformofcompositefiniteelementmatrixiseasilyobtainedbyusing

theabovecoefficients．

９．５Linearisoparametricelement

Supposingisoparametriclinearfunctionsaｓｔｈｅａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｆｕｎｃｔｉｏｎｓｏｆ

Ｄｉ（ｘｉ）ａｎｄｐ(ｘｉ），ｗｅｈａｖｅ

Ｕｊ（Ｘｉ）＝のＮ（Ｘｉ）0,Ｗ （9.5.1）

ｐ（ｘｊ）＝のＮ（ｘＪ）ＰＮ（Ｎ＝１，４） （９．５２）

wheretheformofinterpolationfunctionのＮｉｓ

の，＝（１－‘）（１－〃）／４（9.5.3）

の２＝（１＋ど）（１－７）／４（9.5.4）

の３＝（１＋Ｅ）（１＋１７）／４（9.5.5）

の４＝（１－盲）（１＋７）／４（9.5.6）

TheseｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓｉｎｔｅｒｍｓｏｆＥａｎｄ７ａｒｅ

の,,,＝６の，／ａｆ＝－（１－７）／４（９．５．７）
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の2,1＝（１－７）／４（９．５．８）

の3,1＝（１＋７）／４（９．５．９）

の4,1＝－（１＋７）／４（９．５．１０）

の1,2＝ａの】／５７＝－（１－の／４（９．５．１１）

の2,2＝－（１＋の／４（９．５．１２）

の3,2＝（１＋ど）／４（９．５．１３）

の4,2＝（１－ど）／４（９．５．１４）

RegionintegraliseKpressedinterｍｓｏｆｌＪｌａｓｆｏｌｌｏｗｓ・

ハルf＝ｆ１ｆｌｌＪｌｄｆｄ７ （９．５１５）

ｗhe短

｜Ｊ｜＝（（ｂｌｃ２－ｃ１ｂ２）＋(ｂｌｄ２－ｄ１ｂ２）ど＋（ｄｌｃ２－ｃｌｄ２）'7｝／1６（９．５．１６）

Finiteelementmatricesaｪ℃“presentedasfOllows．

（１）ClwjQ＝－（１／32）.ﾉｰ{.fl(ＡNi＋Ｂ１Ｗ１ビ］＋Ｂ１Ｗ２Ｅ２）（１＋ＥＱ１Ｅ，）

（１＋Ｅｑ２ｆ２）ｄＥｄ７ （９．５．１７）

（２）ＲＱｊＮ＝一ＣＱｉＮ （９．５．１８）

（３）DlwMjムー⑭/8)ｆＬｆｌ［（(ANj＋BNjIE,+ＢＮｊ２ど2）

（AMj＋ＢＭｊ１ｆ１＋ＢＭｊ２Ｅ２）／（αｏ＋cZ1E］＋ｃＺ２ｆ２）｝OiA

＋｛（ANj＋ＢＮｊ］どl＋ＢＮｊ２Ｅ２）（AMi＋BMilEj＋ＢＭｉ２Ｅ２）

／（αｏ＋ａ１Ｅｌ＋α２「２）｝ＯｊｎｄＥｄ７ （９．５．１９）

Ｔｈｅｎｔｈｅｍａｔｒｉｘｉｓｅｘｐ”ssedseparatelyasfollows・

Ｉｆｊ＝ん，

DNMiA＝（四/８)ｆＩｆ{［((AN1＋BNIＩＥＩ＋ＢＮ１２Ｅ２）

（AMl+BM1If,+BMfE2)＋{(ANZ+BN2IEl+BN22E2）

（AM2＋BM2lGj＋BMﾉﾋﾞ2）＋(ANA＋BNAIEI＋BNA2E2）

（AMj＋ＢＭｉｌｆｌ＋ＢＭｉ２ｆ２）｝

／（αｏ＋GZlGl＋α２ど2）］ｄＥｄ７ （９．５．２０）

otherwise，ｔｈａｔｉｓ，ｊ≠ｂ，

DNMjA＝（’/８)ｆＭｌ（(ANA＋BNAlf,＋BNA2E2）

（AMi＋ＢＭｉ１ｆｌ＋ＢＭｉ２ビ２）

／（α０＋ａｌｆ，＋ｃｚ２ｆ２）｝ｄｆｄ７ （９．５．２１）
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