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ＡＨＰを基盤としたファジィ多目的意思決定の－手法

宮城隼夫＊翁長久*＊山下勝己．

AMuItipIe-Crite｢iaFuzzyDecision-MakingMethod
BaｓｅｄｏｎｔｈｅＡＨＰ

＊＊＊

HayaoMIYAGI＊HisashiONAGAandKatsumiYAMAsHITA

Abstract

Thispaperpresentsanewfuzzydecision-makingmethodforthe

multiple-criteriaproblem，utilizingtheeigenvectortechniqｕｅｄｅ‐

velopedinAHP(AnalyticHierarchyProcess)．Thematrixbasedona

seriesoflinguisticpaired-comparisonsistransformedintoafuzzymat‐

rixbyahyperbolic-typemembershipfunctionTheresultingfuzzy

entriesareadditive-type，andthuscaneasilyhavenumerical

consistency・Avectorofprioritiesisobtainedfromthefuzzymatrix・

Ｉｎｔｈｅproposedmethod，theperfect“forcedconsistencyi，technique

isrepeatedlyused、Ｔｈｅｎ，awayofchoosingtheindependententries

isalsodiscussedbyemployingthegraphtheory、Therepetitionof

thattechmqueisusefultoextractthedecisionmaker'spotentialsense

ofvaluesorambiguity・

Ａｓｃｏｒｅofanalternativeiscalculatedbyfuzzyconnectives・To

showtheavailabilityofthemeth０．，examplesarealsogiven．

problem，Fuzzy

AHREigenvector

ＫｅｙＷｏｒｄｓ：Multiple-criteriadecision-making

decision-making，Fuzzymatrix，

technique1Fuzzyconnectives

されているのが，Ｔ・LSaatyによって提唱されたＡＨ

Ｐ(AnalyticHierarchyProcess)'〕－３)であろう．この

手法によれば，人間の持つイメージなどのような定量

化不可能と思われる指標に対しても，一対比較による

評価法で主観的数値を割り付けることができる.また，

従来の多目的意思決定手法に比べて，手続きが簡単で

わかりやすいなどの利点もある．

ＡＨＰは大きく分けて，次の４つの過程から成り

立っている．

１．はじめに

人間の欲求は多種多様であり，人間によって構成き

れるシステムもまた：種々雑多な要求に応えなければ

ならない．多目的意思決定問題は，人間の価値基準，

すなわち好みや気分など人間特有の感情をもシステム

の目的としてとらえ，総合的見地からシステムの意思

決定を行うところに特徴がある．

人間の主観を評点化する手法として，現在最も注目
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を採用している．総合評点のバラツキは，見方を変え

ればそのまま意思決定者の評価に対するあいまい度を

与えることになる．従来のＡＨＰでは結果が１個しか

出てこないため，意思決定のもとになるデータの信頼

性については言及できなかったが，本方法によれば，

複数個の総合評点の分散から，意思決定者の潜在的価

値観やデータの信ぴょう性についても考察できる．

(a)目標，評価項目の階層構造を作る．

(b)階層構造に基づき，評価項目間の一対比較を行っ

て一対比較行列を作成する．

(c)一対比較行列から各評価項目の相対的重要度を行

列の固有ベクトルとして求める

(｡)すべての評価項目の相対的重要度を何らかの形で

合成し，代替案の全体としての総合評点を求め，意思

決定を行う．

Saatyは，Perron-Frobenius4)の定理をうまく活用す

るために，一対比較によって得られる行列において，

対称成分は互いに他の逆数と設定している．しかしな

がら我々の感覚からすれば項目間の比較において，何

倍重要という数値は与えにくい．そこでSaatyは，言

葉による尺度で数値を割り付けることを提案している

が，人間の感覚jIkのあいまいざから，行列の要素間の

整合性がなかなかとりにくいという欠点は依然として

残る．むしろ，一対比較行列における相対的重要度は

比の形ではなく，差の形で得る方が我々の感覚とよく

一致した結果を得ることができ，要素間の整合性もと

りやすい．

一方，あいまいな環境のもとでの意思決定にファ

ジィ理論を適用する研究はBeuman-Zadeh以来多く

の研究者によってなきれてきた5)－８)．複数目的の評

価合成法についても，ｍin演算，max演算などのファ

ジィ結合演算の他に,Zimmermannのγ演算5)や前田．

村上の拡張γ演算6)などが知られている．

本論文では，人間の持つあいまい性がファジィ理論

によってうまく処理できることから，ＡＨＰにおける

一対比較行列をファジィ行列で表現した一連の意思決

定法を確立する．ファジィ行列で与えられる一対比較

行列では，要素はある項目を重要視する程度と別の項

目を重要視する程度の差で与えられるため，要素間の

整合性がとりやすい利点がある.また本論においては，

一対比較行列と人間の感覚量との整合性をとるため

に，意思決定者の言語的尺度をそのまま数値化して一

対比較行列を得ることをせず，双曲線関数で与えられ

るメンバーシップ関数を媒介にして一対比較行列を得

る方法をとっている．評価項目間の相対的重要度は，

ＡＨＰに従い，行列の固有ベクトルを採用するが，行

列の要素間の数値的整合性をとるために，意思決定者

の与える要素の数はn-1個に限定する．この数値的厳

密ざによって意思決定者の潜在的価値観が相対的重要

度に反映しにくくなることを避けるため，異なる何組

かの､-1個のデータに対して総合的評点を求める方法

２．ＡＨＰによる意思決定

代替案，評価項目の集合をそれぞれ，

ｘ＝(x】,xh,…,ｘｈＪ (1)

ｃ＝(c１，９，…,Cu〉 (2)

とするとき，ＡＨＰは，評価項目Ｃｌ，Ｃ２，．．．，Ｃ、

間の相対的重要度を次のように決定していく．まず

最初に，意思決定者に「評価項目ｃｉは評価項目ｃｊ

よりもどの程度重要か」といった質問をおこない，こ

れに対して意思決定者はその度合いを主観的判断に基

づいて下記のようにランクづけきれた１－９の数値あ

るいはその逆数で回答する．

(equalIy）

(moderateIy）

(strongly）

(verystrongly）

(extremely）

１：同じ位

３：少し

５：かなり

７：非常に

９：圧倒的に

このようにして得られた１対比較結果はｎｘｎの１吋

比較行列

隼臓’ (3)

の形にまとめられる．

この’対比較行列Ａは次の性質を持っている．

qii＝Ｌｑｉｊ＞ＯＶｉ，ｊ＝1,2,…，ｎ

ｑｊｉ＝Ｉ/αij＞ＯＶＬｊ＝1,2,…，、

(4)

(5)
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(4)，(5)式よりＡは既約な正行列となるので，

Perron-Frobeniusの定理よりｌｍａｘ＞０，Ｖ＞Ｏなる

Ａｍａｘ，ｖの存在が保証きれる．そこで，ＡＨＰで

はＡの最大固有値Ａｍｏｘ，これに対応する固有ベク

トルｖを計算し，正規化きれた固有ベクトルｖを評価

項目間の相対的重要度とする．

上記の手順にしたがって相対的重要度を求めると１

対比較データの整合性に関して次の２つの問題が生じ

る9)．

行列を修正するのではなく，むしろ問題が生じないよ

うに評価項目Ｃ,，Ｃ２，…，Ｃ、間の相対的重要度を

求める手法を考える．まず最初に，意思決定者に「評

価項目ｃｉは評価項目ｃｊよりもどの程度重要か」と

いった質問をおこなう．これに対して意思決定者はそ

の度合いを主観的判断によって表ｌに基づいた，０～１

の数値あるいはその負の数で回答する．

表１言語的表現に対応したｐの値

同じように重要

やや重要

かなり重要

非常に重要

きわめて重要

（ｉ）al2＝３，ａ23＝３，al3＝９と回答した

ときの整合性

（ii）ａ12＝９，ａ23＝９，ａ13＝９と回答した

ときの整合性

０
２
４
６
８

０
０
０
０
０

→
→
→
→
→

(ｉ）は「ＣｌはＣ２よりも少し重要｣，「Ｃ２はＣ３よりも

少し重要」であれば普通「ＣｌはＣ３よりもかなり重要

（ａ13＝5)」かせいぜい「非常に重要（ａ13＝7)」く

らいとなるはずであるのに「ＣｌはＣ３よりも圧倒的に

重要（al3＝9)」と回答され，「理論と感覚とのギャッ

プ」が生じる．

(ii）は「ＣｌはＣ２よりも圧倒的に重要｣，「Ｃ２はＣ３よ

りも圧倒的に重要」であれば「ＣｌはＣ３よりも（圧倒

的にざらに圧倒的）に重要」を表現する必要があるが，

上限が設定されているため無理な回答をせざる得なく

なってしまっている．すなわち，「言語的表現の限界」

が生じる．

（ｉ），（ii)の問題を解決するために，Ａの各成分に

対する整合度Ｃ、Ｉ．（Consistencylndex)を計算し，

整合度のずれに応じてＡを修正する方法１），あるい

はこの整合度Ｃ，Ｉ．および相対的重要度ｖの感度係

数からＡを修正する方法'0)が提案されている．しか

しながら，いずれの手法も整合性がとれるまで，Ａの

修正をおこなう必要があるうえに，修正をかけたあと

のＡは整合性は満足するものの，最初にイメージして

いた重要度が正確に表現きれているとは限らない．た

とえば，（ii）においてａ13＝９とする限り，整合性を

保つために，al2＝3,ａ23＝３と修正しなければならず，

これは最初のイメージとかけ離れてしまう．

このようにして得られた１対比較結果はｎｘｎの１対

比較行列

僥騰’ (6)

の形にまとめられる．この１対比較行列Ｐは次の性質

を持っている．

(7)pii＝O0Pji＝-ＰｉｊＶｉ,ｊ＝1,2,…,、

(7)式が満足されているので，行列Ｐの右上三角部分

かあるいは左下三角部分さえ意思決定者に与えてもら

えば十分である．また，Ｐの右上三角部分には、(､-1）

/2個のｐがあるが，これもすべて与える必要はない．

すなわち，本論文では相対的重要度を大きさの差の形

で与えているので要素間の整合性は

pik＋pkj＝(pi~pk)+(pk-pj）
＝ｐｉｊ (8)

となり，この関係よりいくつかのＰは自動的に決定さ

れるしたがって前章で述べた問題(ｉ）は生じない．

しかしながら，今度は１対比較行列ＰはPerron-

Frobeniusの定理を満足せず，Ａｍａｘ＞０，Ｖ＞０の

存在が保証きれない．ざらに前章で述べた問題(ii）も

3．ファジィ意思決定法

3.1最大固有値ハｍａｘと固有ベクトルｖ

本論文では，２章で述べたように問題が生じた後に
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えても，Ｐがすべて独立でなければ残りのすべての要

素を算出することができない場合がある．したがって，

､-1個の〃が独立で残りのすべての要素がこれらの従

属関係になる必要がある．次節で独立なＰの与え方に

ついて論じる．

依然として解決されていない．問題(ii）を解決するに

はpjk＋lokj＝Pjjを計算したときにPijが表１で定め

た範囲を越えたときでも何ならかの対応ができなけれ

ばならない，そこでＰｉｊを用いて，グレード〆ijを

次のメンバーシップ関数で定義する．

似ij=釦+t麺nhpU］ 3.2独立なＰの選定

Ｐの右上三角部分の要素Ｐはｎ個のノードを持つグ

ラフの枝と考えることができる．すなわち，もし右上

三角部分の要素がすべて与えられているなら,これは，

ｎ個のノードと、(､-1)/２本の枝をもつ完全グラフ

を榊成することになる．これを、＝５の場合について

図示したのが図２である．また，ｎ個のノードをもつ

完全グラフの接続行列Ｄは次式のように与えられる．

(9)

上式を用いれば,似IjとPijの関係は図lのようになり，

loijから坪ijへ写像する際のPIjの上限が無くなり問題

(ii)が解決きれることになる．

また(9)式で得られた〆ijをｎｘｎの１対比較ファジィ

行列

痒【鵜ijiil ④(10）

④ ⑤7￣Ｉ
ﾍﾍ／の形にまとめると，

似ji＝０５,似ij＞０，Ｖムノーノ,２，…,〃
３６

(ﾉﾉﾉ

④ こつ
似ji＝ノー似ｩ＞０，Ｖi，ノーＪ,２，…,〃 〃2ノ

図２完全グラフ（､=5）

となる．

（11)Ⅲ(12)式よりファジィ行列Ｆは既約な正行列と

なるため，Perron-F｢obeniusの定理より恥。x＞０，

Ｖ＞0なるＡｍａｘ，ｖの存在も保証される．本論文で

はＦの最大固有値Ａｍｏｘ，これに対応する固有ベク

トルｖを計算し，正規化言れた固有ベクトルｖを評価

項目間の相対的重要度とする．代替案Ｘ,，Ｘ２，…，

Ｘｍ間の相対的重要度も同様に求めることができる．

D＝[p必pjj,…,p'"ｌＰ２ｊ,P2`，

…,P動|…lpm."Ｊ

＝[qh_'|ＬＭ…|ｑ］ 〃刃

ただし，Pijはｉ行とｊ行の値が１で他はｏの列ベ

クトルである．

そこで，ｎ個のノードを持つ連結グラフの接続行列

のランクは､-1である'1)ことを考慮すれば
浜」」

'zu'2A[､］＝ルノ Ｗノ

が得られる．すなわちＤの中にはたかがか､-1本しか

独立な列ベクトルＰは存在しない．

ここで図１メンバーシツプ関数浜iｊ

(8)式を満足きせることによって，、-1個のＰを用

いてすべてのＰを算出するが，任意にn-1個のｐを与

pグーＰＩＡ＋ｐ〃（､０．ｺ 〃,
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と(8)式が対応することを考えれば，、の中から､－１

本の列ベクトルＰを選ぶという操作は，すなわち，Ａ

の中から､-1個のＰを選ぶことに相当する．したがっ

て，、(､-1)/2個のＰのうち､-1個さえ与えれば，あと

は演算によって自動的に求まることになる．

、-1本の独立な列ベクトルを得るには，、。－，，，

，－２，…，、，の中から１本ずつ列ベクトルを抜き出せ

ば十分である．この操作は行列Ａの右上三角部分の各

行から１個ずつＰを取っていくことに相当する．また，

接続行列、を

ラー値に合成したものであり，この関係は一般的に

似c(xl)＝（川ｑ)/q,州Ｇ)/ｑ

…,似x'(G,)/q､）
(2の

と表わきれる．従来，Ｉとして、in演算，max演算，

γ演算等が用いられている．本論文では，まず，意思

決定者が目的Ｃに対して持っている重要度を

ｗ(ｑ=(/Ｍｑ)/q,似M(q)/Ｑ…，

’uⅦＧ１)/ｑ）

で表わされるファジィ集合とする．ただし，

似脚(q)/Ｃｌ＝しＩ

、=[p,21ｐ'3,P231pノル

ｐ動…ｐ１，Ｍ

＝[ｑｌｑｌ…|zＭ

ロ〃

(ﾉの

と置き換えると，、,，、２，…，Ｄｎ－１の行列の中か

ら１本ずつ列ベクトルを抜き出すという操作は，Ａの

右上三角部分の各列から１個ずつＰを取っていくこと

を意味する．

すなわち結論として，Ａの要素βを与える際にはＡ

の右上三角部分の各列から１個ずつ総計､-1個のＰを

与えるか，もしくは各行から１個ずつ総計､-1個のＰ

を与えれば十分であるということができる．

(22)

である．そこで，（21)式のＷに)を用いて，（20)式に

おける評価合成値浬c(ｘｉ)を次式で計算する．

〃Ｕ

ＭＷ)=畠(Mch)･Ｍｉ)）（23ノ

似"(JW)=…･'１Ｗ似i(ＣｉＭＷ(q)）（24ノ
ハ

瓜cc(X)=､伽･'，､x(川ｑＭ川q)）（2コ
ｋ

ここで，（23)式は総合的評価，（24)式は代替的評価，

(25)式は補完的評価をそれぞれ決定する．

3.3ファジィ結合演算

代替案Ｘｉが目的Ｃを達成する度合いが

ILX〆ｃ→[０，ノ］ ロ刀

なるメンバーシップ関数によって表わされるものとす

る．この場合，代替案Ｘｊが各目的を達成する度合い

は

鴎(c)＝(Ｍｑ)/ｑ,似醐(G)/Ｑ，

…,MqJ/q）「ﾉ8)

なるファジィ集合，また代替案のすべての目的を統合

した達成度合いは

3.4重要度の判断に対するあいまい性

意思決定者の与える要素の数は､-1個のデータに限

定している．この数値的厳密ざによって意思決定者の

潜在的価値観が相対的重要度に反映しにくくなること

を避けるため，以下の手順に従って，重要度の判定に

対するあいまい度ＡＩ．

(Ambiguitylndex)を定義する．

(step､1）異なるＬ組の､-1のデータに対して

代替案Ｘｉの総合評点〆。（Ｘｉ）を求める

(step､2）Ｌ個の〆ｃ（Ｘｉ）に対して標準偏差ワｉを求め

る

(step､3）ｘワiを次式のようなあいまい度ＡＩ．と

定義する．

E(Ｘノー(似c(x))/(X,）似c(X2)/(鰯)，

….似c(XJ/(脇)） (ﾉ卯

なるファジィ集合で表わされ，浜c(Ｘｉ)，（i=1,2…,、）

を最大にするｘｉが最良の代替案になるここで〆。

(Ｘｉ)は個々の目的に対するＸｉの達成度合をスカ
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リ，これは，行列Ｐの右上三角部分の各行から１個ず

つＰを選んでデータを与える場合に相当する．次に，

(9)式を用いて一対比較ファジィ行列ＦをＰから求め

ると，

Ａ'－，菫｡，（2の
相対的重要度に対して意思決定者のあいまいさが

まったく無かった場合は，異なるＬ組のデータに対し

て算出された狸c(Ｘｉ)はすべて等しくなり，ひi＝０と

なる．すなわち(26)式より，Ａ、】．＝Oが得られる．

あいまいさが増していくとびiが増加していき，比例

してＡ、１．も増加していく．したがって，Ａ、Ｉは意

思決定者が相対的重要度の判定に対して持っているあ

いまいさを示すことになる．

多目的意思決定問題では代替案の順位付けが目標と

なるので，どの程度まであいまい性を許容できるかと

いう問題に対しては，異なるＬ個のデータの組に対し

て代替案の順位が変動しなければ許容できるあいまい

ざだと判断する．また，一つでも順位が変動していれ

ば許容できる範囲を逸脱したものと判断し，最初から

意思決定をやり直すことになる．

ｌ
卯
坪
卯
刀

Ｃ
５
３
６
９

ｄ
ｄ
ｕ
ｄ

ｑ
Ｑ
Ｑ
Ｑ

ｌ－

Ｆ

ＱＣＪＱ

ｉ謹議簿’ (3の

となり,Ｆの最大固有値AmaXと八ｍ､蕊に対応する固有

ベクトルｖは

入､nF＝158碑 (J〃

ｑｃｚＣＪＱ

Ｖ＝[ｄＪＯ７０２ﾉ２OL＃５６ｑ808］ (J2ノ

となる．就職先決定問題は各評価項目に対する代替案

の重要度が意思決定者によって異なる．さらに，ステ

イタス等，数値化が困難な評価項目があるため代替案

が評価項目を達成する度合いについても相対的重要度

として同様の手続きで求める．結果を次に示す．

4．数値例

本論文で提案した手法を検証するために，簡単な例

を示す．ここでは学生が就職先企業を決定する問題を

考える．代替案，評価項目の集合はそれぞれ，

（ａ）Ｃｌすなわち給与に対する各代替案の一対比較

行列および相対的重要度：

ＸｊＸ２ｊＧ

'蕾!|鮒iil’鋤

(2刀ｘ＝(ｘｊ，脇，Ｘ]）

ｃ＝(ｑ，Ｑ，Ｑ，Ｑ） (2町

ただし，Ｘ１：Ａ社，Ｘ２：Ｂ社，Ｘ３：Ｃ社

Ｃｌ：給与，Ｃ２：勤務地，

Ｃ３：ステイタス，Ｃ４：業種 ＸノＸ２ＸＪ

ｖ＝m522OL恋７q3JO］
(坪ノ

とする．まず，評価項目間の相対的重要度を表１に基

づいた一対比較によって求める．ただし，３．２節で

述べた方法に従って、-1=３個のＰを与え，残りはこ

れらのＰを用いて算出する．このようにして行列Ｐ

（ｂ）Ｃ２すなわち勤務地に対する各代替案の一対比

較行列および相対的重要度：

Ｘ）鞄沿

岸劃鮒iiil
ｑＱｃＪＱ

(3コ

窪辮灘’ (２９ノ

ＸノＸ２ＸＪ

ｖ＝[01万ｊｏＬ２”oL588］ (36）
が得られたとしよう．なお，ＰにおいてPijj=i＋１，

i=1～3が意思決定者によって与えられたデータであ
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（ｃ）Ｃ３すなわちステイタスに対する各代替案の一

対比較行列および相対的重要度：

表３各企業の評価値

班聡

篭謬’

乃
叩
叩
四岸劃 β刀

ＸノＸ２Ｘ３

V＝[q3wOLJwOLa］O］ 口印

（。）Ｃ４すなわち職種に対する各代替案の￣対比較

行列および相対的重要度： 表２と表３の結果を比較してみると，各演算に対して

順位には変動はなく，許容できるあいまいさであると

いえる．本例題では演算ｌによる結果のみについて，

あいまい苔を示す指標Ａ、１．を(26)式より求めてみ

る．まず，代替案Ｘｉの合計得点における標準偏差ぴｉ

はそれぞれ

Ｘ）鶏堵

,臺鑛鮒’ β，ノ

ＸノＸｚｘｊ

Ｖ＝[w770L3780L7Q3］
0J＝qO2‘，０２=OL“Ｌ⑬＝q、, 仲〃

(‘O）

となり，意思決定者のあいまい度は

上記の結果に基づいた各企業の評価値を表２に示す．

ただし，演算１，２，３は，それぞれ,(23)式，（24)式，

(25)式による評価である．

勤
醗・
ｌ
０

ｌ
ｌ
’
’

１Ａ

件刀

表２各企業の評価値 となる．

以上の結果より，就職先にふさわしい企業は，演算

１，２すなわち総合的評価と代替的評価においては，

Ｃ社，Ａ社，Ｂ社という順位になり，演算３の補完的

評価においては，Ａ社，Ｃ社，Ｂ社という順位になる．

５．おわりに

ＡＨＰは，従来の多目的意思決定手法に比べて，手

続きが簡単でわかりやすいため，利用者の負担力軽<

実用的である．また，人間の好みのような定量化不可

能と思われる指標に対しても一対比較による評価で主

観的数値を割り付けることのできるすぐれた手法であ

る．しかしながら，一対比較行列において，対称成分

は互いに他の逆数という積形の配置を行うため，各要

素に対する数値的整合性が得にくく，人間の言語的感

覚と割り付けられる数値とのアンバランスも発生しや

すいという欠点がある．本論文では，一対比較行列を

ファジィ行列で与え，対称成分は互いに他の補集合と

次に(29)式のＰを求める際に，、-1=3個のＰを他の

組，すなわち行列Ｐの右上三角部分の各列から１個ず

つＰをとって，β12=0.3,Ｐ１３＝－０．５，Ｐ１４二-0.8

でデータを与えて，同様に各企業の評価値を算出した

結果を表３に示す．なお，この場合には，（33)式，（35）

式，（37)式，（39)式のＰは変わらないとした．

代替案 Ａ社 Ｂ社 Ｃ社

演算１ ０．９１９ 0.833 1.286

演算２ ０．４７７ 0.394 0.707

演算３ 0.522 0.295 0.346

代替案 Ａ社 B社 Ｃ杜

演算１ 0.885 0.789 １．２４５

演算２ 0.477 ０．３９４ 0.793

演算３ 0.456 0.295 0.330
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要度の感度係数，電子情報通信学会論文誌Ａ，

ＶｏｌＪ７０－ＡＮｏ､11,ｐｐｌ５６２-1567.1987.

11）尾崎弘，白川功，翁長健治：グラフ理論，コロナ

いう加法形の配置を行って，ＡＨＰの欠点を補正する

一連のファジィ意思決定法を提案した．また，言語的

表現と割り付けられる数値とのアンバランスが生じな

いように，双曲線関数による写像でファジィ行列を与

えている相対的重要度の算出はＡＨＰの固有ベクト

ル法によるが，重要度の評価合成にはファジィ結合演

算を用いている．本論文では，意思決定者の重要度判

定に対するあいまい性を判断する尺度として，評価合

成値の分散を用いた－つの指標も提案している．

社，1975.
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