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研究成果

1.研究目的

肌應(CPn)で，リーマン球面S2＝ＣＵ{｡｡}から複素射影空間ＣＰ〃
ヘの，基点を保つ正則写像の空間を表す．我々が要請する基点の条件は，

'(｡○)＝[1,…,1]である．このような正則写像は，有理関数で書ける：

Ｒａt脆(CP")＝{(Z,o(z),…伽(z)):各Pi(z)はモニックな （１）

複素狩次多項式で，全てのp`(z)に共通する根はない}・

正則性を忘れることにより包含写像

ｉ,`:Ｒａｶﾙ(CP")－Ｑ:CPn二Q2S2施十’ （２）

がある．

Segal[S]は，九がた(2,-1)次元までホモトピー同値であることを証
明した．その後，CohenCohen-Mam-Milgmm[CCMM]は，Ｒat胸(CP"）
の安定ホモトピー型を以下のように決定した：

ｗ州ＷＤ,(８２M)
１≦９

をQ2S2n+1のSnaithstablespmttmgとする．このとき，

１６

Ｍ偽(CP")ＷＤ,(S〃')(3)
９＝１

が成立する．このように，Ｒat胸(CP伽)については，十分な結果が得られ
ているわけである．

さて，本研究の目的は次の２つである．

（i)Ｒat席(C門の上には，複素共役による対合が作用する．この対合と
可換な正則写像全体をRRat胸(CP”)で表す．(1)の表示では，

RRat脂(CP")＝{(po(z),…伽(z))ｅＲａｔ虎(CPn)：各P`(z)は実多項式｝

である．

４
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Ｑ:CP"の元のうち，対合同変なものからなる空間をMap雷(CP1,CP凧）
と表す．すると，(2)と同様に，包含写像

伽RRat庵(CP伽)－Map歪(CP1,CPn）（４）

がある．Brockett[B]及びSegal[S]は，RRat胸(CP1)のhomotopytype
を決定した．しかし，、三２のときのRRatl，(CP")については未解決で
あった．

本研究の目的の１つは，ＲＲ帥聡(Cpz)について，Segalタイプの定理及

び(3)のタイプのstablesplittingを証明するのが１つの目的である．特に，
(4)に関連して，RRat脂(CP伽)のstablesummandsは，Map歪(CP1,CP"）
のそれで十分か?ということを問題とする．もしその答えが肯定的である

ならば，九はhomologyの単射を誘導するので，興味ある結論となる．

（ii)本研究のもう１つの目的は，一言で言えば,単独の多項式で根の重
複度に制限をおいたもののなす空間と，多項式のｎ組で共通根の個数に

制限をおいたもののなす空間との関係を研究することである．

ｑ(C)で，Ｃ上の，）l頂序を忘れた相異なるん点からなる配置空間を表
す.Arnold[A]は，初めてＣ胸(C)について系統的な考察を行った．その方
法は以下の通りである：ｑ(c)の元は，重根を持たないモニックなん次式

′(z)＝z聡十ｑ１ｚｌＨ＋…＋α俺

と書ける．これを一般化して，

Ｐ)<,"＝{'(z):'(z)はモニックなん次式で,ｎ重根はたかだか'個｝(5)

とおく．、を固定し，Ａは大きく，Ｉは小さくする数学的帰納法により，

聡,"の情報を全てのルハｌについて得る．特に，、＝2,J＝０とおけば，
噸2＝ｑ(c)の情報が得られる．
Arnoldはこの方法により，聡,"のhomologyを決定しようとした．し
かし，数学的帰納法を繰り返すことから生じる困難により，未解決な部

分が多かった.本研究のもう１つの目的は，Ｐ|(狐のhomologyを完全に決
定することである．つまり，Arnoldの問題を完全に解決することである．

そのための方法として，次のような要請をする：数学的帰納法を利用

して畷孤のhomologyを決定しようとすれば,Arnoldと同じような困難
が生じるであろう．そこで,全く異なる方法を考える．そのために，Ｆ１(,”
を，Ｒat虎(CPM)に類似した多項式のｎ組で，共通根の個数に制限をお
いたもののなす空間と比較する．
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2.主要結果

常ず,§１(i)に関する主論文は[9]である．Brockett[B]及びSegal[S]に
より，同相

lc

RRa施鵬(CP1)=Ⅱ
ｉ＝0

ClＭ`|×Ratmm“_i)(CP1）

が証明されている．以下，、三２とする．［9]ではまず，対合同変連続写
像空間Map蚕(CP1,Cpm)に対し，

Map蚕(CP1,CP")＝Ｍ'×Q2S2施十’

であることを証明した．

次に，RRat脂(CP”)に対し，CohenCohenMann-Mngramタイズつ

まり(3)のタイプの定理を証明したこれが[9]の主定理である．つま

り,RRatk(Cpz)の安定ホモトピー型を,Map蚕(CP1,CP縮)のstablesum-
mandsを用いて記述したわけで，詳しくは以下の通りである：

定理１．ｎｓ"の各stqbJesWDm肌。のuﾉei9/2ｔをＺ,Q2S2n+1の８Ｍｔ/ZStq-

6JeSP航j叩の各stqbleswD伽刎のｕﾉej9/Ztをｇと定義する．このとき，

肌蝿(CP")は，Ｍ､×n2S2協十1の伽j9/Ztがん以下のsm6JesWzmMdSの
1点和と安定ホモトピー同値である．

この主定理より，(4)の包含写像j俺は(ん＋1)(､－１)－１次元までホモ
トピー同値であるという，Segalタイプの定理も得られる．

主定理は§1で書いた問題，つまり，RRatA(CP")のstablesmnmands
は，MapZ(CP1,CPn)のそれで十分か?という問題は，肯定的解決を与え
ている．従って[9]の結論は，十分に満足できるものである．

次に,§1(ii)に関する主論文は[1]である.主定理を述べる前に,Vassiliev
の定理を思い出す．まず，§１のCohen-CohenMann戸Milgramの定理で，

､＝１の場合と，Brown-Petersonによるｑ(C)＝期2のstablesplitting
より，次の安定ホモトピー同値が分かる：

噸2号Ｒａt[割(CP1)．

６
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更にVassiliev([V])は，これを、＞２に対し，次のホモトピー同値に一般
化した：

Ｐ１１ｌ伽＝Ｒat[割(CPM)．（６）
［']の目的は，(6)のタイプのホモトピー同値を好M,"に対し証明するこ

とである．そこで,Ｒat虎(C〃')の一般化Ｘ；銀を次のように定義する：

ＸⅢ,"＝{(po(z),…ルール)):各p`(z)はモニックな複素冷次（７）
多項式で，全てのＭｚ)に共通する根はたかだかＩ個}、

このとき，［1]の主定理は：

定理２.(､,J)≠(2,0)のとき，次のホモトピー同値がある：

曜繊=x陰)汀 （８）

明らかに，（6)は(8)でノーＯの場合であることに注意する‘

さて定理2により，§1で述べたAmoldの問題,つまりＦＭ奴のhomology
を決定するという問題は，完全に解決されることを説明する．定理２よ

り，Ｈ,冠のhomologyを計算するためには,Ｘ：仰のhomologyを計算すれ
ばよい．ここで靴,耐は(7)で与えられる．
Ｊ１(2,-2)をQS2n-1を構成するJamesconstmctionのl-thstageとし，

包含写像J1(2,-2)－ｎｓ〃'のhomotopyfiberをＷ`(､)と書く：

Ｗｌ(")→九2,-2)→QS2"-1. （９）

ＷＩ(､)のSnajth型のstablesplittingを

ｗｌ(､)＝ＶＤ,（'(､）
１コ

と書く．このとき，［K]により
k

xA純子Ｖ､,§!(､）
９＝１

が分かっている．この右辺は，Ｗ'(､)のhomologyが分かれ|ま，各元の
weightを考慮することにより決定され，Ｗ‘(､)のhomologyは，(9)から
作られるfibration

Q2S2M→Ｗｌ(､)→八2,-2)

のSerrespectralseqUenceにより決定される．

以上により,烈施のhomologyは完全に決定されるのである.
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3.各論文の概略

で研究発表(1)に書いた各論文の概略を説明する．以

§2の後半で述べたように，この論文は本研究課題の２つの主論文の
うちの１つである．

1．

写像′:ｓ２→ｃＰ脇が充満(、)であるとは，′の像がｃＰ"のいか
なる真の射影部分空間にも含まれないことと定義する．充満な正則

写像から調和写像を構成する方法が知られているので，充満写像か

らなる空間を研究することは興味あることである．

F府(CP蝿)で，充満写像からなるＲ鋤(CP")の部分空間を表す．次
の包含写像の列がある：

2．

F脆(CP施)一Ratk(CP")－，:CPn＝Q2S2叶1．

右の包含写像が誘導するhomologyの写像は，§1で触れた，Cohen
CohenMaImMilgramの定理で述べたように単射である．しかし左
の包含写像については，安定的状況（つまり上の包含写像の列の左

端はんを大きくしていくと右端にホモトピー同値になっていく状況）

は分かっているものの，大域的にはhomologyの単射を誘導しない．

実際,Ｆ俺(CP2)のhomologyは決定されており，その状況で既に単
射でない．

さて，この包含写像の列の対合同変版を考える．

RFk(CP")＝Ｆ胸(CPn)nRRatlc(CP"）

とおく．ここで，RRath(CP")は，§１(i)で定義した．すると，次
の包含写像の列がある：

RF胸(CP")－RRat胸(CP”)－Map歪(CP1,CP")＝ｎｓ”×Q2S2"+１．
（１０）

[2]では，Ｒｎ．(CP2)のhomologyを完全に決定した．特に，（10)の
左の包含写像は，homologyの単射を誘導しない．

；
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3.Ｇは，コンパクト，単連結，単純リー群とする．Ｍ(ん,Ｇ)で，ｓ４上
のG-instantonsのframedmodulispaceを表す．ホモトピー論的に

は包含写像

ⅡＭ(ん,G)－Q4BG
１＜ＩＣ

がある．Ｍ(ん,Ｇ)のnon戸trivialなhomologyclassesを構成すること
は興味あることである．そのために,Boyer-MannWaggoner([ＢＭＷ]）

は，Ⅱ,<'@Ｍ(ん,Ｇ)に，Ｑ４ＢＧとcompatibleな範-structureを導入
した．それにより，Ｍ(1,Ｇ)のhomologyclassesにhomologyoper‐

ationsとloopsmnを施すことにより，Ｍ(ん,Ｇ)のhomologyclasses
を構成することができる．

但し，そのようにして構成されたhomologyclassesが非零であるこ
とを証明するのは難しく，_彼らはできていない．これについては，

［8]のところで述べる．

さて，何れにせよ，Ｍ(1,Ｇ)のtopologyを研究するのが第一歩で，
彼らは次のことを証明した:“(SU(2))で,〃(2)をＧに適切に埋
め込んだときの中心化群を表す．このとき，同相

Ｍ(1,Ｇ)=Ｒ５×Ｇ/Cb(〃(2)） (11）

が存在する．

Ｇとして，古典群ＳＵ(､),Ｓｐ(､),Spin(､)の何れかを考えろ．（11）

のＧ/ｃｃ(SU(2))は，Ｇ＝〃(､)のときはＣＰＭ上のumttangent
bunClle,Ｇ＝Ｓｐ(､)のときはＲＰ４Ｍであることが容易に分かるの
で，それらのhOmologyもやさしい．しかし，Ｇ＝Spin(､)のとき
には明らかでない．

[3]では，Ｇ＝Spin(､)のときの，Ｇ/ｃｃ(SU(2))を考察した．まず，
埋め込み

ＳＵ(2)－８０(4)

を

』+v=了旨(艀）
と定義し，

Ｘｈ＝ｓｏ(､)/ｓｏ(､－４)ｘＳＵ(2) （12）

９



とおく．このとき，微分同相

Ｃ/Cbpm(")(〃(2))＝Ｘｈ

が存在する．そこで，ＸｈのＺ上のhomologyを完全に決定した．特

に，それはllighertorsionを持つ.更に,Ｚ/2係数のcohomologyring
及びSteemodoperationsも決定した．なお，この結果は[8]で利用
された．

４§2で述べたように，(7)で定義したＸ$,洞は,homotopyfibelWl(､）
のあるstablesummandsの１点和と安定ホモトピー同値であるとい

うことが,[K]で証明された．しかし,非安定な意味でＸｌ,鰯はＷｌ(､）
と近いか?という問題は，自然な疑問ではあるが未解決であった．［4］
では，(2)のような非安定写像

xA処→ｗｌ(､）

を構成し，これについて§1で述べたSegal型の定理([S])を証明した．

5．§1で述べたＳＥgalの定理及びCohen-Cohen-MannMilgranlの定理

は，(2)を介して，Ｒａt脆(CP")はQ2S2"+1の非常によい有限次元モ
デルであることを示している．つまり，奇数次元球面の２回ループ

空間のモデルは，共通根を持たないん次多項式の、＋１組で構成さ

れる．

では，偶数次元の球面の２回ループ空間のモデルを構成することは

可能か?という問題を考える．［5]ではこの問題を解決した

ＧＦ＝{(po(z),…ハ(z)):各勉(z)はモニックな複素ｈ次多項式で，

あるαＥＣが,ＰＣ(α)＝…＝伽,(α)＝０ならば,Ｐ"(α)二Ｒ}．

とおく．

自然な包含写像

GH-Q2s2”

がある．これについて，Segal型及びCohen-Cohen-MannMilgram
型の定理を証明した．

旺
Ｉ
Ｐ
脾
‐
映
跨
打
暉
、
配

ii
i:ｉ
ｌｊｌ
ＭＩＩ

6.（12)で定義されたＸｈに対し，そのtangentbundleのtotalStiefel‐
Wllitneyclass及びtotalPontrjaginclassを決定した．前者につい
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ては，まずBorel-Hirzebruchによるルートを計算する方法で決定し

た．次に，［3]において〃(Xh;Z/2)へのSteemodoperationsが分
かっているので，それからＸ､のWtlclassを決め，WMorInulaに

よってtotalStiefel-Wl1itneyclassを決めることにも成功した．

7.§2で述べたＸ１Ｌ"は,集合論的には

Ｘｌ,”＝ⅡC`×Rat偽_`(CPM）（13）
ｉ＝Ｏ

という分解をもつ．

一方，Ｍ(ん,Ｇ)を[3]で述べたmstantonsのmodulispaceとする．
（13)の右辺で，Ｍ偽_i(CPM)の部分はＭ(ん－t,Ｇ)に変え，Ｃ`の
部分は適切に変えたものはどういう空間か?ということを問題とする．

Ｍ(ん,Ｇ)のUHlenbeCk完備化

ｌ６

ＵｓＰｉ(R4)×Ｍ(ん＿i,G）
i＝０

Ｍ(ん,Ｇ）

を考える．ここで，ＳＰｉ(R4)はＲ４のj重対称積である．

Ｍ(ん,G)のi＝Ｏから。＝ノまでのstrataの和について，離れと類
似の性質を期待するのは自然なことである．［7]では，ｌ＝１の場合
について，このことを精密に研究した．

8．この論文はBottの生成多様体(generatingvariety)の理論で，Ｓ'の
代わりに８３をとったとき成立する性質を解明した．これをやる動

機は，［3]で述べた概略と関係する．

まずBottの定理を思い出す．Ｇはコンパクト，単連結リー群とし，

Ｓ'をＧの部分群とする．写像

′:Ｇ/“(s'))→ＱＧ

を，

′(ｇｏご(８１))(z)＝gz9-1z-1

により定める．Ｓ'が適切なcircleであるときには，

(14）

人：凪(G/印(S');Z)→風(QG;Ｚ）
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を生成するというのがBottの定理であり，このとき，Ｇ/ｃｃ(８１)を
生成多様体とよぶ．

さて，Boyer-Mann-Waggomer([ＢＭＷ])は，（14)でＳ１を８３に変
えた状況が，instantonmodulispaceM(1,0)に関連して自然に生

じることを指摘した．（11)について，

八Ｇ/Ｃｅ(〃(2))→ＱｉＧ

を

Ｊ(g“(SU(2)))(z)＝gzg-1z-1

により定める．すると，次の図式はホモトピー可換である：

Ｍ(1,Ｇ）」と>ＱｉＧ

【’
１

ヘー
ー

Ｇ/α(〃(2)）」￣ＱｉＧ,

[3]の概略で述べたように，Boyer-MannWaggonerは，上側の包含
写像i,がhomologyのどういう振る舞いをするか知りたかったが，

できなかった．［8]では，下側の写像Ｊを詳しく研究した．主結果
は，Ｇが古典群のとき，

Ｌ;瓜(G/“(SU(2));Z/2)→瓜(QiG;Z/2）

は単射であるという注目に値するものである．

この主結果を[3]の概略で述べたBoyer-MamrWaggonerの計画に適
用すると，瓜(Ｍ(ん,Ｇ);Ｚ/2)に非常にたくさんの非零な元が構成さ
れることになる．

§2の前半で述べたように，この論文は本研究課題の２つの主論文の
うちの１つである．なお，密接に関連する論文として，つぎの[１０］
も参照．

§2の定理１を証明するために，まずRRatk(CPO)のhomologyを計

算するのだが,［9]では以下のように計算した§1のRRatﾙ(CP")を

開集合として含む空間”を，

w＝{(z'｡(z),…伽(z))：各p`(z)は実多項式で，

実軸上には１つも共通根はない.｝
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但し，実軸以外には共通根は幾つあってもいいものとする．”は，
QSnを構成するJaInesconstructionの舟thstageとホモトピー同値

であることが知られている．そこで，瓜(”)から出発して，実軸
上の共通根の個数を減らしていく数学的帰納法を行い，実軸上の共

通根の個数がＯになると瓜(RRat(CP"))が得られるという方法が，
[9]の計算方法である．

これに対し，［10]ではRRatk(CPO)のhomologyを，嗽や数学的帰
納法を用いず，Vassilievスペクトル系列のみから計算した．この方

法は，非常に簡潔である．

[10]では，更に[2]で述べた対合同変な充満正則写像空間ＲＦ胸(CP"）
の研究も行った.[2]では,ＲＦ胸(CP2)のhomologyを決定したが,[10］
では安定的状況を研究した興味深いのは次のことである:Ｆ脆(CPね）
の安定的状況の定理から期待できるように，（10)包含写像の列の左
端はたを大きくしていくと右端にホモトピー同値になっていくこと

は正しい．これにより，左端を知るためには右端を見ればある程度

分かる．

しかし，そればかりでなく，Ａ＜２，－１のときには，Ｒん内の直交、

枠のなすStiefel多様体

so(ん)/so(ルー､）

が，より効率的なＲF脆(CP")の情報を与えろ．

11.研究発表の(2)口頭発表で述べたように,研究代表者は,2005年７月
に東京大学で開催されたＣＯＥ国際会議“Groups,Homotopyand
ConfigurationSpaces，'において，‘Configurationspacesandrational

fUnctions，，というタイトルでplenarytalk（主要講演）を行った．

［11]はこの講演の際用いたＯＨＰフイルムである．このフイルムは，
会議中に多くの希望者にコピーが配布された．従って，このコピー

は十分有意義な資料であり，研究成果に値するものである．

この内容の概略は，§2の後半である．特に，［1]と[K]を合わせると，

Arnoldの問題が完全に解決されることに焦点を絞っている．畷,"の
homologyの具体的な計算は，［1]ではページ数の関係で省略せざる
を得なかったが，［11]では簡単な場合について説明してあり，この
部分が特に参考になるはずである．
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