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球面上の等周定理とニュートンの13球問題

前原滴(琉球大学）

Ｉ球面上の等周定理

１球面上の円周角定理

２LexeUの定理

３等周定理

４固有対角線補題

ｎニュートンの１３球問題

５球面余弦定理・補題

６１２球定理の証明

－－

LCi＝ＬＡ＋ＬＢ骨ＡＯＢは半円。
一一

系１(1)ＬＣ=:ＬＡ＋とＢ骨ＡＯＥ

(2)、石方が劣弧今Ｌｃは鈍角｡ロ

定理の証明

I球面上の等周定理／
ロ辺一長さが汀より短い大円弧

凸領域一領域内のどの２点も領域内を通る辺

で結ぶことができる

三角形－３つの辺で囲まれた凸領域

四辺形－４つの辺で囲まれた領域

ｃａＰ－球面を平面で切ったときの片側

lABOl,lABODl-三角形、四辺形の面積

岬(ABO)－ＡＢＣの外接ｃａＰ
－

ＡＢＣ－円弧

Ｐ＊一点Ｐの対心点

・Girardの公式|ABO|＝ＬＡ＋ＬＢ＋と０－汀

zLexellの定理

定理２(AJJ､Lexem784）
－－

ＸＥＡ*ＯＢ*今lABXl言=|ABO|、

証明

ｌ球面上の円周角定理

定理１(Ｈ・Ｍ１998）岬(ABO)の中心をＯ
とする。ＸｅＡＯＢのとき、

ＬＡＸＢ－(ＬＸＡＢ＋ＬＸＢＡ)＝±2とOAB，

が成立する｡符号は､八面が優弧なら(_)､そ
うでなければ(+)である。

－－

ＸｅＡ*ＯＢ*＝>０－α*－/8*＝一定

＝０－(汀一α)－(汀一β)＝一定

今０＋α＋β＝一定

等lABXl＝lABCl．

７

ロ

ＣＩＳ

L－－



’ 系２Ａ毛方*が短いほど|ABClは大きい。ロ ３等周定理

。長さが27Tより短い閉曲線は、ある半球面

の内部に含まれる○

．周の長さが27Tより短い四辺形は各辺の長

さを変えずに変形してcapに内接させる
ことができる。

補題１２辺の長さが６，c(b＋ｃ＜汀)の三角形
は第３辺が外接c叩の直径となるとき、最大の

面積を持つ。

系３３辺の長さがα,6,c(α＋ｂ＋ｃ＜汀)に指
定された半球面内の四辺形が最大の面積をもつ

のは、四辺形がcqpに内接し、しかも残りの辺

がc叩の直径の場合である。

定理３４辺が｡,６，c,。(α＋ｂ＋c＋ｄ＜2行)の

半球面内の四辺形で面積が最大のものは岬に
内接する。

証明 証明ＡＢＣＤをcapに内接する、４辺がα,６，c,。
の四辺形とする。この四辺形を、各辺の長さを

変えずに変形すると面積が減少することを示す。

！補題１の証明

ＡＢ＝ｃとなるＡ,Ｂを固定して、lABClが最
大となるＯＥＦ:＝{ＸｌＸＡ＝b}を探す。

cが最大で、。＞６とする。ＡＰをcapの直径一

とすると、ＡＰはＣＤと交わり、

零ﾉｺ

。＋ＤＰ＜汀,α＋ｂ＋ＯＰ＜汀
・・:｣

響ドドザ

である。３点Ｃ,Ｄ,Ｐと辺長α,６，c,。を固定し
て、ＡＢＣＤをＡ'Ｂ'ＣＤに変形する。

｜A'PD|＜|APDl,|A'BCP|＜|ABCP｜

であるから、

|A'B'CD｜≦｜A'B'CPl＋|A'DPl-lCPDl

＜｜ABCP|＋|PADl-lOPDl

＝lABCDl

U

｣.::...」Ｉ

劉
辮

聯１
１#･_ローJ凸

系２により､Ａで万率が点ｏでＴに接するとき、
￣

|ABO|は最大となる。この場合､ＡＯ－ＬＡ*OB＊

であり、ＯＡ*はc叩(AUB*)の直径。よって

■・‐｜Ⅷ・・ｊ『旧い⑰。，刑・訓・・Ｊ・和－■・扣・０．四『釦。

踵・・・咄Ｆ蝉・抄域芦．・午咄‐沖卜〉薙峰蹄癖灘攝４

Ｈ
■
し
■
Ｌ
Ｂ
ｈ
脇
■

ＬＯＢ*Ａ＊＝とＢ*ＯＡ＊＋ＬＢ*Ａ*Ｃ、
ｬ:､洲

従って、７Ｔ－ＬＢ＝ＬＣ＋而一ＬＡで、ＬＡ＝

とＢ＋ＬＣとなる。ゆえにＥＣはcqp(ABC)の
直径である。ロ

定理４(Bernsteinl905）

長さ２(＜27r)の閉曲線で囲まれた、半球面内の

領域のうち、面積が最大のものは柳である。
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証明 証明

ＢＣが減少今ＬＡが減少今Ｃが三角形の内部

に移動=面積とＬＢが減少。ロ

注）とＢが減少するとＢＣも減少する。Ａ

補題４(固有対角線補題）AＣを四辺形
ＡＢＣＤの固有対角線とする。４辺の長さを

変えずに、固有対角線ＡＣの長さを縮めると、

四辺形の面積は減少する。

Ｂ

４点Ａ,Ｂ,Ｃ,Ｄが円周上に乗らないとせよ。四

辺形ＡＢＣＤに周りの縁をつけたまま、変形し

て四辺形ＡＢＣＤをcapに内接させる。すると

全体の面積が大きくなる。■ 注）固有対角線は長さを縮めても固有対角線

である。（固有対角線が入替わるとき、四辺形

はcapに内接し、面積が大きくなる。）

４固有対角線補題
証明２つの場合に分ける。

(i）ＬBAC,とBOAの一方が鈍角で、、ＡＣ，
ＬＤＣＡの一方が鈍角のとき。補題３を適用ｏ

－Ｂ

・三角形ＡＢＣとＡＣＤの和となる四辺形

において､点りがcqp(ABC)の内点でな
いとき、ＡＣを四辺形ＡＢＣＤの固有対角

線という。

Ａ 戸二，
，

Ｂ

(")ＬBACも上BOAも鈍角でないとき。

Ｂ≠ひで、ＯＢと円はＡＢＯの内部で交わる。
Ａロ．Ｂ

・２つの三角形に分割できる四辺形は必ず

固有対角線をもつ。

・固有対角線を２つもつ四辺形はcapに内

接する凸四辺形に限る。

Ｐ

○，

Ｃ

補題２３辺の長さがα,６，ｚの三角形の辺勿の

対角の大きさ０は、Ｚの単調増加関数である。ロ
cqP(ＡＣＤ)は凸だから上APB,ＬＣＰＢは鈍

角。

・四辺形ＡＰＣＤ：４辺の長さを変えずにＡＣを

縮める→ＡＰＯＤはcapに内接しなくなる→

lAPCDlが減少する。
・四辺形ＡＰＯＨ４辺の長さを変えずにＡＣを

縮める今ＬＡＢＯが減少→ＬＡＢＲＬＣＢＰの

一方が減少→ＢＰが縮む→lAPOBlが減少。
ロ

補題３ｍが鈍角の三角形ＡＢＯの２辺

ＡＢ,ＡＣの長さを変えずに、辺ＢＣの長さを、

４０が鈍角の範囲で縮めると、|ABO|も凪も
減少する。

Ｂ
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系４azp(ABC)の中心がＡＢＣに含まれると

き、ＡＣ,ＢＣの長さを変えずにＡＢを縮めると、

|ABC|は減少する。

証明Ｃ'を大円ＡＢに関して、点○に対称な点

とせよ。するとＡＢは四辺形ＡＯＢＯ'の固有対

角線となる。従って、ＡＢを縮めると、四辺形

の面積が減少し、その半分であるＡＢＣの面積

も減少する。ロ

補題５

(1)球面半径がａ以下のc叩に内接し、３辺
の長さがα以上の球面三角形には、ｃよ

り長い辺はたかだか１つしかない。

(2)
Ｃ

ﾑｰﾆﾆﾆﾂﾞ<…
(3)

liﾊiへ
系５３辺が｡ｗ,ｚＥ[晉,晉]の三角形ＡＢＣの
２辺の長さを変えずに他の１辺を縮めると、面

積が減少する。

ＤＡＢＯＤは凸四辺形、

⑳≦Ｃ，α≦ｕｌｔＭＤ

=ｼ＞ｂ、

６Ａ
ｕ証明Ａ,Ｂ,ｃを頂点とする平面三角形の各辺の

長さは１以上ｂ以下。ゆえに、その外心は平

面三角形に含まれる。従って、ｃａｐ(ABO)の中
心はＡＢＣに含まれる。ﾛ

ＺＺ
ｕノｕノ

、

Ｃ
Ｕ

Ｂ

証明

(1)このような三角形の２番目に大きい辺の長

さの上限は？半径が＠のcapに内接し最小辺が

αである２等辺三角形の等辺の長さｓが上限。

Ｉ

nニュートンの１３球問題

璽
『！

５球面余弦定理・補題

定理５(球面余弦定理）３辺がｑｗ,この球面三
角形の辺ｚの対角を０とすると、
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余弦定理を用いて､cosP＝；，ＣＯＳＳ＝;＋

:cos(術_吾),｡=c・・-1(￥)=･ロｃｏｓｚ＝coszcosy＋sinzsmUcosO

が成立する。Ｕ

定数＠,６，c,γを次のように定義する：

。＝芸-LM’

化｡｡s-号肌仇

…･鼎(字形肌
γ＝吾

(2)０＝０(z,ｇ,z)三０(z,ｗｚ）（補題２)．

ｚ＝＠のとき、

Ａ,Ｃを固定してＢを動かす。
⑩ニリニ６のとき、
０は９について単調減少。
．..O(Ｚ,3Ｍm)三0(z,６，α)．

次にｚ＝αｗ＝ｂのとき、Ａ,Ｂを固定してＣ
を動かす。

…
欝
訓
＃
…

Ｃｌ色
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証明グラフの辺数は全土等辺＝３２ゆえに次
数の総和は64で、１頂点だけが次数４、他は

次数５である。四辺形から出発して、実際に平

面グラフを構成することを、次の２つの場合に

分けて試みる.いずれの場合も不可能であるこ

とを確かめる。

(i)四辺形の頂点の次数がすべて５である。

(")四辺形の頂点に次数４の頂点がある。
ロ

Ａ

０(z,6,｡）三ｍｍ{0(＠,６，α),0(“｡)｝

＝,(`ｗ､)=蓋
となる。Ｂ

(3)Zノーノ(u,Ｍ);z)の下限を求める。補題２

より、ｆ(u,Ｍｊ,z)三池,Ｍ,z)．

６１２球定理

定理６１つの単位球に同時に接することがで

きる単位球の個数の最大値は12である。ただ

し、異なる球どうしは交差できない。

証明Ｘを単位球面上の、互いの球面距離が

α以上の点集合で点の個数〃が最大のものとす

る。Ｘの凸包（凸多面体）は球の中心を含む。

球の中心から投影して球面を多角形分割。対

角線を加えて、球面の三角形分割γを作る。

オイラーの公式により、γの三角形の個数は

2，－４．

，ｂＡ
ａ ＺＺ

ａａ

Ｕ

Ｃ
ａ

Ｂ

LABD＋LDBOを最小にするｚ(≦c)は？

,Ｂを固定してＤを動かす。
上ＡＢＤは、＝ｃで最小。

同様に、

上ＤＢＣもｚ＝ｃで最小。

...zノニノ(α,｡,｡,c)．

、＜１３である。汎＝１３なら、

b以上の長さのγの辺はたか

だか１本しかない。

(*）

（証明は後で｡）

、＝１３と仮定せよ。すると、γの面数は22で

ある。γから長さがｂ以上の辺を消して得られ

るグラフをＧとする。補題５(2)により、

１．Ｇの各頂点の次数は５以下である。

γに長さ６以上の辺がなければ、Ｇは22個の

三角形の面を持ち、辺数は22×3/2＝33とな

り、平均次数は66/13＞５で矛盾｡よって丁に
は長さｂ以上の辺が１本ある。ゆえに

２．Ｇの面は１個の四辺形と20個の三角形。

Ｇの３－サイクルの小さい側の面積は、系５に

より、３辺がｂの三角形の面積７－１．１９４８よ

り小さい。各三角形の面の面積は３辺がαの三

ｚ＝ｃのときＬＡＢＯ再1.7238

巾,｡,α,c)-1.4347＞bRm､427.ロ

補題６頂点数１３の平面グラフで、以下の３

条件を満たすものは存在しない。‘

１．各頂点の次数は５以下である。

2．グラフの面は20個の三角形と１個の四辺

形からなる。

3.長さ３のサイクルは三角形の面の周に

限る。

clcl



角形の面積JR30.5513以上である。ゆえに３－

サイクルの小さい側は三角形の面を３つ以上含

むことはできない。

Ｇの各頂点には３つ以上の三角形が集まるか

ら、３－サイクルの小さい側に頂点は現れない。

３．３－サイクルはすべて面の周である。

補題６により、1.2.3.を満たすような頂点数１３

の平面グラフは存在しない。従って、そのよう

な球面上のグラフも存在しない。ゆえに、＝１３

は不可能。

単位球面に内接する正２０面体（頂点数12）

の辺を球の中心から投影して球面を三角形分割

する｡球面上の正三角形の面積は諾屑06283
で6門0.5513より大きい。ゆえに頂点間の距

離はαより大きい。従って〃＞１２である。ロ

四辺形の固有対角線はｚである。この場

合、固有対角線はｂより大きい。

注２赤い三角形は長さｂの辺を持ち、ｃよりも

長い辺を持たない。取り出した’対の三

角形に赤いのがあれば、合わせた四辺形

の固有対角線は､補題５(3)により、６よ
り長い。

ｏ操作☆で三角形の面積の総和は減少。

・操作☆で長さがｂ以上の辺の本数は不変。

bより大きい辺がなくなったら、ｂより小さい

辺をすべてαに縮める。系５により、この操作

でも三角形の面積の総和は減少する。最終的に

三角形は３辺が

(｡,｡,α),(｡,｡,b),(α,Ｍ),(6,Ｍ）
(*)の証明γにおいて、

１）各辺の長さはα以上。

２）各三角形の外接capの半径くα、

３)各辺は両側を合わせた四辺形の固有対
角線。

４）各三角形にｃより長い辺はたかだか１本。

の４種類になる。４種の三角形の面積は、それ

ぞれ

服0.5513,α母0.667,β-0.8923,7-1.1948.

,の三角形の面積の総和は47Tより小さいから

2,-4＜4万/6R‘22.8.

ゆえに、＜１３である。〃＝１３と仮定せよ。す

ると、三角形の個数は22．面積がα,β,γの三

角形の個数をj,ｊ,kとすると、

γの三角形を切り離して得られる２７３－４個の

三角形の集合を、とする。Ｄにｂよりも長い

辺を持つ三角形があれば、次の操作☆を、ｂよ

り長い辺がなくなるまで繰り返す。
4汀＞（22-ｉ－ｊ－ｋ)6＋iα＋jβ＋ｋγ

＝226＋i(α－５)＋j(β－J)＋A(７－J）

Ａゴ12.128＋0.115i＋0.341j＋0.643k，

☆最も長い辺、を共有する１対の三角形を

Ｄから取り出し、辺勿で合わせて四辺形

を作る。この四辺形の４辺の長さを固定

して変形し、固有対角線（辺勿とは限ら

ない）の長さをｂに変える。長さがｂと

なった対角線で切って２つの三角形に分

け、２つに赤い色を塗ってのに戻す。

注１最長辺勿を共有する三角形のどれも赤く

ないときは、３)により、辺勿で合わせた

．.、0.438＞O115i＋0.341j＋O643h．

ゆえに、ルー0．（｡,Ｍ)型の三角形があれば、
長さｂの辺を持つ三角形があと２つはあるから、

右辺は左辺を超える。ゆえに、ノー０．ｉは偶数

だから、ｉ＝０か、ｉ＝２である。ゆえに、γに

長さがｂ以上の辺は１本以下。■

ＩＯＤ


