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球面上のランダム幾何＊

前原滴（琉球大学）

球面上にランダムに配置した点や大円、球'1]胃の系などで決まる幾何学

的な量や`性質に関して、面白そうな結果を、球面の対称性等を用いて直

観的、初等的に導く。また、これらの結果の応用や、応用面から提起さ

れた問題を考える。内容は次のようになっている：

１.球面上のランダムな点と大円

２.幾何確率の問題

３.極図形と双対性

４.Sylvesterの問題と双対性の応用
５Croftonの公式とSantal6の弦定理

６.半球面上のランダム図形

７.角の見かけの大きさ

８.ランダムな球帽の系

９.漸近的確率

10.ランダム球帽系による被覆確率

１章から６章までは、主として古典的な結果を述べている。定理1.4,定

理4.3,4.4は、容易に導かれるものではあるが、どこにも出てない新しい

結果だと思う。７章の内容は東海大の前田陽一氏と筆者の共同研究の結

果であり、Ｓ～10章の内容は最近の筆者の研究結果である。

*熊本大学教育学部で行った連続講義（2002年８月７～９日）のノート
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１球面上のランダムな点と大円

単位球面Ｓ上で一様分布をする点Ｘ（の実現値）をｓ上のランダム点

という。ｘが一様分布をするというのは、Ｓ上の任意の領域Ｗに対して

ｐｒ(ｘｅＷ)＝Ｗの面積
４７Ｔ

を意味する。球面Ｓを、その中心を通る平面で切った切り口として得ら

れる円を大円という。球面ｓを地表、大円を赤道と見たとき、北極、南

極にあたる点を大円の極という。したがって大円には極が２つある。ｓ上

の点を１つ与えると、それを極とする大円が決まる。ランダム点を極と

する大円をランダム大円といい、Ｇで表す。以下の２点に注意しよう：

、ランダム大円Ｇの極の１つをかってに選ぶと、ランダム点が得ら

れる。

・２つのランダム大円Ｇ１,Ｇ２を独立にとり、それらの交点の１つを

かってに選んで得られる点はランダム点である。

Ｓ上の２点ｘ,ｙの間の球面距離をｘｙで表す。また、ｘ,ｙが１本の直径
の両端でない場合は、この２点を結ぶ大円弧（の短い方）も、同じ記号

ｘｙで表す。ｘ,ｙをＳ上の独立な２つのランダム点とするとき、２点間の

球面距離０＝ｘｙがｔ以下となる確率はいくらか？２点ｘ,ｙの間の球面
距離を考えるとき、球面の対称性から、点ｘは定点と考えてよい。明ら

かに、Ｐｒ(０三t)はランダム点ｙが点ｘを中心とする球面半径ｔの球帽

(cap)に入る確率に等しい。この球帽の面積は2打(l-COSt)であるから、

pr(0三t)＝(１－cost)/2である。したがって、任意のＯ＜α＜ｂ＜行に
対して、

ﾉ(湯（竿)卜r苧ａPrいく０＜b)＝

となる｡任意のα,b(いく6二打)に対して、Pr(α<，<b)=ﾉ(ﾂﾞﾌﾞ(Ｍ
を満たすような関数′(8)を確率変数０の確率密度関数という。

定理１．１ｓ上の独立な２つのランダム点ｘ,ｙの間の球面距離０＝ｘｙの
確率密度関数は

ｆ(8)=芋
である。□
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これから、２点ｘ,ｙの球面距離の期待値Ｅ(xy)は

Ｅ(xy)＝ﾉ(ｗＷ)αﾀ

ｰﾉ(蒜`芋ルノ(獄,(苧ル
ート(苧)1:-ﾉ(苧｡ﾄ芸＝

Ｓ上の３点が１つの大円上に乗らないとき、これらの３点を３つの（7Ｔ

より短い）大円弧で結ぶと球面三角形が得られる。この三角形（の周）は

Ｓを２つの領域に分ける。そのうちの小さい方を球面三角形の内部という。

定理１．２８上の独立な３つのランダム点を頂点とする球面三角形の周の

長さＬの期待値は37r/2で、面積Ａの期待値は汀/2である。

証明：ランダムな３点をｘ,ｙ,ｚとする。

Ｅ(L)=E(xy+yz+zx)-Ecw)+E(yz)+E(垂)=等～
球面三角形の面積の公式から、Ａ＝とx＋とｙ＋Lz-7rである。Ｅ(とx)＝

E(Lyxz)を考えるとき、ｘ,ｙは定点としてよい。するとLyxzは閉区間

[０，汀]で一様分布をする。ゆえにＥ(」x)＝汀/２．したがって、Ｅ(A）＝

3打/２－汀＝汀/2である。□

独立な２つのランダム大円Ｇ１,Ｇ２に対して、この２つの大円のなす小

さい方の角をＧ１,Ｇ２の交角という。Ｇ１,Ｇ２の交角Ｐ(O≦Ｐ≦汀/2)の分

布を考えるとき、＿方の大円Ｇ１は固定して考えてよい。Ｇ１を定点ｐを

極とする大円とし、この大円のｐを含む側の半球面をＨ(p)で表す。ラン

ダム大円Ｇ２の極のＨ(p)に含まれる方の点をｘ２とすると、ｘ２はＨ(p）

上で＿様分布をする。しかも、Ｐ＝ｐｘ２となっている。これから、次の

定理が導かれる。

定理１．３独立な２つのランダム大円の交角Ｐ(0≦Ｐ三汀/2)の確率密度

関数は”)＝ｓｍＰ(0≦ｐ三打/2)である。□

例えば、独立な２つのランダム大円の交角Ｐの期待値は、部分積分法
を用いて、

ノ(呵遡…αP-l
となる。
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定理１．４単位球面Ｓ上の独立な４つのランダム大円Ｇ１,Ｇ２,Ｇ３,Ｇ４は

(確率１で）Ｓを８つの三角形領域と６つの４角形領域に分ける。Ｓつの

三角形領域の中から等確率で選んだ１つの三角形領域を△とし、その面積

をA△とすると、Ｅ(A△)＝12/汀一介である。また、６つの４角形領域の中

から等確率で選んだ１つの領域の面積Ａｐの期待値はＥ(Aﾛ)＝2行-16/汀
である。

証明：定点ｐを極とする半球面Ｈ(p)の境界が大円Ｇ１であると思ってよ

い。ランダム大円Ｇ２はＨ(p)を２つの領域（‘月形，）に分ける。Ｇ３と
Ｇ４はこの２つの月形の￣方で交わる。Ｇ３,Ｇ４の交点を含まないほうの

月形の頂角を沙とし、Ｖ)の期待値を求めよう。２つの月形の小さい方を

Ｍとすると、Ｍの頂角が､Ｇ１,Ｇ２の交角Ｐである。Ｇ３,Ｇ４の交点の１

つをかってに選んだものはｓ上のランダム点であるから、⑫＝Ｐとなる

確率は(汀一Ｐ)/汀であり、妙＝ｎ－Ｐとなる確率はい/汀である。Ｅ(⑫)を

求めるには、「Ｍの頂角＝Ｐ」という条件の下での妙の条件付期待値を

求め、さらに、Ｐを動かして期待値をとればよい。（“期待値は、条件付

期待値の期待値に等しい，,）したがって

Ｅ(妙)＝ｒ'２(P旱+(汀-P)二)Sm”
＝ﾉ(w三二二二a．”P=÷

となる。図を描いてみれば明らかなように、△のどの内角の期待値も

Ｅ(妙)＝汀/4に等しい。ゆえに、Ｅ(A△)＝12/汀一打である。

また、４角形領域の１つの内角の期待値は汀－４/汀だから、

Ｅ(A･)-4(燕-÷)-2打=2行-型７Ｔ
である。□

２幾何確率の問題

次の定理はWendel(1962)による。このWendelのアイデアは、あとで
球面上のSylvester型の問題を考えるときにも利用される。

定理２．，ｓ上の独立なｎ個のランダム点ｘ,,ｘ2,...,x7zが１つの半球面上

に乗っている確率は
ｎ２－ｎ＋２
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である。

(例）３個の点は必ず１つの半球面上に乗っている。上の式で、＝３とす

ると2二:±ニーＬ

補題２．１ｓ上のｎ個の大円が一般の位置にある（どの３つも同一点で交

わることがない）なら、ｓはｎ個の大円で(ｎ２－ｎ＋2)個の領域に分けら
れる。

証明：球面上のｎ個の大円の描く図形を、大円の交点を頂点とするグラ

フとみなす‘すると頂点数は2(3)＝､(､-1)で､各頂点の次数は4だか
ら、辺数は4,(､－１)/2＝2,(､－１)となる。したがってオイラーの公式
から領域数＝２－頂点数十辺数＝、２－，＋２となる。□

定理の証明：ｎ個のランダム点を次のようにとることにする。まず、ｎ個

のランダム大円Ｇ１,Ｇ2,...,Ｇ,２を独立に取り、各ランダム大円の２つの

極のなかから、１点ずつかってに選んでいく。するとｎ個の独立なラン

ダム点Ｘ,,Ｘ2,...,Ｘ,zが得られる。点Ｘを極とする半球面（Ｘを極とする

大円のｘを含む側）をＨ(x)で表す。すると

ｘ,,…,x,,が１つの半球面Ｈ(p)上に乗っている

…≦芸(j=1,2,…弧）
骨ｐｅＨ(ｘｊ(i＝1,2,…,､）

骨ｐＥＨ(x1)ｎＨ(x2)ｎ…ｎＨ(x伽)．

つまり、ｘ,,…,ｘ『zが１つの半球面上に乗っていることと

Ｈ(x,)ｎ…ｎＨ(x1z)≠０

は同値である。

ｎ個のランダム大円Ｇ１,…,Ｇ”は確率１で一般の位置にあり（つま

り、どの３つの大円も１点で交わることはなく）、これらの大円は球面を

､２－，＋２個の領域に分ける。しかも、Ｈ(x,)ｎ…ｎＨ(x,ｊ≠０のとき

H(x,)ｎ…ｎＨ(x,z)はこれらの領域の１つである。したがって、Ｈ(x,)ｎ

…ｎＨ(x､)≠０となるような極x,,…,x､の選び方は、ちょうど､2-,＋２
通りある。ｎ個の大円から極を１つずつ選ぶ方法は2,通りある。ゆえに、

G1,…,Ｇ"を決めたとき、極を１つずつ選んでＨ(x,)ｎ…ｎＨ(ｘｊ≠０

となる確率は(､２－，＋2)/2"である。これはＧ１,…,Ｑをどう選ぼうと
関係ない一定の値である。ゆえにｎ個のランダム点が１つの半球面上に

ある確率は(､２－，＋2)/2"である。□
,－１’
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演習２．１円周上で一様分布する点を独立にｎ個とるとき、これらがある

半円周上に乗っている確率は2"/2"である。これを示せ。

３極図形と双対性

Ｓ上の空でない点集合（図形）Ｘに対して

ｘ･＝ｎＨ(p）
peX

をＸの極図形という。例えば、｛x,y,z}｡＝Ｈ(x)ｎＨ(y)ｎＨ(z)である。

演習３．１ｓ上の点ｐを中心とする球面半径Ｅ（O＜ｅ＜汀/2）の球帽の極

図形はｐを中心とする球面半径汀/２－ｅの球帽であることを示せ。

演習３．２長さが汀より短い大円弧ｐｑに対して、

（pq)｡＝Ｈ(p)ｎＨ(q）

となることを確認せよ。

極図形をつくる操作については以下のことが成立する：

。(UxD｡＝ｎｘ;(・
入入

●ＸｃＹ=Ｘ・っＹｏ・

証明：Ｙ＝Ｘｕ(Ｙ－Ｘ)であるから、Ｙ゜＝Ｘ゜、(Ｙ－Ｘ)゜ｃＸ｡・

・ＸＣＸ｡｡＝(Ｘ゜)｡、
証明： ｐｅＸ今ＸｏＣＨ(p）

。vqexoについて四三芸
＝ｐｅｎＨ(q)＝ｘ゜。、

ｑｅＸｏ

。Ｘ・＝Ｘ･･･・

証明：Ｘｏｃ(Ｘ･)。｡、また、ＸｃＸ｡｡よりＸ゜っＸ゜｡｡、

いくつかの半球面の共通部分の面積がＯでないとき、その共通部分を

球面上の凸多角形という。凸多角形の境界がｎ個の大円弧からなるとき、

凸、角形という。凸２角形（、＝２の場合）は月形とも呼ぶ。凸３角形は

球面三角形に他ならない。、三３のとき、凸、角形は必ず球面半径が汀/２
より小さい球帽に含まれる。

７９
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定理３．１，＞３のとき、球面上の凸、角形Ｋ＝v1v2…ｖｎについて次の

３つが成立する。

（１）Ｋ゜。＝Ｋ

(2)Ｋ゜＝Ｈ(v,)ｎＨ(v2)ｎ…ｎＨ(v"）

(3)Ｋ･は凸、角形である。

証明:(1)Ｋはいくつかの半球面の共通部分であるから、それらの半球面の
極の集合をＸとすると、Ｋ＝Ｘｏである。ゆえに、Ｋ｡｡＝Ｘ｡｡｡＝Ｘ･＝Ｋ

(2)Ｋの境界をａＫで表す｡Ｋ＝Ｕ(v1p)であるから、
ｐｅａＫ

Ｉｒ｡＝ｎ(v1p)．＝ｎ(H(v1)ｎＨ(p))＝ｎＨ(p)＝(aK)ｑ
ｐｅａＫ ｐｅａＫ ｐｅａＫ

また、ＯＩＩ＝(v1v2)Ｕ(v1v3)Ｕ…Ｕ(v躯v,)であるから、

Ｋ゜＝(ａＫ)｡＝(v1v2)｡ｎ…ｎ(v"v,)｡＝Ｈ(v1)ｎ…ＵＨ(v"）

である。

(3)、三３だから、Ｋは球面半径が汀/２－ｓ（eは小さい正数）のある球
帽に含まれる。よってＫ・は球面半径がどの球帽を含む。したがってＫ゜

の面積はＯでなく、Ｋ･は凸多角形である。Ｋ･の辺数を、とすると、Ｋ゜

はｎ個の半球面の共通部分であるから、、≦ｎである。同様な議論によ

り、（Ｋ･)｡＝Ｋの辺数は、以下である。したがって、、＝ｍである。□

、＞３とし、Ｋを凸、角形とする。Ｋの任意の頂点ｖに対して、Ｈ(v）

の境界ａＨ(v)に含まれるＫ゜の辺がただ１つ決まる。この辺をＫの頂点

vの双対辺と呼ぶ。また､Ｋの任意の辺uvに対して、ａＨ(x)が大円弧ｕｖ
を含むような、Ｋ･の頂点ｘがただ１つ存在する。この（Ｋ･の）頂点ｘを、

Ｋの辺Ⅲの双対点という。この場合、Ｋ･の頂点ｘの双対辺（Ｋ｡｡＝Ｋ

の辺）がuvである。Ｋの頂点ｖの双対辺をｘｙとすると、ｘｖ＝汀/2だ

から、ｖはａＨ(x)上にある。従って、Zr･゜の頂点ｖは凸、角形Ｋ･の頂
点ｘの双対辺の端点である。つまり、ｕ,ｖ,ｗがＫの周上の連続するＢ頂

点なら、辺ｕｖの双対点とｖｗの双対点はｖの双対辺の両端点である。Ｋ

の頂点、辺とＫ･の辺、頂点の間のこのような関係をＫとＫ･の間の双

対性(duality)という。

定理３．２Ｋを凸、角形（、三３）とする。Ｋの任意の頂点ｖに対して

Ｌｖ＋(ｖの双対辺の長さ)＝汀

が成立する。

７７



証明:ｖの双対辺をｘｙとする。ｘの双対辺をｖｗ、ｙの双対辺をｕｖとする

と、Ｌｖ＝Luvwである。また､辺uvはａＨ(y)上にあるから､Luvy＝汀/２
である。同じ理由で、Ｌｘｖｗ＝穴/2である。したがって、ＬｕＷ＋xvw＝汀
となる。一方、（図を描いて見ればすぐわかるように）

■
■
Ｉ

Ｌｕｖｗ＋Ｌｘｖｙ＝Ｌｕｖｙ＋Ｌｘｖｗ

であるから、とv＋Lxvy＝汀となる。また、ｘｙはａＨ(v)上にあるから、
C

LXVy＝Ｘｙである。ゆえにとＶ＋Ｘｙ＝7Tとなる。□

系３．Ｍ＞３とし、Ｋを凸、角形、Ｋの面積をＡ(Ｋ)、Ｋ゜の周の長さを

L(Ｋ･)とすると

Ａ(Ｋ)＋Ｌ(Ｋ゜)＝2汀

となる。

証明：Ｋ＝V1V2…Ｖ”とする。Ｋは、対角線を引くことによって、－２

個の球面三角形に分けられる。各球面三角形の面積は３つの内角の和か

ら汀を引いたものであるから、Ａ(K)＝ZLvボー(､－２)汀となる。した

がって、定理３．２を用いて

７Ｌ

、＝Ｚ(とv`＋(v`の極対辺の長さ))＝Ａ(K)＋(､－２)而十L(K･）
ｉ＝１

が得られる。ゆえにＡ(Ｋ)＋Ｌ(Ｋ゜)＝2汀である。□

注意定理3.2の頂点での内角と双対辺の長さの関係、系３．１の多角形の

面積とその極多角形の周の長さの関係も、図形とその極図形の間の双対

性という。

４Sylvesterの問題と双対性の応用

平面上で、ある分布に従う点を独立に４個とるとき、「これら４点が凸

四辺形の頂点となる確率Ｐを求めよと」いうのがSylvesterの問題であ

る。これについては、次のような結果が知られている。

。円の内部で￣様分布する場合Ｐ＝１－３５/(l27r2)．

・長方形の内部で￣様分布する場合Ｐ＝25/３６

．三角形の内部で一様分布する場合Ｐ＝2/3．

ざ0
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・２次元正規分布の場合Ｐ＝(6s､-1;)/m

ここでは、球面上でのSylvesterの問題を考えよう。

Ｓ上の点集合Ｘに対して、Ｘを含むような半球面すべての共通部分を

Ｘの凸包という。（Ｘが半球面に含まれない場合は、Ｘの凸包はＳ全体と

する｡）例えば、Ｓ点x,y,ｚが１つの大円上に乗ってなければ、｛x,y,z｝

の凸包は球面三角形である｡球面距離が7Tより小さい２点Ｐ,ｑの集合の

凸包は（7Tより短い）大円弧Ｐｑである。

ＸＣＨ(p)骨{p}ＣＸｏ骨ｐｅＸ゜

であるから､ｘの凸包＝ｎＨ(p)＝ｘ･･である。
ｐｅＸｏ

定理４．１独立な４つのランダム,点の凸包が凸４角形となる確率は3/８，

三角形となる確率は1/2である．また、独立な５個のランダム点の凸包

がＳ角形、４角形、三角形となる確率は、それぞれ、１/16,5/16,5/16で
ある。

証明:独立な４つのランダム点の集合Ｘ＝{x1,x2,x3,x4｝の凸包をＫと
する。

Ｋは凸４角形ＱＸｏｏは凸４角形

｡Ｘ･＝Ｈ(xi)ｎＨ(x2)ｎＨ(x3)ｎＨ(x4)は凸４角形

である。４つのランダム点をとるのに、４つのランダム大円Ｇ１,Ｇ２,Ｇ３,Ｇ４

をとり、各大円から１つずつ極をかってに選んでいく。すると、極の選び

方は２４＝１６通りである。一方、４つの大円Ｇ１,Ｇ２,Ｇ３,Ｇ４で球面を分

けると、図を描いて調べてみればすぐわかるように、いつでも三角形の

領域が８個、４角形の領域が６個できる。したがって、Ｈ(x1)ｎＨ(x2)ｎ

Ｈ(x3)ｎＨ(x4)が凸４角形になるような極の選び方は６通りある。ゆえ
に、Ｋが凸４角形のとなる確率は6/16＝3/8である。また、Ｋが三角形

となる確率は8/16＝1/2である。
同様に、一般の位置にある５つの大円で球面を分けると、５角形が２

個、４角形が10個、三角形が10個できる。これから、定理の後半の部分

が得られる。□

注意この定理を６個以上のランダム点の場合に拡張するのは容易で

はない。、三６の場合、一般の位置にあるｎ個の大円で球面を分けると

き、、角形の領域の個数が常に一定ではないのである。

言Ｉ



問題１６個のランダム点の場合、上の定理はどうなるか？

演習４．１独立な４つのランダム点ｘ1,ｘ2,ｘ3,ｘ４に対して、２つの大円弧

x1x2とx3x4が交差する確率は1/8であることを示せ。

定理４．２８上の独立なｎ個（、三３）のランダム点の凸包をＫとする。

Ｋが凸多角形となるときの、Ｋの周の長さＬ、面積Ａの期待値は

27T(､2-3,＋2）
E(小峯竺鶉β(A)‐ ､２－，＋２

である。

証明：球面はｎ個の大円で、２－，＋２個の球面多角形に分割される。

が凸多角形のとき、Ｋ･はこれら、２－，＋２個の多角形の１つである。

ると、ＫＯの面積の期待値は

Ｋ
す

47｢

、２－，＋２

となるから、双対性により、Ｋが凸多角形のとき、Ｋ＝Kooの周長の期

待値Ｅ(L)は

27r(､２－，）47Ｔ

E(L)＝2而一
、２－，＋２、２－，＋２

となる。各大円は、他の、－１個の大円で2(、－１)個の大円弧に分けら

れる。したがって、大円弧の長さの期待値は汀/(､－１)である。大円弧の

総数は2"(､－１)であるから、Ｋ･の辺数の平均は

各領域の辺数の合計２×2,(､－１）
、２－，＋２、２－，＋２

である。したがって、Ｋ･の周長の期待値は

汀４，(､－１）４ｍ
、－１，２－，＋２、２－，＋２

である。ゆえに、双対性により、Ｋ･･＝Ｋの面積Ａの期待値は

４ｍ２打(､2-3,＋2）
Ｅｕ)＝27ｒ－

ｎ２－ｎ＋２、２－，＋２

となる。□

9２
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定理４３ｓ上の独立な４つのランダム点の凸包をＫとする。Ｋが球面三

角形となるとき、その面積の期待値は7Tである。Ｋが凸４辺形となると

き、その面積の期待値は27T/3である。

証明：独立に４つのランダム大円Ｇ１,Ｇ２,Ｇ３,Ｇ４をとり、それぞれの大

円の極をかつてに１つずつ選び、Ｘ1,Ｘ2,Ｘ3,Ｘ４とする。これらは独立な

４個のランダム点となる。これら４点の凸包Ｋが球面三角形となるとき

K･＝Ｈ(x,)ｎ…ｎＨ(x4)は球面三角形であるから、Ｋ･はＳを４つの
大円Ｇ１,Ｇ２,Ｇ３,Ｇ４で分けて得られる８個の三角形の１つである。この

三角形の周長の期待値はいくらか？球面上にランダム大円を４つ描くと、

各大円は６個の大円弧に分割され、２４個の大円弧は、どれも三角形と４

角形の共通辺であり、しかも周囲の状況はまったく同じで、区別できな

い。したがって、対称性により、各大円弧の長さの期待値はすべて同じ

で、汀/３に等しい。ゆえに、三角形Ｋ･の周長の期待値は汀である。する
と、双対性により、Ｋが三角形となるときの面積の期待値は7Tである。

Ｋが凸４角形となる場合の面積の期待値も、同様にして、２汀－４行/3＝

2Ｗ/３となることがわかる。ロ

注意Ｓ上のランダムなら点の場合は、この定理と同じようにはいか

ない。Ｓを５つのランダム大円で分けるとき、大円弧が４０個できるが、

これらは３種類の異なるタイプに分けられ、各タイプの大円弧の長さの

期待値を求めるのが難しいのである。

問題２５個のランダム点について、上の定理に相当する定理を見つけよ。

定理1.4と双対性を用いて次の定理が得られる。

定理４．４ｓ上の独立な４つのランダム点の凸包をＫとする。Ｋが球面三

角形のとき、その周長の期待値は37T-12/汀である。Ｋが凸４角形とな

るとき、その周長の期待値は16/汀である。□

演習４．２この定理を証明せよ。

定理４．５ｓ上の独立な３つのランダム点が作る三角形の面積をＡとす

ると、

ロ仏，)=筈
である。

９３
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この定理を証明するのに、次の全確率の公式を用いる。確率変数Ｔの

確率密度関数を八t)とすると、

)=ﾉ〔二H(…'T=ｔｗ)伽Pr（

である。ここで、Ｐｒ(…｜Ｔ＝t)はＴ＝tという条件の下での…の条件
付確率を表す。

定理の証明：５個のランダム点ｘ,,…,ｘ５の凸包Ｋが三角形となる確率

は5/16であった。一方、

Ｋが三角形骨２点が他の３点のなす三角形の中に入る

が成立する。Ｘ1,Ｘ2,X31X4,Ｘ５のなかの、ＸｉｌＸｊ以外の３つの点のなす三

角形を△ij、その面積をＡ，Ａの密度関数を′(α)とすると

Pr(X`,Xje△が）

＝ﾉr爾H(x`吟e△がlA-q)巾)αα
＝ノバ会)，ﾙ)αα
-歳ﾉ(断｡`ﾙ)αα=鶚

(3)となる。一方、 Pr(x`,Xje△匂)＝5/１６であるから

(:)課一念
ゆえにＥ(A2)＝汀2/2である。□

５Croftonの公式とSantal6の弦定理

補題５．１ｐｑを長さが8(＜汀)の大円弧、Ｇをランダム大円とするとき

Ｈ(pqnG≠，)=：
である。

9千
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証明：はじめに、頂角が０の月形の面積は20であることに注意しよう。

ランダム大円Ｇを、Ｓ上のランダム点ｘを極とする大円として考える。

ｐの対心点（ｐを一端とする直径の他の端点）をｐ*で表す。すると、点
p,ｑを赤道上の点として、北極の方から見た図を描いてみれば明らかな

ように

ｐｑｎＧ≠０骨ｘｅ(Ｈ(p)ｎＨ(q*))Ｕ(Ｈ(q)ｎＨ(p*)）

となる。月形Ｈ(p)ｎＨ(可)およびＨ(p)ｎＨ(Ｔ)の面積は、いずれも２０
であるから、

Ｈ(pqnG≠`)_苧;
である。□

Ｓ上の曲線ｒとランダム大円Ｇの交点の個数を"(Inc)で表す。する

と〃(ｒｎＧ)は確率変数である。ｒが長さ０の大円弧ｐｑなら〃(ｐｑｎＧ）
の確率分布は、補題5.1により

１－０/汀０/汀

"(ｐｑｎＧ）
確率

○○
￣

０

で与えられる。したがって、Ｅ("(ｐｑｎＧ))＝Ｐｒ(ｐｑｎＧ≠O)＝0/汀で
ある。

定理５．１８上の長さＬの曲線ｒに対して、

Ｅ("(rnG))=二
である。

証明：曲線ｒを、大円弧をつないで得られる折れ線p1p2…ｐ"+,で近似

する。ｐｉｐｉ+,の長さを仏とすると、

E("(plp2…p"+ｌｎＧ)）＝Ｅ("(plp2nG))＋…＋Ｅ("(p"p阿十ｌｎＧ)）
０，＋…＋０，２

Ｉ

|｜

｜

,|’

７Ｔ

となる。、を大きくしてｐ`,ｐｚ+,の間隔をどんどん細かくしていくと折

れ線plp2...ｐね+1はｒに近づき、０１＋82＋…＋0”→Ｌとなるから、

E("(ＩｈＧ))＝Ｌ/可である。□

半球面に含まれる図形で、その凸包がそれ自身に一致するものをＳ上

の凸図形という。面積がｏでない凸図形は、凸領域と呼ばれる。例えば、

月形や球面三角形は凸領域である。

FＧ



《 定理５．２ｓ上の凸領域Ｋの周の長さがＬのとき、

Ｈ(KnG≠,)_会
である。□

注意定理5.1,5.2の結果はいずれもCroftonの公式と呼ばれている。

演習５．１ランダム大円ＧがＫの境界に接する確率はＯであり、ＧがＫ

を‘切る’ならＧとＫの境界ａＫはちょうど２点で交わる。これを用い

て定理5.2を証明せよ。

定理５．３(Santal6）ＫをＳ上の凸領域とし、その面積をＡとする。大
円弧ＫｎＧの長さをＰで表す。（ＫｎＧ＝０ならＰ＝０とする。）この
とき

Ｅ(P)=会
である。

証明：Ｇ,Ｇ'を独立な２つのランダム大円とする。ＧｎＧ'＝{x,x*}とす

ると、ｘ,ｘ*はいずれもランダム点である。（ただし独立ではない｡）

ＫｎＧｎＧ'≠０骨ｘｅＫｏｒｘ*ｅＫ

であり、事象ｘｅＫと事象ｘ*ｅＫが同時に起こる確率はＯだから、

Ｈ(KnGnG'≠,)=P正(xeK)+H(誕繍EK)=等一芸
である。一方、確率変数Ｐの密度関数をｆ(P)とすると、全確率の公式を
用いて、

Ｐｒ(ＫｎＧｎＧ'≠0）

＝rPr(KnGnG'≠,lKnGの長さ=p)ﾙ)α晩
また、Croftonの公式から

Ｐｒ(ＫｎＧｎＧ'≠Ｏ１ＫｎＧの長さ＝ｐ)＝ｗ汀

である。よって

Ｈ(KnGnQ≠,)=ﾉ(諏二ﾙﾙｰ半，
したがって、Ｅ(P)＝Ａ/2である。□

Ｉ
“
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、

６半球面上のランダム図形

Ｈを固定した半球面とする。Ｈ上のランダム点とは、任意のＷＣＨ

に対して、

ｐｒ(ｘｅＷ)＝Ｗの面積
２７Ｔ

を満たす点ｘのことである。半球面上のランダム図形の取り扱いは、対称

』性が欠如しているため、球面の場合より一般に難しい。ここでは、Crofton

の公式を利用して、半球面Ⅱ上の独立な２つのランダム点の間の球面距

離の平均、ランダム三角形の周の長さの２乗の平均を求める

定理６．１半球面Ｈ上の独立な２つのランダム点の間の球面距離の平均は

4/汀である。
、

証明：Ｈ上の独立な２つのランダム点ｘ,ｙに対して、ｘｙの長さ刀の密度

関数を九(刀)とする。

Pr(ｘｙｎＧ≠0）

＝ﾉ(薊Pr(xynG≠,lxy-刀)ん(刀)助

＝隅血(刀)卜型汀

11
11

Ｉ

'1，
'’
''１

であるから、Ｐｒ(ｘｙｎＧ≠O)を求めればよい。半球面Ｈの極をｐ、Ｇを
ランダム点ｚで決まるランダム大円とすると、

ﾉ(薇H(xynG≠,lp逐の長さ=,)苧伽Pr(ｘｙｎＧ≠0)＝

である。ＷｎＧ＝Ｏとなるのは、ｘ,ｙが両方とも月形ＨｎＨ(z)に入る

か、または月形ＨｎＨ(が)に入る場合である。ここでz*はｚの対心点を

表す｡ｐｚの長さを0とすると、月形ＨｎＨ(z)の頂角は0､月形ＨｎＨ(z*）
の頂角は7Ｔ－０であるから、

ｌＩ
ｌＩ

Ｉｌｌ

,Ｉ

ＩＩ
ｌｌ

｜
|Ｉ

Pr(ｘｙｎＧ≠O1pz＝の

￣Ⅲ-(器)‘-(芋)と汀し,L(汀_の，７T２

２０(汀－０）

'’
'’
'１

7T２

ご７ 1１

1１
１



である。したがって、
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０
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ゆえにＥ(刀)＝4/汀である｡ロ

系６．１半球面Ｈ上の独立な３つのランダム点の作る球面三角形の周の長

さの平均は12/汀である。□

双対性を用いて次の系が得られる。

系６．２半球面上の独立な３つのランダム点を極とする３つの大円の作る

半球面上の三角形の面積の期待値は2行-12/所である。□

注意半球面上の独立な３つのランダム点を極とする大円をＧ１,Ｇ２,Ｇ３
とすると、半球面上の１つのランダム点は半球面上で一様分布をするか

ら、各Ｃｆは球面ｓ上のランダム大円である。球面の対称性から、半球面

の境界である大円Ｇｏも、Ｓ上のランダム大円と考えてよい。この場合、４

つのランダム大円ＣＯ,Ｇ１,Ｇ２,Ｇ３は、球面Ｓ上のランダム大円としては、

独立ではない。これは次のようにしてわかる。４つの大円ＣＯ,Ｇ１,Ｇ２,Ｇ３

は、球面Ｓを８つの三角形領域と６つの４角形領域に分ける。もし、４

つのランダム大円ＣＯ,Ｇ１,Ｇ２,Ｇ３が独立なら、各三角形領域の面積の

期待値は同じになるはずだから、上の系により、いずれも2打-12/汀と
なる。すると、８個の三角形領域の面積の和の期待値が

８×(2汀一等)Ⅷ707ア
となり、Ｓの面積47T-12.5664より大きくなってしまい、矛盾が生ずる。

(実際は、Ｓ上の４つの独立なランダム大円で作られる８個の三角形領域

の各面積の期待値は、定理1.4により、１２/汀一打-0.678126であった｡）

ぎぎ

｡



定理６．２ｓ上の独立な３つのランダム点の作る球面三角形の周の長さを

Ｌとすると、

Ｅ(L2)＝3汀２－６

である。

証明：Ｓ上の独立な３つのランダム点ｘ,ｙ,ｚの作る球面三角形を△、そ

の周の長さをＬとする。Ｌの密度関数を(2)とし、３点x,y,ｚが半球面
Ｈに含まれるとしたときのＬの密度関数を巾(2)で表す。以下、確率

Ｐｒ(x,y,ｚＥＨかつ'〈Ｌ〈2＋〃）

を２通りに計算する。まず、

Ｐｒ(x,y,ｚｅＨかつ〔＜Ｌ＜’＋〃）

＝Ｐｒ(x,y,ｚＥＨ)Pr('＜Ｌ＜２＋〃|ｘ,y,ｚｅＨ）

＝Pr(x,y,zeH)ん(Ｍ=;ｊＷ
また､Pr(x,y,ｚｅＨＭ〈Ｌ〈2+")＝;Pr(△naH＝０１２〈Ｌ〈(+"）
だから、

1'，
,’

'’
１１

１１

Ｐｒ(x,y,ｚＥＨかつ’＜Ｌ＜２＋〃）

＝;′(MPr(△MH=､'`<L<`+"）
球面の対称性により、ａＨはランダム大円と思ってよいから、Croftonの

公式より

Ｈ(△naH-@M<L<`+")=]-会
である。したがって

1１
''１
，’

Ｐｒ(x,ｙ,ｚＥＨかつ’＜Ｌ＜２＋〃）

＝;'(`)"(1-会)-;'(の仏岩'(Ｍ
ゆえに｡fH(2)＝Ｗ)一二Ｗ)となる。この等式の両辺に'を掛けて積分
し、系６．１を用いると、

等=4E(L)-:E(が）
が得られる。定理１２により４E(L)＝6汀であるから、これからＥ(L2)＝
37T2－６となる。□

函



７角の見かけの大きさ

空間内に与えられた１つの角を、かってな方向から眺めるとき、見か

けの大きさは、平均的には与えられた角自身の大きさに等しい。このこ

とを、Santal6の弦定理を用いて証明しよう。

ｏ,ｘ,ｙ,ｐを３次元空間内の異なる４点とし、視点ｐから角Ｌｘｏｙを見

るときの見かけの角について考えよう。この、見かけの角は次のように

定義される：ｐを中心とする単位球面と、３つの半直線武,鼓,可の交
点を、それぞれｏ',ｘ/,ｙ'とするとき、球面三角形ｏ'x'y'の頂点ｏ'におけ

る内角を、ＬＸＯｙの視点Ｐからの見かけの角、あるいは、視点ｐからの投

影角といい、記号

ＬｐＸＯｙ

で表す。これは、Ｌｘｏｙを、点ｐから、直線ｐｏに垂直な平面に投影して

得られる角、と同じである。このことから次の補題は明らかであろう。

補題７．１空間内の４点ｏ,ｘ,ｙ,ｐに対して、点ｏを中心とする単位球面Ｓ

と、３つの半直線命,鼓,可の交点を、それぞれp,え,フとすると、

Lpxoy＝球面三角形拭うの頂点pでの内角

となっている。□

角Ｌｘｏｙに対して、点ｐを、ｏを中心とする単位球面上のランダム点と

すると、LpXOyは確率変数となる。これをＬＸＯｙのランダム投影角とい

う。ＬＸＯｙ＝Ｕのとき、この角のランダム投影角LpXOyの大きさを０Jで
表す。

定理７．１Ｅ(e四)＝Ｕ、

この定理は、１つの角をいろいろな方向から眺めるとき、見かけの大

きさは平均的にはもとの角の大きさに一致することを意味している。

証明：Lxoy＝ｕとし、ｏを中心とする単位球面をＳとする。ｘ,ｙはこの

球面上の２定点と考えてよい。するとｘｙ＝Ｌｘｏｙ＝Ｕである。ｐをＳ上

のランダム点とすると、ｏＵは球面三角形ｐｘｙの頂点ｐでの内角に等し

い。この球面三角形pxyの極図形は、月形Ｍ＝Ｈ(x)ｎＨ(y)と半球面

Ｈ(p)の共通部分である。したがって、球面三角形pxyの頂点ｐの双対

辺はＭｎａＨ(p)である。ここで、ａＨ(p)はランダム大円であるから、ｐ

，
‐
ｌ
ｌ
１
Ｉ
‐
！
‐
‐
‐
１
１
１
１
１
↓

ＣｉＣ
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の双対辺の長さはもちろん確率変数である。月形Ｍの頂角は7Ｔ－Ｕであ

るから、その面積は2(汀一u)である。したがって、大円弧ＭｎａＨ(p)の
長さの期待値は、Santal6の定理により、７T-uﾉとなる。一方、双対性に

より、ｐの双対辺ＭｎａＨ(p)の長さは汀－０Jである。ゆえに、

Ｅ(汀一ｅ四)＝7Ｔ－Ｕ，

したがって、Ｅ(Ｏ四)＝Ｕとなる。□

球面余弦定理、球面正弦定理を用いると、ｅ四の分散について、次の定
理が得られる。証明は省略する。

｜、

,:,ｌ
ｌｌ

ｌ
１

ｌ

Ｉｌ

ｌ，
定理７．２ｅ凶の分散をｖ(e四)で表すと、ｖ(e“)＝ｖ(e河_“)であり、

V(eJ-ﾉ、(芸_伽-,(…m鵠･…oog))2鶚蜘一ｕｚ
□

このｖ(０J)を求める式は複雑だが、コンピュータを用いると、これか

ら容易に分散の数値計算ができる。次の表はそうして求めたものである。

汀/１２２汀/１２３汀/１２４汀/１２５７T/１２６汀/１２

V(O"）OO6990187403042039880459508404

問題３定理7.1,7.2の具体的な応用例を見つけよ。

８ランダムな球帽の系

球面Ｓ上に、球面半径０の球帽を１V個ランダムに置くとき、これらの

覆う領域が連結となる確率はいくらだろうか？球帽の和集合が連結であ

るかどうかは、局所的な観察だけでは決定できないので、この確率を一

般に決定するのは難しい。ここでは連結となる確率の１つの下界を与え

よう。そのための鍵となるアイデアは片側球帽である。

Ｓ上の同じ大きさの球帽の系Ｃｉ,ｑ,...,Ｑｖにおいて、球帽Ｏｉは次の

条件を満たすとき、片側球帽という：

Ｑに交わる球帽の中心はすべてαの中心を通る

ある大円の一方の側にある。

cil



補題８．１Ｃｌ,ｑ,…,ｑｖをＳ上の同じ大きさの球帽の系とする｡これら

の球帽が覆う領域Ｗ＝ＣｉＵＣｈＵ…Ｕｑｖが非連結なら、必ず球帽のど
れかは片側球帽である。

ｌ
‐
Ｉ

証明：Ｗが非連結であるとせよ。つまり、Ｗには少なくとも２つの連結

成分Ｗｉ,Ｗhがあるとせよ。すると、球面Ｓ上の単純閉曲線ｒで、どの球

帽とも交わらず、しかも、２つの連結成分Ｗｉ,Ｗhを分離するものが存在

する。ｒ上に任意に点ｐをとり、ｐ*をその対心点とする。ｐ*は曲線ｒ上

にあるか、またはｒのＷhを含む側にあると仮定してよい。したがって、

球面ｓ上の曲線で、ｗｉと交わらずにｐとがを結ぶことができる。
さて、これから、Ｓを地表、ｐを北極、ｐ*を南極とみなすことにしよ

う。Ｗｉに含まれる球帽は北極、南極を含まないから、その中心の位置の

経度が決められる。ｗｉに含まれる２つの球帽Ｑ,ｑの中心の経度の間に
ちょうど汀の差があるなら、中心間を結ぶ（最短の）大円弧は、北極か、

南極を通る。したがって、２つの球帽ｑとｑは交わることはできない。
ゆえに、Ｗｉに含まれる２つの球帽が交わるなら、それらの中心点は、同

じ経度を持つか、一方は他の‘東側，に位置する。

Ｗｉに含まれる１つの球帽から出発して、それに交わり、しかもその東

側にある球帽を次々に訪れていくことを考えよう。どんどん東側の球帽

を訪ねていくと、Ｗｉに含まれる球帽の個数はⅣより少ないから、その

うちに次の(1)(2)のいずれかが起こる：

(1)すでに訪れた球帽に再び出会う。

(2)‘極東，の球帽にたどり着き、それに交わる球帽でさらに東側に位
置するものは存在せず、それ以上東側に行けない。

(1)が起こったとすると、訪れた球帽をあわせて、北極と南極を分離する
帯状の領域が得られる。これは、北極と南極を、Ｗｉに交わらない曲線で

結ぶことができることに反する。したがって､必ず(2)が起こる。すると、
この極東に位置する球帽が片側球帽である。□

さて、ｑ,Ｃｂ,…,ｑｖをｓ上に独立に置いた、球面半径０のⅣ個のラ

ンダム球帽の系とする。Ｑの中心をＸｉとしよう。すると、Ｘ1,…,ＸＮは

Ｓ上の独立なⅣ個のランダム点である。

補題Ｍ球帽CIvにはん(三1)個の球帽ｑ,ｑ,…,Ckだけが交わるとい

う条件のもとで、Ojvが片側球帽となる確率は2ん/2ｋである。

9２
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証明：ｘ,,ｘ2,...,ｘｊｃのどれかがｘⅣと一致する確率はＯである。大円弧

ｘＮｘｉ(i≦ん)、あるいはそのx`を越えた延長とｑｖの境界aqvの交点を
角で表そう。すると、え,,士2,…,丈陀はａｑＶ上で独立に一様分布する点と

なる。また、０，Ｖが片側球帽であるための必要十分条件はえ,,え2,...,孟脆が

aQvのある半円上に乗っていることである。この確率は、演習２．１によ

り、２為/2庵である。□

定理８．１Ｃ,,ｑ,…,ｑｖをＳ上に独立に置いた、球面半径０の１V個のラ

ンダム球帽の系とする。これらⅣ個の球帽で覆われる領域ｗが連結と

なる確率をＰ(0,Ｎ)とすると、

Ｐ(0,1V)三１－Ｎ(cos20)Ⅳ-1-Ｎ(Ⅳ－１)(sin2e)(１－;sm20)Ⅳ－２

が成立する。

|，

|｜
,’

Ⅱ

|’

ＩＩ

ＩＩ
この不等式から、例えば、

Ｐ(汀/3,15)＞065,Ｐ(穴/6,60)＞068,Ｐ(汀/10,200)＞076

などが得られる。これらの下界は小さ過ぎるように思えるが、定理8.1の

不等式を改良する方法は今のところなかなか見つからない。

問題４定理８１の不等式を改良せよ。また、Ｐ(0,1V)の自明でない上界
を見つけよ。

定理の証明：Ⅳ個の球帽Ｃｉ,…,ｑｖの中心をｘ,,…,ｘⅣとする。２つの

球帽ｑ,ｑ(j≠j)が交わるのは、点ｘｉがXjを中心とする球面半径20の
球帽に含まれるときである。球面半径が20の球帽の面積は

２汀(１－cos20)＝4mm２０

であるから、ｑが特定のんに1)個の球帽だけと交わる確率は

（Sin20)偽(l-Sin20)Ⅳ-1-1,＝(Sin20)脆(cOS20)Ⅳ-1-胸

である。よって、補題8.2を用いて、

Ｐｒ(ｑは片側球帽である）

‐(MwH+言(Ⅳ万')(血犯陥弗)N-M芸
一(．．等の川千2言(Ⅳ万'形(竿附のⅣ-Ｍ

cＦ

Ｉ



となる告(:)wLJ基(zw-m(z+ﾂwであるから
Ｐｒ(ｑは片側球帽である）

＝(cOs28)Ⅳ-1+(Ⅳ-,)(sm28)(;sm20+cos28)Ⅳ-②
＝(coS20)Ⅳ-1+(１V_,)sin20(,_;Sm20)Ⅳ－，

となる。したがって、少なくとも１つの球帽が片側球帽である確率は、た

かだか

Ⅳ(cOS20)Ⅳ-1+Ⅳ(Ⅳ-,)Sin2e(,_;sm20)Ⅳ-コ
である。したがって、ｗが非連結となる確率１－Ｐ(0,Ｎ)も、これ以下
である。ゆえに

Ｐ(0,Ｎ)三１－Ｎ(cos20)N-1-jV(Ⅳ－１)(sin20)(１－;sm20)Ⅳ－２

が成立する。□

ｇ漸近的確率

定理8.1では、ランダムなⅣ個の球帽の和集合が連結となる確率の下

界を与えた。その下界は小さ過ぎるように思えるが、球帽の半径が小さ

く、Ｎが非常に大きい場合は、そう悪くない評価を与えることを示そう。

まず、マルコフの不等式とチェビシェフの不等式を思い出しておく。Ｘ

を非負の確率変数とし、八ｍ)をその密度関数､似＝Ｅ(ｘ)とする。

〃=ﾉrzﾙ)αzニノ(lioz'(z)α…H(x三m）
であるから、ｔｌｕ＞０のとき、

Ｈ(x三田(x))≦＋
が得られる。（Ｘが離散変数の場合は、′(Z)αZをＰｒ(Ｘ＝Z)にＪをＺに
変えればよい｡）これがマルコフの不等式である。確率変数Ｙの期待値

を似Y、分散をｏ２とし、Ｘ＝(Ｙ＿伽)2とおく。Ｅ(Ｘ)＝ｏ２である。マ
ルコフの不等式において、ｔ＝162/o2とおくと、ｐｒ(Ｘニル2)三ｏ２/ん2と
なる。したがって、

BOY-町'三ん)二差
が得られる。これがチェビシェフの不等式である。

Ｉ

Ｉ
７千

￣



補題９．１ブーブ(Ⅳ),ｇ＝g(Ⅳ)を正値関数とする。Ⅳ－〉｡｡のとき、′今ｏ

ならば、Ｎが＋分大きいとき、（１－刀，＜e-fgとなる。また、さらに
′２．９－>０ならば、

（１－′)g＝ｅＷ(1＋o(1)）

である。（記号。(1)は、Ⅳ→｡○のときＯに収束するような、Ｎのある関
数を表す｡）

証明：０＜ｔ＜１のとき、log(１－t)はマクローリン展開により、

ｔ２

log(１－t)＝￣t￣２(１－α)２，０＜（＜’
と表される。ゆえに、１Ｖが十分大きいとき(′＜１となるとき)、

Ｊ１．g('ルート9-2(島),<ｗ
となる。したがって、（１－′),＜e-fgである。また、′2.9→０なら、

，(島):→，(Ⅳ→0）
であるから、（１－f)g＝e-f．，(1＋o(1))となる。□

定理8.1とチェビシェフの不等式、上の補題を用いて次の定理を

よう゜

証明し

定理9」0＝c,/壽75薊とおく｡すると

｛
Ｏｃ＜１のとき

１ｃ＞Ｖ豆のとき
ｌｉｍＰ(0,1V)＝
Ⅳ→｡。

となる。

問題５１＜ｃ＜Ｖ豆のときの極限の確率はどうなるか？

定理の証明:はじめに､ｃ＞Ｖ豆の場合を考えよう。Ｐ(0,1V)→1(Ⅳ→｡。）
を示すには、定理8.1により、Ⅳ今○○のとき

Ⅳ(cos20)Ⅳ~'＋Ⅳ(jV-1)(sin20)(１－;sin20)lv-2→０

9ｓ



となることを示せばよい｡０＝c,/ﾗﾆ正7▽→０であるから､sin20＝
02(1＋o(1))＝(1＋o(1))壽logjVである。ゆえに

Ⅳ(１－s､20)Ⅳ-1＋Ⅳ(Ⅳ－１)(sin20)(１－;sm20)Ⅳ－２

〈Ｎｅ-(Ⅳ-1)sm2O＋N2sm20e-;(Ⅳ-2)sm20

～ⅣハⅣ+Ｍ･ｇＮ)･-(…凰Ⅳ~満十;;芸筈
となり、ｃ２＞２であるから、これはⅣ→ＣＯのときＯに収束する。ここ

で、記号′～ｇは′＝(1＋o(1))9を意味する。

残りの、ｃ＜’の場合を考えよう。私たちはＰ(0,Ｎ)→０(Ｎ→｡｡)を
示さなければならない。ｘｉを球帽Ｑの中心とする。ｘ1,...,ｘＮはｓ上で

独立一様に分布するランダム点である。ＤｚをｘＺを中心とする球面半径が

20の球帽とする。Ｄ`の面積は4mm２０である。Ｑｎｑ≠０骨ｘ`ｅＤｊ
であるから、

Ｐｒ(Ｏｉｎｑ≠O)＝sm20～82．

同様に

Ｐｒ(ｎｎＤｊ≠0)＝sin220～402

である。球帽Ｑが他のどの球帽ｑ(ｊ≠i)とも交わらないとき、ｑは
孤立しているということにしよう。孤立じた球帽Ｃｉがあるなら、Ｕ＝

CiU…ＵＱｖは明らかに非連結である。ｑ,…,Cjvの中の孤立した球帽

の個数をｚで表そう。もちろんｚは確率変数である。各１≦'三Ｎに対

して、確率変数Ｚを

■公一(;鯛妻ﾋﾆ鵬
で定義する。するとＺ＝Ｚｉ＋乃十…＋Zlvである。また、（02)Ｗ＝｡(1)
だから、補題9.1を用いて

Ｅ(Ｚ）＝Ｐｒ(Ｚ＝1)～(1-02)lv-1
～ｅ－Ｎ０２～e-c21･ｇＮ＝ｊＶ－ｃ２

となるから

Ｅ(Z)＝jvE(Z,)～Iv1-c2

である。次に、ｉ≠ｊのときのＥ(zkZj)を求めよう。まず、

Ｅ(ZZj)＜Ｐｒ(D`ｎＤｊ＝O)(1-202)Ⅳ-2＋pr(DjnDj≠0)(1-02)Ⅳ-２

〒し

i⑩



が成立する。Ｐｒ(D`ｎＤｊ≠O)～402であるから

Ｅ(ZtZj）＜（1-482)(1-202)Ⅳ-2＋402(1-02)Ⅳ－２

＜（1-402)e－２(Ⅳ-2)02＋482e~(Ⅳ~2)`｡

～（1-402)jV-2c2＋(4c21ogN)Ⅳ-(1+c2）

＝IV-2c2(1-402＋(4c21ogjV)Nc2-1)～N-2c2．

ゆえに

Ｉ

E(Z2）＝ＥＥ(ｚろ)＝工E(塚)＋工E(Zろ）
Ｚｊ ｆ≠ｊ

＝１V．Ｅ(Zi)＋Ⅳ(Ⅳ－１)Ｅ(Z1Z2）

〈,wv-･恩+jwv-2･`=Ⅳ小')(志+,）
～Ⅳ2(1-c2)～Ｅ(z)２

である｡不等式Ｅ(Z2)三Ｅ(Z)2は常に成り立つのだから､Ｅ(Z2)～Ｅ(Z)２
となる。Ｚの分散はＥ(Z2)＿Ｅ(Z)2に等しいから、チェビシェフの不等
式により

Ｈ(ﾙ0)≦H('Z-E(ZﾙE(Z))<E(Z蒜(Z)，→＠
となる。ゆえにPr(Ｚ三1)→１(Ⅳ→｡｡)であり、Ｐ(8,1V)→０(Ⅳ→｡｡）
が成立する。□

１０ランダム球帽系による被覆確率

球面Ｓ上に球面半径０の球帽をランダムに１V個おくとき、これらが球面

をすべて覆ってしまう確率を考えよう。これは被覆問題(coverageproblem）
と呼ばれ、ウイルスの抗体に関する研究から生じた問題である。インフ

ルエンザのウイルスは細胞の壁に接触して感染する。細胞やウイルスを

球体と考えると、ウイルスに比べて、細胞はずっと大きく、細胞の壁面

は平面のように扱ってよい。抗体はウイルスよりずっと小さい棒状のも

ので、その先端部分がウイルスの表面に吸着する。抗体が吸着した部分

(吸着した点を中心とするある球帽）は、棒状の抗体が細胞の壁面につか

えて、細胞の壁面に接触することはできなくなる。抗体がたくさん吸着

して、ウイルスの表面が細胞面に接触できないような球帽で覆われてし

ci7



まうと、そのウイルスは感染できなくなるのである。抗体がウイルスに

ランダムに吸着するとき、感染できなくなる確率の問題としてランダム

球帽系による球面の被覆の問題が生じた。

球面半径０の１V個の球帽をＣｉ,ｑ,…,○Ｎ、それらの中心をｘ''…，ｘＮ

とする。ｘ,,…,ｘＮはｓ上で一様分布する独立なⅣ個のランダム点であ

る。Ⅳ個の球帽の覆い残した部分をＱ(０，Ｎ)で表し、

Ｕ＝Ｕ(e,Ⅳ)＝、(0,Ｎ)の面積
４７Ｔ

とおく。

''１
補題10.1Ｅ(U)＝(１－sin2;)Ⅳ、

証明:ｘｅＱ(0,1V)は､ｘ,,…,ｘＮがすべてｘを中心とする球面半径0の球

帽の外に落ちることと同値であるから、Ｐｒ(ｘｅｎ(0,1V))＝(l-Sm2:)Ｎ
である。また、ｕの確率密度関数をg(u)とすると、

Ｐ正(xEn(Ｍ))＝ﾉrH(xeQ(M)|U=u)g(u)伽
＝ﾉrug(u昨E(u〕

□

次に、Ｕの分散Ｖ(U)を評価する。

補題10.2Ｖ(U)〈sin20(l-sin2:)Ⅳ、

証明：Ｕ＝Ｕ(0,Ｎ)の確率密度関数をg(U)とし、ｘ,ｙをＳ上の独立な２
つのランダム点とする。

Ｈ(x,yen)＝ﾉ(伽P唖(x…|U=U)g(u)九
一ﾉru2g(u岬E(U2）

である。大円弧xyの長さｔの密度関数′(t)はパオ)＝(sint)/2であった。

ｘおよびｙを中心とする２つの球面半径０の球帽の和の面積は、大円弧ｘｙ

の長さが20以上のとき、８mm2；であり、ｘｙ〈20のときも、４打sm2：

”
●



以上だから、

Ｈ(x,yen)＝ﾉ(諏Pr(x…|xy-t)ｆ(`)α，
〈ﾉ(.｡(1-團m2:)Ⅳ’(#)伽

十ﾉ(;('-23m勘:)Ⅳ′(t)伽

〈ﾉr，い､,:)Ⅳ芋砒+い､,:)Ⅳ
＝(,-.,2:)Ⅳ｣ピコ:;旦三旦十(l-2sin2:)Ⅳ
〈（l-sm2:)Nsm20＋((l-sin2:)2)Ⅳ．

ゆえに､Ｖ(U)＝Ｅ(U2)－Ｅ(U)2〈(l-sin2:)Nsin20となる。□

定理、Ｍ=。,/訶薊とする｡。<2ならば、

Ｐｒ(Q(0,1V)≠0)→１(Ⅳ→｡｡）

である。

証明：Ｐｒ(Q(０，Ｎ)＝0)→０(Ⅳ→｡｡)を示そう。Ｑ(0,1V)＝０今Ｕ＝Ｏ
であるから

Ｐｒ(、＝0)≦Ｐｒ(Ｕ＝O）

である。チェビシェフの不等式により、

Ｈ(U－０)≦H(lU-E(UﾙE(U))≦器
である｡(sm2:)2Ⅲ(:)Ｗ＝念(logⅣ)2＝｡(1)であるから､補題８，
により、

（１－Sin2:)Ⅳ～e-(圏m圏;)Ⅳ～e(c2/4),｡9Ｎ＝Ⅳ-.2/４

となる。したがって、

；i'二|L〈('孟導謡，-い､碧)Ⅳ
ｓｍ２０

Ｎ二,４－夷+鶚→｡(Ⅳ今｡｡）～－

となる。ゆえに、Ｐｒ(Q(0,1V)＝0)→０(Ⅳ→｡｡)である。□

9９

’



補題1030＝c,/ﾃﾆ１５三７▽,c三2のとき任意の6>0について

Ｈ(u>各logⅣ)→Ｍ→｡｡）
である。

証明：マルコフの不等式により

Ｈ(u>÷logⅣ)〈

甥
Ⅳ
→

仙繩剛
Ⅳ

ハ
ｕ
Ｎ

ｌ
ｌ
｜
｜

叩繩艸紳
｢、リ

□

定理１０Ｍ=C,/壽15三７▽,c>2のとき、

Ｐｒ(Q(0,1V)＝O)→１（Ⅳ→。。）

である。

証明：球面半径０のⅣ個のランダムな球帽をＣｉ,ｑ,…,ｑｖ、それらの中

心をＸ,,Ｘ2,…,ＸⅣとする。これらの中心点は独立なⅣ個のランダム点

である｡。＝(2＋c)/2とし､0'＝cV壽丁5三7▽とおき、xllx21…'ｘＮ
を中心とする球面半径0,のⅣ個の球帽の系Ｃｌ,ｑ,…,○A｢を考える。

６〉０を烏logNが球面半径８－０'の球帽の面積よりも小さいような
定数とする。（半径０－０，の円の面積は汀(0-0,)2＝汀(旱)2詩lOgNだ
から、例えば､５＝汀(芋)2とすればよい｡）Ｃ'〉２だから、球帽の系
ｑ,CH,…,Ｃｉｒに補題,０３を適用すると、Ｐｒ(U(0Ｗ)≦烏logⅣ)->’
となる。Ｕ(0Ｗ)三舎logjVのとき、Ｑ(0Ｗ)は球面半径0￣0'の球帽
を含むことはできない。したがって、任意のＰＥＳに対して、ｐを中心

とする球面半径０－０，の球帽はあるαと交わる。これは、ｐＥＱを意

味する。つまり、Ｕ(0Ｗ)三舎logjVなら、Ｑ(Ｍ)＝０である。した
がって､ｐｒ(U(0Ｗ)三芳logⅣ)＝Ｐｒ(Q(0,/V)＝0)である。ゆえに、
Pr(Q(0,Ｎ)＝0)→１となる。□

〃○

８わ
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