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Stabilizing Control for an Inverted Pend'ulUID
by a Personal Computer

Tsutomu ISHIDA* .
Ikuo SAKIMA*** and

Michiharu IHA **.
Tsutomu NAGADO****

Abstract

We constructed an inverted pendulum system and stabilized it by a personal

computer using the theory of an optimal regulater with an observer. Though

the' experiment of stabilizing an inverted pendulum has been carried out in many

universities and laboratories all over the world, we constructed an inverted pen

dulum system and experimented for students to understand an on-line real time

control by a computer using modern control theory_

Kef Words: Modern control theory, Regulater, Observer, Stabilizing, Invert

ed pendulum.
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図１台車，モータ系に関する変数

のパーソナルコンピュータＰＣ－９８０１を用いた。

プログラムの１ループの演算時間は５，ｓであっ

た。 エ

2．倒立振子系の数式モデルとその解析

2.1数式モデルの導出

本節においては，倒立振子系の数式モデルの導

出とその解析を行う。

倒立振子系の数式モデルの導出に当たり，次の

仮定をおく。

１）振子は剛体である。

２）ベルトは伸びない。

３）摩擦は速度に比例する。

４）駆動部の電気的遅れは無く，パワーオペア

ンプヘの人力に比例した力が台車に働く。

図１，図２において各変数を次のように定義す

る。

Ｍ：台車質最（kg）

Ｆ：台車に働く摩擦（kg/s）

Ｈ：振子から台車に働く水平力（kｇ･Ws2）

ｕ：台車に働く外力（k９．ｍ/s2）

Ｊｂ８モータからみた慣性負荷（k９．，２）

Ｆｂ：モータからみた摩擦負荷（kg/s）

Ｒａ：電機子抵抗（Ｑ）

ｓ：台車の位邇変位（、）

Ｍ１：振子質凪（kg）

Ｌ：振子の長さ（、）

ｌ：振子の軸と重心の距離（、）

Ｈ：振子の軸に作用する水平方向の力（k9.

／ＪＯ＋ＣＯ

図２振子に関する変数

ｍ/S2）

Ｖ：振子の軸に作用する鉛直方向の力(k９．
ｍ/s2）

Ｊ：振子の重心まわりのモーメント（k９．
，２）

０：振子の鉛直からの角度（rad）

ｃ：軸の犀擦係数（k９．ｍ/S）

＜台車系について＞

図１の力関係から，次式が成り立つ。

Ｍ首十Ｆ息十Ｈ＝ｕ （１）

また，電気的に

Ｒａi＋Ｋ,合＝ｅ （２）
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で＝Ｋ２i＝Fbさ十J韻＋Ｋ３ｕ （３）

が成立する。ただし，ＫＩは電機子反作用係数Ⅲ

Ｋ２はトルク係数ⅢＫ３は台車の摩擦係数である。

(2)式をｉについて解き，Ｉ３１式に代入し，ｕにつ

いて整理すると

Ｋ２ｅＫＩＫ２．
ｕ＝－－－Ｓ

ＲａＫ３ＲａＫ３

豊[；;制、

坐[乳小譽[黒ＬＪ

ｌ１鑿鑿Ｉ

亜
ｓ

兆一鴎
Ｃ
ｓ

恥一鴎

となる。上式を(1)式に代入すると

Ｍｏｇ＋Ｆｏさ十Ｈ＝Ｋｅ（４）

を得る。ただし

Ｊｂ

Ｍｏ＝Ｍ＋雨

風薑Fb鵠'K=’
Ｋ２

Ｋ＝-r7zir7
である。

＜振子について＞

図２のように変数を設定する。（x，ｙ）は振子

の重心の座標を表わす。その結果，次式が成立す

る。

Ｍ１器(．+婚in，)薑Ｈ，５，

Ｍ(器!｡｡…)=γ(6)
Ｊｉ９ｒ＋ｃｊ＋H1cosO=V1sin6（７）

ここで

ｄ２

扉(sinの＝cosO・O-sin8．(6)２
．２

諒(ＣＯＳの＝－sinO・O-cos6.(6)ｚ
の関係より(5)，(6)式は以下のようになる。

Ｍ,目＋MIlcosO・O-M11sinO.（６）２

＝Ｈ（８）

－M11sinO・O-M1lcosO・(i)2＋Ｍｌｇ
＝Ｖ（９１

(8)式を(4)式へ代入し，整理すると

ＭＯＩ首＋Ｆｏさ－Ｎｓｉｎ０。（の2＋ＮＣＯＳ０．０

＝ＫｅＩ１ｍ

となる。次に(8)，(9)式を(7)式に代入すると

Ｎ５ｃｏｓＯ＋ＪＩ０＋ＣＯ＝Ngsin0111）

となる。ただし

１
－

’’
一一

Ａ
Ｂ
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ただし

Ｎｉ＝Ｍｏ１Ｊ１－Ｎｇ

である。

状態ｒ,，r2は直接測定可能なので，システム

の出力方程式は

ｙ(t)＝Ｃｘ(t） （14）

･薑[『AII］
となる。ただし，ｃｊは位置ｓの電圧への変換係

数であり，ｃ２は角度０の電圧への変換係数であ

る。

立振子システムの開ループ極は，Ａの特性多項式

｜ス１－Ａ｜＝A`＋16.30X3-28.7112-470.2A

＝０

より，

スI＝－５．３８１ス２＝－１６．２９

入3＝5.37,１４＝Ｏ

となり，非負の固有値を含むので，倒立振子系は

フリーシステムでは不安定なシステムである。

化野黎.1繩|識｜
”し:＃１
.薑[ｉｌＩＩ］

図３Ａの固有値

次に可制御性を考える。次の可制御性行列Ｕｂ

Ｕｃ＝〔ＢＡＢＡ２ＢＡ３Ｂ〕（４×４）

のランクが倒立振子システムの次元と同じ４であ

れば可制御である。IJCの行列式を求めると

ｌＵｃｌ＝-2.0360×1013≠Ｏ

となるのでランクは４でありⅢシステムは可制御

である。

次に可観測性を考える。システムが可観測とな

るためには１次の可観測性行列Ｕ･のランクが４

であればよい。

魎側
2.3システムの可制御性と可観測性

前節で決定した行列Ａの固有値，すなわち倒
(８×４）

表1．倒立振子系のパラメータの値

Ｍ［kg］

Ｍｏ［kg］

Ｍ0,[kg］

1[ｍ］

Ｊ［k９．，２］

Ｊ１[k９．，２］

Ｎ［k９．ｍ］

Ni[k92.,2］

Ｃ[k９．，２/s］

F･［kg/s］

Ｋ［Ｎ/Ｖ］

１０［ｍ］

00［rad］

ｅｏ［Ｖ］

0.1340

0.8374

0.9714

0.2500

0.002811

0.011185

0.03350

0.009743

0.002807

13.95676

129.10

0.5

汀/６

０．３
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Ｕｏの（４×４）の小行列の行列式を求めると，０

でないものが存在するので，システムは可観測で

ある。

ＰＡ＋ＡＴＰ－ＰＢＲ－ＩＢＴＰ＋Ｑ＝０

倒立振子系について！（17)式の評価関数を股小

にするという意味での最適レギュレータを構成す

る。重み行列Ｑ，Ｒを

Ｑ＝ｄｉａｇ［ｑｌｌＯＯ］

Ｒ＝１

としたとき，最適フィードバック係数行列

Ｆ＝[-0.396-1870-0.595-0.280］

を得る。この時のレギュレータの極は

－Ｌ653±ｊ0.90451-15.66±ｊ6.779

となる。

3．制御系の設計

3.1レギュレータの股計

（13)式で表わせるシステムに人力ｕ(t)を加えな

いフリーシステム

ｘ(t)＝Ａｘ(t）

では，行列Ａの固有値に１つでも実部に正のも

のが存在すれば，システムは不安定となり，わず

かな外乱でも状態変数ｘ(t)は発散してしまう。

倒立振子の場合，２．２で示したように実部が正の

固有値が１個存在し，明らかに不安定システムで

ある。そこで系を安定にするために，（15)式のよ

うに入力ｕ(t）を状態変数ｘ(t)の線形結合として

与える。

ｕ(t)＝－Ｆx(t） （15Ｉ

すると強制項を加えたシステムは

大化)＝ＡＸ(t)－BFx(t）

＝(Ａ－ＢＦ)ｘ(t） （161

となる。（１０式はフリーシステムとみなすことが

でき，Ａ－ＢＦのすべての固有値の実部が負にな

るように’設計パラメータであるＦを決定して

やれば，システムを安定にすることが可能となる。

レギュレータの極，すなわちＡ－ＢＦの固有値

を複素左半平面遠くに設定すれば，速応性のある

応答を得られるが，入力側の飽和やオーバーシュ

ートなどの問題が起こり，実際にはそのような所

へ極を設定することはできない。そこでこれらの

要求の妥協点を見つけ出すために，（17)式の二次

形式評価関数を考え，それを最小にするようにＦ

を決定する。

‘臺倣i0Q鰹ｗ側Ru(Q]“’Ⅷ
ただし，Ｑ，Ｒは設計仕様として与えられる重み

行列であり，Ｑ≧０，Ｒ＞Ｏである。職分の中の第

一項は状態変数の誤差面積，第二項は制御入力の

エネルギーを示している。（17)式の評価関数を最

小にするフィードバック係数行列Ｆは

Ｆ＊＝Ｒ－ｌＢＴＰ

で与えられる。ただし，Ｐは次のRiccati方程式

の正定対称解である。

図４レギュレータの極

3.2オブザーバの股叶

以上では，すべての状態変数は直接測定可能と

仮定したが，実際にはそのような場合は少ない。

倒立振子系でも台車の速度ｘ３と振子の角速度ｘ↓

は直接観測することは不可能なので，このままで

は状態フィードバック制御は実現できない。そこ

でオブザーバにより観測不可能な状態変数を推定

し，状態フィードバックには推定値を代用するこ

とにする。

の(t)＝Ａ①(t)＋Ｋｙ(t)＋Ｂｕ(t）（ｌ８ｌ

ｉ(t)＝Ｄの(t)＋Ｈｙ(t）（191

（13,（191式のシステムが最小次元オブザーバで

あり，Ｘ(t)が状態変数の推定値である。Ａはオブ

ザーバの挙動を決定する重要な係数行列であり，

最小次元オブザーバでは，

Ａ＝Ａ２２－ＬＡｌ２

となる。ただし，Ａ逗，Ａ〃は行列ＡをGopina‐

ｔｈの正準形式へ変換し，分割した行列である。

設計パラメータであるＬによりオブザーバの極，

すなわちＡの固有値をすべて複索左半面へ設定

すれば，推定値ｘ(t)を漸近的にｘ(t)に一致させ
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』liiH
ることができる。

オブザーバの極をさらに複素左半平面遠くに設

定すれば,より速く推定値を直値に一致させるこ

とができるが，初期再現誤差が大きくなり，その

ため制御が不可能となることがある。倒立振子系

では，ＣＡＤを用いてシュミレーション波形を見

ながら試行錯誤的にオブザーバの極を決定した。

最終的に決定した極は

-13.5±ｊｌＯ

劇
０．５

0

2.565

-0.0185

４実験装置

4.1実験装趨の構成

実験装置の構成図を図６に示す。台車の位置ｓ，

振子の角度０は各ポテンショメータで検出し，

A/Ｄ変換器を通して計算機に入力している。計

算機による出力電圧ｅは，Ｄ/Ａ変換機を通して

パヮーオペアンプに入力している。以下に各部の

詳細について述べる。

（１１台車

台車は摩擦，ガタつきが共に少ないことが要求

されるので，２本のステンレス製丸棒の軸と，そ

の軸を取り囲んで移動可能な構造をもつリニア

モーションベアリングを使用している。ただし，

2本の軸は互いに平行を保ち，大地からも同じ高

さを保つようにして，軸の両端をアルミ板に固定

してある。台車本体は，工作の容易性及び重量を

考慮してアルミ板を用いている。

（２）振子

振子は，モータのパワーを考慮して比較的重量

の軽いアルミ製角棒を使用し，その下端に軸を取

り付けている。振子の支持は，軸の両端にボール

ベアリングを使用し，振子が自由に回転できるよ

、－℃

図５オブザーバの極

である。このときの各係数行列を以下に示す。こ

こでＬは，初期再現誤差を軽減するためにノル

ムの最小のものを選んである。

L薑[_:iii,:::ｆｌＬ[-:墨:=:;W］
K-[1Ｗ;iIiルー[-2篭:2］

〃
Pctentio,２ｃｔｅｎｔＯｏ．

ＳｅｒＶｏＭｏｔｅｒ，Ｃ

Potentiol

X75-牌．、孟司。、7ス;芝Ｉ７Ｆｉ三三~Ｈ－ｉｌＩＨMicro

Computer

Ａ/、Ａｍ

Ｃｏｎｖｅｒｔｅｒ

Ｄ/A

ConveTter

ＤＣ･ＳｅｒｖＤＣ･Ｓｅｒｖｏ

Ａｍｐ

ＤＣ･Ｓ

l２ｂｊｔｓ ｌ２ｂｊｔＳ

図６倒立振子制御システム
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9.998Ｖを１２ビットのＡ/Ｄ変換器を通して行う。

変換時間は約24〃ｓである。

Ｄ/Ａ変換器は４個の１２ビットＤ/Ａ変換器か

らなり，バイポーラ（－１２～＋12Ｖ）出力で，変

換時間は約Ｍｓである。

（７）計算機

レギュレータおよびオブザーバを構成する計算

機には，日本電気のパーソナルコンピュータＰＣ

－９８０１を用いている。

うになっている。

（３）駆動部

動力源は７０Ｗの直流サーボモータを使用し，

モータの軸には－回転0.1ｍとなるタイミング

プーリを接続している。台車に取り付けたベルト

は，スリップ防止のためゴム性のタイミングベル

トを使用した。ただし，ベルトは台車の動ける範

囲の長さで，残りは摩擦を考慮してワイヤーを用

いている。

（４）パワーオペアンプ

パワーオペアンプはサンケンのサーボモータ駆

動用ＳＩ－５２００Ｃ（プリアンプはＳＩ－５０００Ｐ）を

使用している。定格を以下に示す。

最大出力電圧・電流：±４２Ｖ，±５Ａ

電圧利得：３５ｄＢ

最大出力：１００Ｗ

（５）位置と角度の検出

位置ｓと角度０の検出には共にエンドレス３６０

度回転の高分解能，低摩擦，耐久性のある同タイ

プのポテンショメータを使用している。角度０を

検出するポテンショメータは台車上に取り付け，

振子の軸と直結している。位置ｓを検出するポ

テンショメータはギヤにより，モータの軸の回転

角をｌ／１０に落とし，台車の動きうる範囲とポテ

ンショメータの電気的有効角が一致するようにし

てある。

（６）Ａ/Ｄ，Ｄ/Ａ変換器

Ａ/Ｄ変換はアナログ入力電圧－９９９８～＋

4.2制御プログラム

（１３式を解く方法として次のオイラー法

の(t＋４t)＝の(t)Ｍｔ．｡)（t）

を用いている。サンプリングインターバル４ｔは

５，ｓで，のの初期値は０に選んでいる。数値演

算は浮動小数点方式を採用しており，データ形式

は各符号部１ビット，指数部７ビット，仮数部１５

ビットの計３バイトで表現している。有効桁数は

１０進表示で４桁，各係数行列のデータは１６進変

換しプログラムしている。

プログラムは全てアセンブリ言語で書かれてい

て，位置，角度，入力の制限を施してある。オブ

ジェクトの大きさは約400Ｗである。

5．実験結果

３節で示した制御系で実際のシステムに制御を

行った場合の応答例を図１２に示す。これは初期

状態として

ｓｏ＝０１［ｍ］

８０＝０［rad］

図８台車，振子取付部，角度検出ポテンショ

メータ図７台車及び倒立振子
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図９サーボモータ及び位置検出ポテン

ショメータ
図１０パワーアンプ及びプリアンプ

ｓｏ＝０［ｍ/s］

００＝０［rad/s］

という値を与えた時の応答である。一応安定化に

は成功しているが，ｓ’０共に原点付近で持続振

動を生じている。これはモータの不感帯が原因で

あると考えられる。

ここで，レギュレータの極は固定してオブザー

バの極のみを変化させた場合を考える。オブザー

バの極を３２の値より複素平面の虚軸に近い値，

すなわち極の実部の絶対値を１２以下にすると，

状態値の再現性が悪くなると思われ，安定化でき

ない。逆に極の実部の絶対値を１４以上にすると，

初期再現誤差が大きくなり初期外乱に対する安定

化の面で弱くなる。また，極の虚部の絶対値が大

きいほど振子の振動が大きくなり，安定化しにく

くなる。

次に，オブザーバの極を固定してレギュレータ

の極のみを変化させた場合，レギュレータの極の

実部の絶対値が小さいと，台車速度が遅く安定化

不可能になる。また逆に大きくとると，早く状態

を原点に戻そうとするため，台車速度が大きく，

振子の振動が激しくなり安定化できなくなる。レ

ギュレータゲインはバランスが大切なようで，ゲ

インの１個のみにわずかな変化を与えると，挙動

が大きく変わり，安定化が難しくなる。

図１１パーソナルコンピュータ

(2)モータの静止摩擦のための不感帯が存在する。

すなわち，モータの回転起電圧が１５Ｖ前後な

ので，状態が原点からある程度はずれないと台

車は駆動されないことになる。

(3)各係数行列のパラメータは実験により求めた

値であるから，誤差が含まれていることが考え

られる。また，実験時より時間が経過したため

に，パラメータに変動が生じたことも考えられ

る。

（４）タイミングベルトとワイヤーを混用している

ために，台車を正側と負側に引く場合とで引く

力に違いが生じている。

(5)ディジタル計算機を使用したディジタル制御

系であるにもかかわらず，連続系として取り扱

ったこと。また，オイラー法による数値積分も

完全な積分になっていないことも考えられる。

(6)最適なレギュレータ，オブザーバの極を得ら

れなかったこと。

次に本研究で制御系にディジタル計算機を導入

6．考察

実験結果より，原点での完全な安定化ができな

かった原因を考察する。その原因として以下のよ

うなことが考えられる。

(1)２節で導いたモデルは，実際のシステムが非

線形システムであるのに対し，原点近傍で線形

化した線形モデルである。
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図１２台車に初期変位を与えた後のｓ，０，ｅのふるまい

した利点を考えると，まず，数値演算に浮動小数

点方式を採用したことにより，アナログコンピュ

ータでは絶えず気を付けなければならないオブザ

ーバ，レギュレータ内部での飽和を全く考える必

要がなくなったこと，また安全のためのｓ１０，ｕ

に対するリミッタをプログラム上で簡単に組めた

ことである。

Millerの股適オブザーバ理論をＣＡＤ化してⅢ

設計に用いて行きたい。

謝辞

本研究を進めるにあたり参考資料を送って下さ

った東京工業大学の古田勝久教授に心より感謝の

意を表わします。また，多くの有益な御教示を

賜った躯気工学科の端麗覧長定氏，ならびに，

極々の御支援をいただいた工学共通識座の山本哲

彦助教授に深く感謝いたします。さらに，多くの

技術的な御助言をいただいた電気工学科の新垣秀

雄氏，ならびに]短期大学部電気工学科の伊波善

清氏に感謝いたします。

７，おわりに

現代制御理論の代表的成果であるオブザーバを

用いたレギュレータの応用実験として，倒立振子

の安定化制御システムを製作し１パーソナルコン

ピュータによるオンラインリアルタイム制御を行

ってⅡ安定化を行った。今回，オブザーバの設計

にあたっては，オブザーバの極を直感により試行

錯誤的に決めて，シミュレーション結果を見なが

らオブザーバゲインを決定した。そのため必ずし

も満足のいく安定化応答は得られなかった。今後，
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