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Non-Linear Structural Analysis by Hybrid Stress Model

Shigeo I RAHA

Synopsis

Recently, a structural analysis using new type discrete model was developed

by T. Kawai ll , and it has been applied to limit state analysis of structure and sol

id. In this paper, non-linear structural analyses by two-dimensional hybrid stress

model are presented, where the elements idealized by T. Kawai are applied. Since

the elements have a node at mid-point of length of the each boundary side, the

analysis is useful for treating non-linear problems including crack and slip. Herein.

the hybrid stress model is applied for the bearing capacity of a concrete block, the

load carrying capacity of reinforced concrete beam and contact problems of two e

last ic bodies.

Key Words: Limit Analysis. Hybrid Stress Model, FEM, Reinforced Concrete,

Contact Problem
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ハイブリッドストレスモデルによる非線形構造解析：伊良波3０

にすべりが生じ，すべっている間，Ｔｍとび"の関

係は図－３に示すモールクーロンの式が成立して

いるとすれば，すべり面において次式を満さねば

ならない。

△T"`±Ｃｌ△ぴｎ＝0（４）

要素単位で消去できるので数値計算上簡単になる。

崩壊荷重を求める問題として，コンクリートブロ

ックの支圧強度と鉄筋コンクリートはりの解析例

を示した。工学の重要な研究テーマの一つに接触

問題があるが，土木工学においては地盤と構造物，

プレキヤストコンクリートブロックの接合部，コ

ンクリートや土の圧縮試験において供試体と救荷

板の摩擦等多くの例がある。ハイブリッドストレ

スモデルはすべりを表現するのに最も適したモデ

ルであり，弾性接触への適用も可能である。ここ

では，２個の弾性板の接触問題の例を示した。

２理賎

ハイブリッド型コンプリメンタリエネルギの原

理の要素境界積分を図－１に示す局所座標系n-s

で変換すると次式のようになる4)。

〕

え

図－２要素αの破壊状況

〕

夢

図－３モールクーロンの式

ここで，△は増分記号である。すべり面において，

式(4)を満足させるために，ラグランジェの未定乗

数ｒを用いて，式(1)に導入すれば

ⅡCM=ncmI-JS．r(壷興`±Cl。⑨)`ｉｓ（５）

となる。ここで，Ｓ：すべり面である。式(5)では

簡単のために増分記号：△を省略して示した。な

お，式(5)でSb上のＶは零4)とする。つぎに，荷重

が増加するにつれて破壊が進行する場合を考える。

本研究で仮定している破壊条件は図－３に示すよ

うに，すべりに対してはモールクーロンの式を仮

定し，圧縮側と引張側に対しては，それぞれ圧縮

強度（F1c）と引張強度（日）の限界値を設定して

いる。要素境界の垂直応力度（ぴ。）が日に達す

ると応力解放を伴って要素境界から分離される。

したがって，数値計算の上では新しい節点が必要

となる。また，ぴ"がFbに達すれば，それ以後の

応力増分は零となる。このために，応力の伝達が

零になるように，降伏後の節点を切り離す方法を

とっている。したがって，いずれの破壊が起って

も，変位の自由度が増加し計算上の困難を伴う。

兀

図－１２次元'、イプリッドストレスモデル

ncm,=zLDliB(m」)…-ﾉ､w(Uけ薊＋院彌`)｡$

＋人｡(U了鳳＋γ蔬`)｡s〕（１）

付帯条件は

灘Lﾃﾞ:蜜f｝（２）
である。ここで,Ｂ(、j）：コンプリメンタリエネ

ルギ，ｕＶはそれぞれ"方向，ｓ方向の変位，一

付：既知量，ＳＣ：力学的境界，Ｖ〃：要素Ｖ)０，

ｅＶ)z：要素Ｗの一周積分，Ｚ：全要素数の和で

ある。ノとれを方向余弦とすると可風とか`はそれぞ

れ次式のようになる。

Ｘﾉﾆﾆｹﾞｪ靴鰯(鵬-噸魁)}'3’
ここで，び灘，ぴ,，瀝1,は応力度である。要素境界
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ここでは破壊の進行によって増加する変位を要素

単位で消去する方法で計算した。図－２に示すよ

うに，すべり破壊と引張破壊が生じている場合を

考える。式(5)で変位の増加に関連する項をＡとす

れば

A＝一八・(U､,＋Vで､｡)｡，+人(U万:+V誌)`Ｚｓ

－Ｌ,ｒ(憲魍±Clぴ")ぬ（６）

となる。ここで,Sc:引張破壊面,万:と話は解放
応力である。ncHの一周積分は引張破壊面以外で

計算を行う。したがって，数値計算の上では，引

張破壊面の存在にかかわらず一周積分し，連立方

程式を解く時にⅡcHの引張破壊面のＵ，γが零にな

るように計算すればよい。したがって変分原理を

整理すれば

人｡"(庇＋J'昂`)｡‘＝|"}TlF｝（15）

＿ムＴ("綴±c…）ds-J(．(堀+v高｡）

‘s＝－|β}Ｔ[Ｇ１|△Ｉ（１０
となる。ここで，｜△|Ｔ＝｜Ｔ吟uiOj｝であり，

破壊によって増加した変位である。一般的には

[ｄｌｌ△｜は要素境界の破壊状況を考懲して作
成する。つぎに，解放応力による節点力をＩＦL｝

L(賦十職)妬=|△}T(扉’（ln

n6i＝告｜β}Ｔ[H]|β}－|β１丁[G]|灘}＋

ＭＴＦ}＿|β}Ｔ[G*]{△|＋|△ｌＴＩＦＬｌ（】8）

｜β｝＝［Ｈ]-1([Ｇ］|吋十[。］｜△}）（ｌ９
式(19を式(１０に代入し，｜秘}，｜△｝に関する停留

［Ku］｜〃ｌ＋［Ki2］|△｝＝｛Ｆ｝（２０

［K2,］｜"｝＋［K22］{△｝＝ＩＦＬｌＣ１）

鱈'一1蝿ii小
である。式(20Ｍ21)より｜△｜を消去すると

（[K11］－［Ki2］［Kh2]-1［Khl]）’2`｝

＝ｌＦｌ－［Ki2］［Kb2]-1（ＦＬｌ（23）

Ⅱ穂＝Ⅱ｡,＋Ａ （７）

となり，付帯条件は

ﾄ,馴二雛爾}w，
となる。なお，圧縮破壊に対しては計=誌＝０
となる。

つぎに，剛性マトリックスを導くために，応力

と変位をそれぞれ次式のように仮定する。

ぴ寅＝β】＋β2％＋β３１Ｃｙ＝β4＋β5兆＋β6孔

琵w＝－β2ｙ－β6"＋β７（９）

Ｕ＝zzi-8is，ワニ功 （lOI

式00で雌，酢，０iは図－１に示すように表わし，

ひずみと応力の関係式を式⑪のように表わす。

｜ぴ｝＝［Ｂ］｜β}（ｌＤ

Ｉｅｌ＝［Ｃ］に’（12）

なお，［Ｂ]，［Ｃ］の具体的な内容については前

報4)を参照して致きたい。式(11)，⑫を用いれば式

(1)の右辺第１項は次式のようになる。

ノル(び")…=昔|β|Ｔ[H］|β｝（１３）

ここで,［H]＝LlMB]丁[C］［BMm(yであ
る。式(1)の右辺第２項は式(3)，(9)，（１）より

た”(U、十Vを")dS＝{β}Ｔ[G］|灘’０４）

となる。ここで｜β|Ｔ＝|β1β2β3β4β5β6β7}，

|z`}Ｔ＝｜雌眺ａ雌眺め〃k難６A｝である。つぎに，

外力ベクトルを｜Ｆ１とすれば，式(1)の右辺第３
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が基礎と接する箇所のように，コンクリートが部

分的に荷璽を受ける場合である。

cmf)，γ＝コンクリートの気乾比重である。なお，

計算ではγ＝2.3,ポアソン比を0.2とし，モールク

ーロンの破壊条件式は末永らの式6）

Ｔ＝/α"37.Ｄ＋0.249/１J（26）

を用いた。

図－５にはコンクリートの引張破壊による応力

解放を老脳する場合と考慮しない場合について計

/晩ノリZＨオ
ー
ー
ー
ー
ー
ー
二
。
、
。
ト
ー
ー
ー
ー
、
一

P(to､）

15.0

－１２ｃｍ￣

図－４要素の分割 鍬Ａの詳細図

1０．０
図－４は剛体の板に設置された厚さ１cmのコン

クリートブロックで，上から幅２cmの剛な板を通

して荷重を受けている。要素の分割は実験で見ら

れるような戦術板直下の三角形くさびと鉛直に伸

びる引張ひびわれを表現できるようになっている。

コンクリートの引張強度（ん)，ヤング係数（唾）

はそれぞれ次式10)より求めた。

人!＝８＋0.06i(’（24）

＆=2｣xlO5x(γ/23)L`、耐(２５）

ここに，（'：コンクリートの圧縮強度（Kg[〃

5.0

0

0１００２００３００４００５００

ｆｔ（kg/cmI）

図－５支庄強度

1.0

Ｐ(t）

001

\微

’
０．５ ０．５

f&＝300kg/clH

応力解放

６(c､）

0.00.0
０１ ３４ ６７８

（×10-2）

図－６

１ ２ ３４

（×10-3）

0

荷重一変位関係

旧〆'

Ａ

７

（

厚さ：１０cｍ
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算し，支圧荷重とコンクリート強度の関係を示し

た。末永らによる式は応力解放を考慮しない場合

によく合っている。SKNiyogi7)の実験値（コ

ンクリートの立方体強度から円柱強度への換算係

数を0.7～0.9とする）は両者の間にあるが，解放

しない方に近い。実験結果が応力解放を考慮しな

い場合に近いのは，支圧試験のように急激な引張

破壊を起す場合は応力が引張強度に達しても，ひ

ずみが引張破壊ひずみに達してないために応力の

解放が遅れたものと考えられる。図－６はコンク

リートの圧縮強度が300kg/;/c､:の場合の荷重_変位

の関係を示した。応力解放をしない場合は延性材

料の荷重-変位関係に似ており，応力開放をした

場合は変形量も小さく，最高荷重に達する前から

応力解放に伴う荷重の低下を起こした。特に，最

高荷重に達した後は急激な荷重の低下を示し，ぜ

Ｓ
f&＝300kg/CHF

応力解放なし
ＣＣ

Ｃ

Ｃｌ引張破壊

Ｓ：すべり

Ｆ：圧縮破壊

Ｃ

Ｓ

Ｃ

Ｃ

Ｃ

Ｆ
図－７ひびわれ状況（崩壊時）

い`住破壊の特徴を表わしている。図－７はコンク

リート強度が300kg/6,$の時のひびわれ発生状況を

示した。両者のひびわれ型は異っているが，これ

らのひびわれ型は実験において普通に見られる7）

３－２鉄筋コンクリートはりの解析

・せん断補強鉄筋を用いないはりのせん断破壊形

式は，斜めひびわれの発生とほぼ同時に耐力を失

う「斜め引張破壊」と，斜めひびわれ発生後もタ

イドアーチ耐荷機構に変化して，さらに大きな荷

重に耐え，最終的には圧縮部コンクリートの破壊

によって耐力を失う「せん断圧縮破壊」とに大別

される。ここで解析した試験体はJCI試験体8)で

せん断補強筋のないスレンダーなはりである。

試験体の詳細を図二８に示す。また使用した鉄

P/２Ｐ/２
ｂ＝100

Ｃ
Ｃ
御
Ⅲ
Ⅱ
二

Ｉ
Ｉ
Ｉ
Ｉ
ｌ
Ｉ
ｌ

Ｃ
⑭
【
Ⅲ
Ⅱ
つ

unit(m､）

foranchorage

図－８試験体の詳細図
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図－９鉄筋コンクリートはりの要素分割

筋およびコンクリートの詳細を表－１，表－２に

示した。このはりの実験では，4.70ｍ"の時に斜

めひびわれが急速に進展して，急激な斜め引張破

壊を起している。図－９に要素の分割を示した。

ここで鉄筋は三角形要素で分割しているので，せ

ん断力を負担している。コンクリートの圧縮強度

は円柱供試体の強度の0.85倍とし，他の材料定数

は計算例３－１と同様な方法で求めた。

Ｐ/２

Ｃ

Ｃ

図－１０崩壊時のひびわれパターン

P(t）
表－１鉄筋の性質

ＤｔＣ

4ﾌニヨ

表－２コンクリートの性質

Ⅱ！

、
】

ＤＣ Ｄ－ｆｌ

図－１１荷重とはり中央点のたわみ関係

と△

寸法
降伏

(kg/clIf）
引張強度

(kg/cnf）
ヤング係数

(kg/c､リ

、１３ 3730 5500 2.Ｏ７ｘ１０６

の６ 2460 5650 ２．２２×１０
６

圧縮強度

(kg/cmI）
ヤング係数

(kg/cIIf）
ポアソン比

240 ０．２０×１０６
0．１９

一コ巨一－コ=～ｮ

エー

￣■■￣

￣

Ｃ：引張破壊

Ｓ：すべり

Ｓ

'、
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ill･算は荷重増分法によって行い，変位Iill御の方

法をとっている。図-10に計算で得られたljl製時

のひびわれを示し，図-11には荷重･変位llU係を

示した。荷重が増加するにつれ下面から上iniに向

ってひびわれが進行し，5.19to"の時にはり11,部

に斜めひびわれが発生した。以後，引張破竣によ

る応力解放によって，図-11に示すようにJiWjRが

急.激に低下した。実験によればこの時の荷煎が4.70

t0"であるので，少し高目の結果が得らｊしたが，

破壊のメカニズムもよく実験と一致し，良好な結

果と云える。

３－３弾性接触問題

ハイブリッドストレスモデルはすべりの計算に

適したモテルであり．境界面での摩擦も簡単に考

慮できる。ここでは図-12に示すような弾性体の

ＬｄＬｄＬｄＬコ

コヮ■ワマヮヨ

言芦苧苧＜凶

Ｐ

図－１３要素の分割
ぴ同/Ｐ

Ｆ`ﾁﾄｦﾆ分（沢

図－１２接触物体の寸法

F1

Ｌ」

接触問題を解析した。図-13には要素分割を示し

た。図-14には摩擦係数が零の時の接触面上の鉛

直応力の分布を示した。ハイブリッドストレスモ

デルによる解は大久保9)の理論解，渡辺の変分差

分法')による解とだいたい一致した傾向を示して

いる。図－１５．１６にはそれぞれ解＝｡｡，0.2の時

のせん断応力の分布を示した。計算結果は変分差

分法による結果と同じ傾向を示している。なお，

座＝0.2の時のすべりの範囲はx/Ba＝0.5であり，

変分差分法と一致している。

ユー圧

00.2０．４０．６０．８1.0

"Ｂａ

図－１４接触面上のび〃４あとがき

要素境界ではすべりや分離を表現するモデルに

よる鉄筋コンクリート榊造の解析では，コンクリ

ートのすべり破壊でのCb，Ｃｌの決定，破域条件

がひずみによって決定される場合，除荷の判定等

多くの解決すべき問題がある。しかし．今回の数

値計算の結果は良好で,破壊領域が細長く，面とし

て表現するより線で表現した方が良い場合には有

限要素法よりも有利になると思われる。なお，本研

究で得られた結果を要約すると次のようになる。

Ｖ
、／l、

矛副＄＄（
ﾃﾞq夫腸（
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１）ハイブリッドストレスモデルを用いてすべり，

引張破壊，圧縮破壊を取り扱う方法を示した。

２）破壊によって増加する変位の自由度は要素単

位で消去できるので，数値計算の上で簡単になっ

た。

３）数値計算例としてコンクリートブロックの支

圧強度，鉄筋コンクリートはり，弾`性接触の解析

を行った結果，いずれも良好な解を得た。
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良哲治氏（本学科卒業生，沖縄総合事務局)，山

本修三氏（本学科卒業生，トピー建設)，金城兵

七氏（本学科学生)，高江洲修氏（本学科学生)に

心から感謝の意を表します。
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