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Limit Anal ysis using Hybrid Stress Model

-Materials that obey Mohr-Coulomb's Yield Criterion-

Shigco IRAIIA

Synopsis

A limit analysis for materials that obey the Mohr-Coulomb's yield crite­

rion by use of the hybrid stre~s model is presented. \Vhen slidings occur

in the materials, the stress field satisfies the l\1ohr·Coulomb's yield crite­
rion on the sliding surfaces. Therefore, the Mohr-Coulomb's equations is

introduced into the principle of the hybrid complementary energy using

Lagrange multipliers defined on the sliding surfaces. The physical meaning

of Lagrange multipliers becomes clear by the stationary conditions on the

sliding surfaces.

For nume'rical examples, the hybrid stress model is applied for the

bearing capacity of a concrete block and foundations under footing. The

results of the numerical examples are in good agreement with exact so­

lutions of plastic analysis.

Key Words: limit analysis, hybrid stress model, Mohr·Coulomb, FEM
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ハイブリッドｚトレスモデルによる－鬮限解析法一モール・クーロンの降伏条件に従う材料について一：伊良波２

理の汎関数からhybrid型コンプリメンタリエネルギー

の原理の汎関数を導いた。つぎに，降伏応力に達して

ない要素境界においては渡辺と同じ変位場を仮定し，

降伏応力に達した要素境界においてはLagrangeの未

定乗数を一定と仮定した。そして，要素内応力場を渡辺

と同じ－次式の釣合応力場を仮定することによって，

廷りを考慮したハイブリッドストレスモデルを導いた。

数値計算例としてコンクリート・ブロックの支圧強度

解析，浅い基礎の支持力，斜面上の基礎の支持力の問

題を解析し，いずれも良好な結果を得た。

たこ

Ⅱ|丼')によって開発された剛体バネモデルは要紫重

心に自由度をもつ要紫で，固体を有限個の剛体および

剛体1111を連結するバネによって表現している。荷、の

増加に伴う＝I〕や分離は，降伏強皮に達したバネを切

断することにより簡単に表現でき，自由度の増加もな

い⑥
９

１ ２変分原理

hybrid型Hellinger-Reissnerの原理の汎関数は

次式で与えられる:）

－１Tin=\Ｌ[B(Ｃｕ)÷(０,八j十Fi)山]dV-ZL鰹`(TF+ＴＩ)dＳ
工

図－１２次元'､イプリッドストレスモデル

渡辺2)は図－１に示すように辺中央に自由度をもつ

２次元ハイブリッドストレスモデルを提案した。この

モデルはhybrid型のコンプリメンタリエネルギーの原

理で要素境界械分を座標変換し，応力場として－次式

の釣合応力場を仮定し，要素境界変位場は辺に垂直方

向の変位を－次式，接線方向の変位を一定として導か

れた。渡辺はこのモデルを用いて，完全弾塑性体の上

界解を求める方法を示した。ハイブリッドストレスモ

デルは剛体パネモデルに比べ，剛性マトリックスを求

める時に逆行列のi汁算を必要とするので，計算時１１１１は

長いが，弾性域から塑性域まで良い結果を与えるモデ

ルである。近藤3)は辺中央に自由度をもつ定歪モデル

を提案した。このモデルは６個のsub-elementか

ら成る複合要素で弾塑性解の下界解を得ることができ

る。

本研究ではハイプ'ルドストレスモデルを用いてモ

ール・クーロンの降伏条件で表わされるコンクリート

土，岩等の材料の上界解を求める方法を報告する。材

料内に廷I)面ができた時，応力場は造り面においてモ

ール・クーロンの式を満さねばならない．このために、

モール・クーロンの式を付帯条件として，Lagrange

の未定乗数を用いてhybrid型Hellinger-Reissnerの

原理の汎関数に導入した。つぎに．釣合応力場を仮定

することによってbybrid型HeIIinger-Reissnerの原

-ん(T,－ＴＩ)uldS-LT`丁'dＳ (1)

ここで，Ｂ(Uij）：コンプリメンタリエネルギー関

数，Ｔｌ:物体力，Ｔｌ:表面力，Ｔｉ：ヮｉｊｗ，びり：

応力，、）：外向き法線ベクトルの方向余弦,山：変位，

￣付：既知量，｡：要素Ｑ’６：要素６，Ｖ｡：要素αの

体fiLSo6：要素｡,６の境界，so：幾何学的境界，ｓｏ：

力学的境界,？:すべての要素の総和,ｚ:すべての要

素境界の総和である。ここでは二次元問題に限定し

て定式化を行う。式(1)は全体座標系における変分原理

であるので，極限解析に適用しやすいように図－２に

〃

釘

図－２局所座標系エ



琉球大学エ学部紀要第26号，1983年 ３

方向．刀が内向きのときは時計方向とする。ｓｏ，Ｓ〃

饗』し鰯鵬北
である。工一ｙ座標系での工,ｙ方向の変位をそれぞれ

u,Ｕとし，局所座標系でのｍｓ方向の変位をそれぞれ

U,Ｖとすれば，それぞれ次式が成立する。

：二:悪Wil

い(TI+Ｔｌ)`S三Ｌ[(091+『`1,1)迦÷(､;!÷｡;鰄川]ｄＳ

－Ａ｡↓[(`ｌｌ－ｒ鰹;凧池十(『`I'〒１７１噸),]｡ｓ

＝ﾑ｡北:U＋『`V-olU-『JV)dＳ（４）

となる。ここで，ＯＡＵＴａＶの符号が負になったの

は局所座標系、の正方向ベクトルの方向余弦ム、を用

いたためである。同様な方法で式(1)の右辺第３，４項

を変換すれば式(1)は次式のようになる。

－nIli,＝ヂル｡[B(ojj)+(ojLj+属池`]d工dy

-zA.`[(o8-oli)U+(『風F-rm9)v]｡ｓ

＿ん[(・鳳一歴)U＋(画一誌)v]ｄｓ

－､/鮴.Ｕ＋了函V)dＳ（５）

要素ｑ’６の境界に廷りが生じ，け.，Ｔ四の間に図一

３に示すようなモール・クーロンの降伏条件が成立し

ているとすれば，墹分形で示せば，

：::士:::i二：｝（６）
なる条件を満さねばならない。ここでＣｌは摩擦係数で

ある。したがって，材料内に起りが発生した時には式

(6)の付帯条件のもとで式(5)を解けばよい。ここでは

LagTangeの未定乗数を用いて解く。すなわち，

Lagrangeの未定蛎数「.，Ｔｏを使って式(6)を式(5)に

加えると次式となる。

－，，１=-niii-LJ…]侭)ＷＳ+Ｌ(感fcml)I､`dｓ（７）

式(7)では変位，応力とも増分量であるが，ここでは

増分記号△を省略して示した。ところで，式(7)につい

て考えると，Ｓｏ６で廷りが生じた時，Ｔ悶とび；および

『』とび：には式(6)の関係があり，⑦：とげ：が等しいと

云う条件を加えれば当然Ｔ遇とＴＪも等しくなる。し

たがって，式(7)で迄りが生じているSob上で．Ｔ風Ｒと

㎡が等しいという条件は必要でない。すなわち，Ｓｏｏ

においてＶ＝Ｏとする。

式(7)の｢．,ｒ`の物理的意味を綱らくるためにＪ１鮒

の第１変分を作り，その中でＳ､､上の停留条件に関係

する項のみを示せば．

5Ⅱ,lﾄﾞｰﾊ｡`[ｗけ11+･:DUo＋vo6r占十ｒ`ｗｏ
－Ｕｂ肋li-DA6Uo-Vb6T,,９－ＴｎｌＷＯ

－(Ｃｌ:－ひ:)ＤＵ－Ｕ６ひ:＋U6o：

－(T忠一T』)ＤＶ－Ｖ６て濁十Ｖ６ＴＪ

－(TpF±Ｃ,｡:)がr・一To5蔵羊｢･Ｃｌ肋：

＋(て忠±C】ＯＡ)5｢6＋TDDT`±TOC,肋:]。Ｓ

＋……

＝/§｡`[(Uo-UTroCl)6o:＋(-U&＋U±｢`Ｃｌ)飯：

＋(Ｖｏ－Ｖ－Ｐ)DT組＋(－Vb＋Ｖ＋Ｔｂ)６㎡

－(D8-Dll)ＤＵ－(ToF-TJ)Ｗ

－(て.；±Cl。:)61ｍ＋(毬±Ｃｌ。:)6「6]｡Ｓ

十･･･…… （８）

となる。ここで．前述したように，莚り面ではＶ＝Ｏ

を仮定すれば,Ｓ､ｏ上の停留条件から次式が導びか

れる。

ロー…､U…｢,｝（'’@Ｖ｡＝「。、Ｖ６＝ｒｂ

～

＝

図－３モール・クーロンの式
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…『…薑‘Ｉ（'，Ｔｎｌ±Ｃｌ館＝ｏ

式(9)，（10Ｉより次の]１$がいえる。

１）が:とびAは等しく，互にモール・クーロンの式を

満しているので，“＝て鳳!となった。

２）Lagrangeの未定乗数ｒは局所座標系のｓ方向

の変位である。〃方向の変位はＵとＰから求められる。

３〉図－４に示すように，要素111]のずれを△Ｕ，開き

巾を△Ｖとすると，

３剛性マトリックスの膀導

式(Ⅱ)を用いて，辺中央に３自由庇を有する三角形要

素の剛性マトリックスを導く方法を示す。応力場は釣

合条件を満足するように，

|;Ｉ卜[鮒lｌｉｌ (１０

と仮定し，これを，

１．１＝［Ｂ］Iβ１（１，

とおく。応力と歪の関係式は，

ＩＥＩ＝［Ｃ］ＩＣＩ（10

とする。ここで，ＩＥＩ＝(sxEj,72,|Ｔであり，［C]は

平面ひずみ問題では，

〃

に 】

ｙ

沙
一
〈
Ｕ

ｎ
ｌに]＝器 091

平面応力問題では，

［｡]令[Ｍい
で鏥岸ｺﾝﾙﾝﾀﾘ…雫-,……
(1,,（18)を用いて，

人風B(ojj)dZdy＝士|β１丁[H]|βＩＣｌ）

となる。ここで，

［H]二ＭＢ]T[C][B]Clｴohl（22）
である。次に式(IDの第２項の欄分を図－１に示す辺J-E

について示す。外向き法線の方向余弦を１，ｍとし，

図－１に示すように，辺而の変位を節点iの変位'`i，

ｗ，ａを用いて，次式のように仮定する。

リニ:1-鰯．｝鰯
ここで，Ｓは辺而の局所座標系の原点からの距離であ

る。つぎに，式(2)，⑬を式(10の節２項に代入すれば，

汀

図－４要紫ＩＩｌｌのズレ

△Ｕ＝Ｕ;－m＝Ｃｌ(±｢,ＴＴＩ）（Ⅱ）

△Ｖ＝ｒｄ－Ｔ６ ０，

となり，△Ｕと△Ｖの関係式は，

△Ｕ＝±Ｃｌ△Ｖ （19

となる。式(剛は莚I)が生じた時の関係式としてよく知

られた式である。

したがって，式(7)で釣合応力場を仮定すれば，起り

面でモール・クーロンの式を満足するhybrid型コン

プリメンタリエネルギーの原理の汎関数が得られる。

すなわち，

－１１６i＝;肌刷B(ｏＩｊ)dxd9-伽(Uoo十V、)｡Ｓ

十八｡(0万.十V冠)｡S北,i,｢(『画±Ｃｌ・卿)｡S］(Ⅱ）

ここで，Ｓ圏Iip:廷Ｉ)面，Ｗ卿:要素の境界，Ｖ趣：要素の

休稲である。竹･jMf条件は，

“仁:i菫,iF上Ｉ1,,
である。
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ハに｡.＋Vで画)｡S=/[(皿`－as)(onl2-27`,I凧十。,凧2)＋`,(－("`-｡,)１ｍ十r鰹,(12-,2))]dＳ

ｌ

'工－２ｌｍｙ

ｌｙ

ｍ２

ｍ２工

ｍ２ｙ－２ｌｍ工

２／、

＿ｌ２Ｓ

－ｘｌ２ｓ＋２ｌｍｙＺ

－ＰＳｙ

－ｍ２Ｓ

－ｍ２Ｓエ

ーｍ２Ｓｙ＋２ｌｍｓ

－２１ｍＳ

－ｌｍ

－/加工一ｙ（(２－，２）

－ｌｎＷ

ｈ７１

ｌｍズ

ノmxy（12-,2）

（２－，２

鑪冊=|β川

ノ８Ｗ(U・'十Ｖｒ")｡S＝|β|TIG川｜（25）

つぎに，式(Ⅱ)の第３項を辺而について示す。式(23)を

帥…-Ii1ll蕊ト
を求めL(U扉ｗ…－M『,F，鰯）

ん,`,｢(･風土Ｃｌ｢愈,)｡S＝|β|T/§｡,i,[±Cl/2-1,,1ｘ(℃,１２

－１ｍ)－W(±ＣＭ２－ｌｍ）iClm2＋ｌｍｘ(三Ｃｌ"12＋ﾉ、）

…÷M-薮…，c1÷!'-年;ｻﾞに’十((２－，２）]ＴｄＳ「

ん,jpr(て璽土Ｃ,"風)｡s＝|β|T[G､]|TＩ（30）

＿脳=もIβ|T[H]|β|_|β}T[G脈l-MTlF1-lβ|T[6]lrl（31）

｜β|＝[Ｈ]-1（[G岬'十[d]lrl）Q2）

［Ｋ1,川|＋[Ｋｌ２]|Ｔｌ＝ＩＦ’（33）

［Ｋ２,川|＋[K22]{Ｔｌ＝lＯＩ卿

となる。ここで，

腰;|}二目１１隅圏二棚腓
である。式伽ハロOよりＩTlを消去すれば，

｜[KII]一[Ｋ１２][K22]-1[K2,]||画|＝|ＦＩＧＯ

となる。式畑で[KII]はjこりがない時のl剛１１性マトリック

スで．［KI2]，［K21]，［Ｋ22]は廷りが生じた時に新に

必要になった項である。なお．＝り佃所ではＳ方向の

変位ひを零にしておく必要がある。

４数値計算例

４－１コンクリートブロックの支圧強度解析

末永らはＲＣ梁のせん断強度式を導くのに，コンクリ

ートブロックの支圧強度の理論解を利用した§)ここ

ではハイブリッドストレスモデルでコンクリート・プ

ロソクの支圧強庇解析を行い，理論解と比較した。コ

ンクリート・ブロックは，たて：１３cm，よこ：Z6cmの

大きさで，上下から幅２cmの剛板を通して荷重を受け

ている。なお．ここでは平面歪問題として解析した。

ｃ ｍ

ｌ’‐‐‐‐“‐‐‐‐’一

k--130cm--4
図－５コンクリートブロックの支圧強度
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図－５には要素の分割を示した。ここで提案した解

析法により一つの上界解が得られる。しかし，蛾良の

解は股小の荷重であるから，剛板の下部に発生するく

さびの深さｈを２cm－６cmまで変え，５ケースについ

て解析した。図－６は各ケースに対する荷Ⅲ一変位曲

線を示した。解析結果ではｈ＝３cmの時，股小の荷重

でその大きさはＰ＝644.6kgｆとなった。なお,末永らの

理論式より股小の荷重を求めるとＰ＝640.0kgfとなる

ので．解析結果は良好と言える。

I〕ＸＩＵ＝２ｒ、△ｈ＝５ｃｍ

･鳥髻佃瘡iZン
800．

(ｋＭ）

一℃

600.

Ｉ、．

度２０kN/cmz
〕×】05kＭｍｚ
〕

,kg/cm2
75

引拙強肛

Ｅ＝４．０１

ツー0.3

ＣＯ＝５０ｋ

Ｃｌ＝0.7
200.

▽０

0.5ＬＯＬ５（×10-.Ｃｌ､)６

図-６荷重一変位曲線

０

図－７浅い基礎の廷I)線

@

0.5ｍ

Ｅ＝1000ｋｇ/cm2ＣＯ＝０．１ｋｇ/cm2
ツー0.3Ｃｌ＝tａ７ｌ３０ｏ

Ｂ
２ノＰ
０

Ａ
Ｅ

Ｃ
、、

11.0 、

18.0ｍ

図－８浅い基礎の支持力
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４－２浅い韮礎の支持力

図－７に示す，浅い基礎の支持力の問題をハイブリ

ッドストレスモデルで解析し､プラントルの理論解と

比較した。地盤の解析領域は深さ：１１，，幅：３６ｍと

し，雑礎の幅は１ｍとした。なお，地盤Ⅲ１１面および底

面の境界条件は固定として解析を行った。要紫はプラ

ントルが上界解を得るために使った;こり線および竹内

らの研究６１を参考にして分割した。なお，この解析で

は土の目頭を無視した。

図－８に廷り線の発生順位，図－９に荷重一変位曲

線を示した。ｊこり線は職初に維礎端部から発生すると

考えられるが，解析の結果では２番目に発生している

これは要索分割が粗いためである。しかし，図－９に

見られるように，廷りの発生順位１，２の荷iii差は小

さい。ハイブリッドストレスモデルによる極限ili麺は

プラントルの解よりも少しinil]になっているが、要素

の分馴を細くすることによって，もっと良い解を得る

ことができる。

Ｐ

４００－Ｃ

９～ｏ二Ｃ

解

【)0ｍ

DＯＣ

、、Ｃ

4０５０６０７０８０

Ｃｕ(度）

図-10荷Ⅲ－，曲線
Ｐ

(kgl

３００

から分かるように，ハイブリッドストレスモデルの結

采でも⑩＝60.の時に股小の荷重を与えている。

４－３斜iii上の基礎の支持力

図－１１に示すように，斜面端部に基礎がある時の支

持力IMI趣を解析し，ＷＦ・Ｃｈｅｎの理論解と比較した:）

ゴム

20【）

解析$【i域はＡＢＣＤＥだけをｌ１ｌｔ性体とし，洩りの部分は

剛体と仮定した。なお，要素はＷ､F・Ｃｈｅｎの造り線

を参縁にして分割した。

lXI-11は刷形領域ＡＣＤを６分割した図で，図中の

数字はjこり線の発生順序を示す。図－１２には６分割の

時のllIijn-変位曲線を示したが，解析領域が限定され

ているため実際の荷重一変位曲線とは異なる。しかし，

jこ')線の発生順位ごとの荷、が分かっているので，工

学的に有用な資料となる。表－１には扇形領域の要

分11ill数と荷ＪＲの関係を示した。荷重は１要素でもかな

り良いﾈI1j皮であるが，６要素では，ほとんど理論解に

一致している。

100

ｻﾞ

()．
Ｉ).５１．０

び(（、〉

図－９荷旦Ti-変位H1線

0.0

つぎに，図－７に示すJIL礎底面のくさびの角(Uによ

って荷皿がどのように変化するかを知るために，ｌＸＩ－

８のj二I)線の発生領域（長〃形：ＡＢＣＤ）だけを取り

出して解析を行った。解析では(Uの増加と共にＥ点が

深くなるので，ｉ=ニリ線が洲らかになるように，Ｆ点を

鉛直に移動して計算した。解析結果は図-10に示した。

ブラントルの解では①＝４５゜÷Ｗ２であるから，摩擦

角。＝30.を代入すれば⑩＝60.となる。一方，lX1-10

５あとがき

有限饗紫法では塑性を要紫内で表わす方法と要紫境

界で糞わす方法がある。ここで提案した方法は要素境

界で鋼性を表わす方法の一つで，一般に要素内で塑性



ハイプ'ルドストレスモデルによる一厘段解析法一モール・クーロンの降伏条件に従う材料について－：伊良波８

〕

壼ﾆﾆﾆ壽l壹三鶚ニヨロ
|`120゜

１

今
鄭 ４４４

101010

蝋
;lliln

漢
‘、

５
7） ６

８

、

Ｅ

図-11斜面上の基礎の支持力
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図－１２荷取と変位

を表現する方法よりも少ない要素数で良い解を得るこ

とができる。しかし，少ない要素数で良い解をｲﾑﾄるた

めには，正しい廷I)線を要素境界線でうまく近似する

ことか必要である。このため，婆紫分制は与えられた

問1ｍとR((似の問題の造り線を利lljするか，または，模

MV実験を行い．ｊこり線を確認の上で分制する方法が者

荷、:Ｐ(kgf）

１ 5５．４１

２ 5４．７７

３ 54.90

６ 54.59

理絵解 5４．５６
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えらｵしる。なお、イ由研究で得られた結果を要約すると，

次のようになる。

１）造りを老Miに入れたハイプIルドストレスモデ

ルを禅き，モール・クーロンの降伏条件で表わされる

材料の極限解Wi法を示した。

２）剛性マトリックスを導く時,渡辺2)と同じ応力場

および変位場を仮定しているので，ｿI1l性時においては

渡辺の提案したハイブリッドストレスモデルに一致する。

３）廷I〕線を有する婆索の剛性マトリックスは，応

力パラメータとLagrangeの未定蛎数をiW輩すること

により９ｘ９の大きさとなった。したがって，プログ

ラミングの上で取り扱いがiiiilliである。

‘I）数値計算の結果は一般的に良好で，特に，ｉ(|･獅

例4-3から分かるように，要染分11Mを細かくすること

によって，正解に収束することが'ﾘIらかになった。
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