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ま え が き

本研究は 『Kempf複体の超判別式-の応用』と題 し､2002(平成 13)年度か

ら2003(平成 14)年度までの2年間にわたる継続研究として科学研究費補助

金 (基盤研究 (C)(2))の交付 (課題番号 14540035)を受けて行ったもの

である｡ここにその研究成果を報告する｡

2年間にわたる本研究の分担者は次の研究組織の項の記載通 りである｡この研

究の遂行においてお世話いただいた関係各位に心からの謝意を表する｡

研究代表者 前田 高士
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研究代表者 : 前田 高士 (琉球大学理学部数理科学科教授)
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研究成果

平成 14年度 :Apartialorderonthesymmetricgroupsde丘nedby3-cycles(3サ

イクルで定義される対称群の半順序)

群 G とその生成元の集合 S(Sは G の単位元を含まないとする)に対 して､

(G,S)の Cayleygraphr-r(G,S)は以下のようにして定義される.Gを頂点の

集合､I,y∈Gはある Sの元 aに対 して y-axのとき､xとyを辺で結ぶ｡例え

ば､Gが Sを基底とする自由群のとき､I'は treeで､また､G が simplereflexion
の集合 Sで生成される Coxeter群のときは､Fによって Bruhatorderが定義され

る.14年度は､Gをn次交代群 An､Sを連続する3文字の(n12)個の3サイクル

aj-(i,i+1,i+2)(1≦j≦n-2)のとき､その Cayleygraphおよび､それに付
随する Anの半順序に関して考察 した｡

3サイクル aJ･-(i,i+1,i+2)は連続する2文字の互換 2つの積なので､交

代群 Anの元 7Tを 2(n-2)個の3サイクル (al,･･･,an_2,aTl,･･･.an-12)で積表示

すると､i(m-)/2個以上必要である (ここで i(7T)は置換 7Tの逆転数).すると次のよ

うな自然な疑問が起こる｡Anのどんな元がちょうど i(7T)/2個の3サイクルの積で
表されるか? また Coxeter群の元の最短表示に相当するような､3サイクルによる

自然な積表示があるか?

この問題は置換で考えるより､以下のように Word(n個の文字 1,･･･,nを並べ

かえた列)で考える方がわかりやすい｡長さnの wordx- xl･･･Xn における連続

する3文字 x3-1XJX3･+1は､abc,acb,bac,bea,cab,cba(ここで a<b<C)の6通 りが

起こりえるが､ある3サイクル aチ1を施 して逆転数が減少するのは後半の3つ､つま

りx,･-1>x,･+1が必要十分条件である｡とくに､どの3サイクル afl,･･･,anj=12を施

しても逆転数が減少 しない word(minimalwordと名づける)は､∬1<∬3<£5< -

かつ ∬2<∬4<∬6< - である (このような概念は計算機プログラミングにおける

Shellsortに現れる)｡そこで Sn(i)をn次対称群 Snの逆転数が lの元に対応する
Word全体からなる集合として､乱 の半順序を次のように定義する｡

[定義 A]x∈Sn(I),y∈Sn(m)が x≦ yとは､m-I-2k≧0非負偶数､

かつ､ ∬は 2(n-2)個の 3サイクル tafl,･･･,anii2)から k個 (重複を許す)を

yに施 して得 られる｡また､単位元に対応する word12･･･nと比較可能な Wordを

general､そうでない wordを specialとい う｡

つまり､偶置換に対応する Word7T(evenwordという)が specialとは､3サ

イクル taj)の i(7T)/2個の積表示が不可能ものである.定義 Aは､simplereflexion

S- (sl,･･･,Sn)で生成 される Coxeter群に対 して､3サイクル ajを sjSj+1 とし
て形式的に一般化可能である｡ generalwordつまり､121･･nと比較可能な wordで
あるための十分条件として次の定理を得た｡

[定理 B] 最大の文字 nが左端､または､左から2番 目にある evenwordは

generalである｡

involution(xl･･･Xn)～-n+ll Xn,n十1-xnIl,- ,n+1-xlを考えるこ

とにより､最小の文字 1が右端または右から2番 目にある evenwordも generalで
ある｡ しかし､1が右から3番 目にある word､例えば 2143や 246135は generalで
ない｡n-3,4のとき､定理 Aは容易に確認できる｡例えば n-4の evenwordの
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なす posetSie)において､2143が唯 1つの specialwordである｡一般に､ ｡が

(1,･･･,k)の oddword,yは くk+1,- ,n)の oddwordならば､xyは (1,･･･,n)
の specialevenwordになることは明らかである｡そこでこのような自明な special
wordを省くために以下の定義をする｡

[定義 C](i)words- xl･･･Xn は､ある 1≦k≦n-1に対 して xl- ･Xkは

(1,･･･,k)の word､xk+1･･･Xn は (k+1,･･･,n)のwordのとき decomposable､
このような kが存在 しないとき indecomposableという0

(ii)evenwordは､(1)indecomposableかつ minimal､または､(2)indecompos-
ableかつ､∬によって coverされる wordはすべて decomposable､のとき nearly
decomposableという｡

例えば 415263は indecomposableminimalなので nearlydecomposableであ

り､indecomposableword3257146が coverする wordは 3215746と3251476で､

この2つは decoIPpOSableなので､3257146は nealydecomposableである｡定義 C
から次の3つのことが導かれる｡

(i)Snのindecomposablewordの集合は posetSnの dualorderideal､つまりx

が indecomposableで x≦yならば､yもindecomposableである｡

(ii)generalwordの集合は､12- nで生成されるSnの dualorderidealなので､
specialWordの集合は､Snの orderideal､つまりxが specialで､I≧yならば､

yもspecialである｡

(iii)任意の indecomosableevenword£に対して､∬とあるnealydecomposable
wordを結ぶ chainが存在する｡

(i)-(iii)から､indecomposablespecialwordの集合は､ nearlydecomposable

wordxを coverする specialwordの集合 VxnSis)の和集合であることがわかる

(ここで Vx-(y∈Sn;K≦y)は､xで生成されるdualorderideal).結局､nealy

decomposablespecialwordがわかれば､VxnSis)は (手間がかかるが)容易にわか
る｡とくに nが8以下のとき､すべての nearlydecomposablespecialwordを書き
出した｡

一方､indecomosableminimalwordの個数は､ n-2r偶数のとき､r-1-th

catalan数三･(2,r_7)であり､nが奇数のとき､minimalwordはすべてdecomposable
であることがわかった｡
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平成 15年度 :Thevarietiesofsubspacesstableunderanilpotenttransformation
(べき零変換で安定な部分空間のなす多様体)

ベク トル空間のべき零線形変換 J:Ⅴ｣V の Jordan標準形のタイプを

typeV - 入つま り､Jordan ブロックのサイズを 人1 ≧ 入2 ≧ ･･･≧ 入tとする.

整数 0<d<n - dimV に対 して､V の d次元部分空間で f一安定なもの全体

X(A,d)-(W⊂V;dimW-d,I(W)⊂W)は､W と Y/Wのタイプによって

分解される ‥X(A,d)-uv,pS(A,U,p)ここで､

S(A,i,,FL)- tWcV;typeW-I/,tyPeV/W-FL)

である.べき零変換 fを表現する n次べき零行列の共役類の､ n次行列全体におけ
る閉包に関しては多くの研究があるにもかかわらず､Vの d次元部分空間のなすグ

ラスマン多様体 G(a,V)における､S(A,Z/,IL)の Zaiski閉包 X(A,Z/,p)はあまり研究

されていないようである｡ 15年度の研究は､X(A,l/,P)の特異点集合に関して以下
の結果を得た｡

S(A,l/,FL)の連結成分は､shape入/p,contentuの Littlewood-Richardson盤

(LR盤)と1:1に対応 し､それ らの次元はすべて n(A)-n(Z/)-n(p)(ここで

n(A)- ∑t(Ai-1))であることが知 られている (LR盤 T に対応する連結成分を

ST､その閉包を XT と書く)0X(A,i,,FL)の既約成分 XTは､分割の dominance順

序 qについて i7ql/かつ 声叫 なる i),Pに関する S(A,D,声)たちの和集合に含まれ

ることは容易に示すことができる｡しかし､後に定義する genericvectorsを使 うと､
一致 しない例を構成することができる｡

Z/-(1k) のとき､つま り f一安定部分空間 W が f(W)- 0をみたす とき､

S(A,(lk),p)はいくつかの Schubetcellの和集合､X(A,(lk),p)はScubert多様体で
ある｡グラスマンのSchubert多様体の特異点集合は既知なので､この研究は Schuert

多様体の 1つの一般化 とみなせる｡ Schubertcellは parabolic部分群に関する等

質空間なので非特異有理多様体であるo一般の S(A,U,FL)は (V,I)の自己同型群

A(V,I)-(g∈GL(V);fog-g｡f)に関して等質空間ではないので､この2つの

性質は明らかではない.しかし､自己同型群 A(V,I)の構造と､S(A,(1k),IL)の等質
性から次の定理が得 られた｡

[定理A] S(A,U,p)の非特異有理多様体｡

次に XTの特異点集合を調べるために､STの生成点を構成 して､生成点の ST

の境界での退化を記述することを考えた｡そのために､各 LR盤に関して ｢generic
vectors｣というものを定義して､具体的にこれらを求めるアルゴリズムを与えた｡こ

れが 15年度の研究の主結果である｡LR盤 Tに関する genericvectorsは､最小の
数字が書き込まれている Tの cellと 1:1に対応 し､ 1つの cellを除いて代数的に

独立なパラメータを係数 とする. Tの各 cellに対応する genericvectorの代数的

に独立なパラメータの個数の和は､XTの次元 Nに等 しくなり､genericvectorの

Pl滋cker座標を対応 させることにより､N次元アフィン空間 AN からXT -の写像

p:AN 一 XT が定義される｡Tの､kより小さい数字が書き込まれているすべての

cellを省いてできるLR盤を T2kと書くと､次の定理が得られた.

[定理 B](i)r に関する generic.vectorsで生成 される ノー安定な部分空間は､
T,T22,T23,･･･,T2U.に関する generlCVeCtOrSを基底にもつ｡

(ii)写像 p:ANIXTは双有理射､よって (i)における f一安定部分空間は XT
の生成点であるo
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写像 pの像が Sf(⊂XT) と交わるための条件は､LR盤 f の shapeが Tの

shapeに等しいことであり､とくにÅⅣの原点の像はTの cellvectorで生成される部

分空間 Woである.定理 BによってグラスマンG(V,d)の主開集合 Uw.-(∧dwo≠
0)に含まれるような XTの撃異点集合を決定することは比較的容易であるoしかし､
shapeが真に小さいLR盤 Tに関する Sfに含まれるような XT の特異点集合の記

述には別の工夫が必要である｡多くの例から推測すると､Xf⊂XTで fの shape,
contentともに Tのそれらより真に小さいならば､ XT は Xァに沿って特異点集合
であると予想 している｡

最も簡単な余次元2の特異点集合は､X((22),(2),(2))である､これは平面2次
曲線上のconeで､頂点が特異点である｡この例を一般化 して､高次元の余次元2の

特異点集合をもつ XT の例を見つけた｡XT のアフィン座標環は超曲面でその定義方
程式を具体的に記述 した (命題 3)｡
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