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１

ASplittingConditionforMetabeliaｎＧｒｏＵｐｓ

ＭａｓａｎｏｂｕＹＯＮＡＨＡ

1．ＬｅｔＧｂｅａｇｒｏｕｐａｎｄＮａｎｏｒｍａｌｓｕｂｇｒｏｕｐｏｆＧ・IfGcontainsasubgroup

CsuchthatＧ－ｌＶＣａｎｄ１ＶｎＣ＝１，ｔｈｅｎｗｅｓｈａｌｌｓａｙＧｓｐｌｉｔｓｏｖｅｒＮａｎｄＣｉｓａ

ｃｏｍｐｌｅｍｅｎｔｏｆＮｉｎＧ・

Ｔｈｅｐｕｒｐｏｓｅｏｆｔｈｉｓｐａｐｅｒｉｓｔｏｐｒｏｖｅthefollowingtheoremconcerninga

splittingconditionformetabeliangroups（agroupGiscalledmetabelian，ifthe

commutatorsubgroupG'isAbelian）overitscommutatorsubgroup・

Theoreml・ＬｃｔＧ６ｃα”ｃ２ａＭｊα〃ｇｒｏ"Pzo/Zoscco”""〃o′ｓ"６９７'０”Ｇ'CO"tai"ｓ

ｌＺｏ〃o"-かj2ﾉﾉαノＣＯ"ｔγαＪｃ陀加c"ｆｓ．Ｓ"〃OSCか〃ｈｅγ/Ｍαノノczscc"`/"ｇα"‘‘csce"`j"ｇ

ｃﾉiaj"sQnZo'”α』（γｃＪａＺｊｚ）ｃ#ＯＧ）ｓ幼g、〃ｓ〃Ｇ’αγｃ/1i"jZc．Ｔﾉbe〃（ｊ）ＧＳＰ/ｊｔｓｏ２）”

Ｇ'α"cＺ（j'）ｔ"CCC岬に”e"ｔｓ〃Ｇ'ｊ〃Ｇノbγ"αｃ０，２/"gnZccJczss・

TheoremlgeneralizesTheorem3､３ａｎｄａｐａｒｔｏｆＴｈｅｏｒｅｍ３､５ｏｆＮｅｗｍａｎ

〔3〕・AnotherconditionisgiveninCorollaryofthePrincipalldealTheoremｉｎ

〔４，pl79〕．

Ｔｈｅｐｒｅｓｅｎｔｐａｐｅｒｉｓａｐａｒｔｏｆｔｈｅａｕｔher,ｓＰｈＤ・thesissubmittedtothe

UniversityofKansas．ＴｈｅａｕｔｈｅｒｗｏｕｌｄｌｉｋｅｔｏｔｈａｎｋＰｒｏｆｅssorW．Ｒ、Scottfor

hisguidance，criticismandkindencouragement、

２．ＬｅｔＧｂｅａｇｒｏｕｐａｎｄｊｒ,ｙ，zEGThecommutatorssatisfythefollowing

well-knownindentities：

JUCr,y〕＝jUツー〔y,苑-1〕Jr， （１）

〔妬,y〕－１＝〔ｊＭ〕，（２）

〔”２，y〕＝｡,y〕露〔z,y〕，（３）

〔苑,yz〕＝〔jU,z〕〔Jr,y〕葱．（４）

IfgbelongstothecentralizerC(Ｇ'）ofthecommutatorsubgroupO，ｔｈｅｎ（３）

and（４）become，respectively，

〔jrz,y〕＝ＣＭ〕〔２，y〕（５）

｡,yg〕＝〔ｊＭ〕〔ｊＷ〕．（６）

Ｌｅｍｍａｌ・比ＺＧ６ｃａ，ＭａＭｊα〃ｇγひ〃．ＴﾉDC",ノbγαＥＣ'，ｊｒ,jﾉＥＣ，

（ｉ）〔ＣＭ〕＝〔α,苑‘〕，

（ii）〔α,ｊＷ〕＝〔α,ＷＵ〕、

ProofThenormalityandtheAbelianｅｓｓｏｆＧノareusedrepeatedlyinthe

proof．

（ｉ）〔cMv〕＝ａ－ｌｙ－１苑-1yczy-xjvy

-a-ljr-1(jUﾉｰljr-1y)czy-1jvy

＝a-ljr-1α(Xy-1jU1-y)y-1Xy

-a-1"-1czr＝〔ＣＭ〕．

（ii）〔ＣＭ,y〕＝〔ｊＭ〕y－１〔α,jr〕ｙ

＝(兀一la-1jwz)y-j(a-1jU-1a苑)jノ
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＝妬-1z-1苑(czy-1a-ly)y-1妬-1α〃

＝〔α-1,y〕jr-1a-1(jEy-1jr-1)α(jHyjr-1)ｊｒ

＝〔y,α〕苑-1〔α,y筵-1〕苑

＝〔y,のjr-1〔α,y〕Jｒ（bｙ（i)）

＝〔α,y,の．

Ｌｅｍｍａ２・ルノＧ６ｅα”e/αＭｉａ〃９ｍ〃ｚ(ﾉﾉZ〃Ｇ'、Ｚ(G)＝１，ｚ(ﾉﾉDCγｃＺ(Ｇ）ノｓノノze

Cc"Zeγ〃Ｇ・ルノＮＤＣα〃"〃αＭｏγ”α/ｓ"b印o〃〃Ｇ，ＣＯ"Zaj"ｃｃＺｊ〃Ｇﾉ，α"ｃＺルノ苑

ＤＣα〃吻沈c"/〃ＣＤ"t〃o/ＣＯ"/αj"ccZj〃伽ｃｃ"ZγαＪｊｚｅγＣＷ）〃Ⅳ．Ｔ"c〃ﾉﾉＺｃ伽〃j"ｇ

ｄ:αの＝ＣＭ〕,ａｅＶｂ（α"`,ｓｉ〃ルグbﾉ,ﾉﾉﾉｅ川〃j"ｇＪＭ/,＝〔α,ju〕，ａｅＶ）ｉｓα〃α"to腕o'”s醜

〃１V・

Proof・ＢｙａｒｅｓｕｌｔｏｆＮｅｗｍａｎ〔３，Ｌｅｍｍａ３､２，ｐ､356〕，ｊＶｂａｎｄＣ(妬)nlVare

normalsubgroupsofGHence，ｂｙｔｈｅｍｉｎｉｍａｌｉｔｙｏｆ凡」V`＝ｊＶａｎｄＣ(汀)ｎＮ－１．

SinceG'isAbelian，ｉｔｆｏｌｌｏｗｓａｔｏｎｃｅｆｒｏｍ（６）ｔｈａｔ○isanautomorphismof1Vb

ThefollowinglemmaisageneralizationofTｈｅｏｒｅｍａ３ａｎｄａｐａｒｔｏｆＴｈｅｏｒｅｍ

ａ５ｏｆＮｅｗｍａｎ〔3〕・ＨｏｗｅｖｅｒｔｈｅｐｒｏｏｆｉｓｔｈｏｓｅｏｆＮｅｗｍａｎwithslightmodifi‐

cation･

Ｌｅｍｎｌａ３・ルノＧ６ｃα’ＭａＭα〃ｇ’'０〃z(ﾉﾉﾉﾉＺＧ'、Z(G)＝1．〃ｏｉｓα〃"航αノ

"oγ籾ａＪｓ"6印０噸〃Ｇ，ｵﾉﾉe〃（ｊ）ＧＳＰﾉﾉﾉＳＯ２)ｃｒＧ’α"cＺ（"）ノルＣＯﾉ"Pﾙｍｅ"/ｓ〃Ｇノα'ｅ

”α兀伽ａＪｓ妨酎o秘PSα"ｃＺノノz〃ノbγ”αＣＯ'2池gZz/ｃｃＪａｓｓ・

Proof．（i）ＬｅｔｊｒｂｅａｎｅｌｅｍｅｎｔｏｆＧｎｏｔｂｅｌｏｎｇｉngtothecentralizerC(G'）ｏｆ

Ｇ'，then，ｂｙＬｅｍｍａ２，themapping：α→〔ｊＭ〕，αＥＣﾉ，ｉｓａｎａｕｔｏｍｏｒｐｈｉｓｍｏｆＧ'．

Hence，ｆｏｒｅｖｅｒｙｅｌｅｍｅｎｔｇｏｆＧ，ｔｈｅｒｅｉｓｏｎｅ，ａｎｄｏｎｌｙｏｎｅ，ｅｌｅｍｅｎｔｃｚｉｎＧ'，ｓｕｃｈ

thatα,α〕＝〔9,Jr〕and，ｂｙ（６）ａｎｄ(2)，

｡,gzz〕＝〔ｊＭ〕〔苑,g〕＝1．

Ｔｈａｔｉｓ，ｔｈｅｒｅｉｓｅｘａｃｔｌｙｏｎｅｅｌｅｍｅｎｔｏｆｔｈｅｃentralizerC(jr）ｏｆｊＭｎｅａｃｈｃｏｓｅｔ

ｏｆＧｍｎＧ、Ｔｈｕｓ

Ｇ＝Ｇ'C(Jr）ａｎｄＧ'ｎＣＣｒ)＝1．

（ii）ＬｅｔＣｂｅａｃｏｍｐｌｅｍｅｎｔｏｆＧ'・ＬｅｔＭｂｅａｓｕｂｇｒｏｕｐｏｆＧ,whichcontains

Cproperly、Then，ｂｙｔｈｅｍｏｄｕｌａｒｌａｗ，〃－(Ｇ'ｎＭ)C

SinceG'ｎＭ≦G/ａｎｄＧ'ｉｓＡｂｅｌｉａｎａｎｄｎｏｒｍａｌｉｎＧＧ'ｎＭｉｓｎｏｒｍａｌｉｎＧＮｏｗ，

ｂｙｔｈｅｍｉｎｉｍａｌｉｔｙｏｆＧﾉ,ＧノハＭ－Ｇ'，ａｎｄｈｅｎｃｅＭ＝Ｇ・ThereforeCismaximal・

ＬｅｔＣ１ａｎｄＣ２ｂｅｔｗｏｃｏｍｐｌｅｍｅｎｔｓｏｆＧ'ｉｎｃ・Ｌｅｔｊｒ，ｙｂｅｅｌｅｍｅｎｔｓｏｆＣ１ａｎｄ

Ｃ２，respectively,ｗｈｉｃｈａｒｅｎｏｔｉｎＣ(Ｇﾉ）（suchelementsexist，sinceＧ'、Z(Ｇ)＝1)．

Then,sinceC1andC2areAbelianandmaximal，Ｃｌ＝Ｃ(x）ａｎｄＣ２＝Ｃ(y）（centralizers

of”ａｎｄｊ），respectively)．Themappings：α→ＣＭ〕ａｎｄ６→〔6,jﾉ〕，α,bEG'，are，ｂｙ

Ｌｅｍｍａ２，automorphismsofG'，andhencethemapping：α→ＣＭ,y〕，αＥＣﾉ，isan

automorphismofG/、ThusthereisauniqueelementcJEG'，ｓｕｃｈｔｈａｔＣＭ,y〕＝

〔y,の．Hence，ｂｙ（１）ａｎｄ(5)，

〔jU｡,y〕＝〔jUCM〕,y〕

＝ＣＵ,y〕ＣＭ,y〕

＝１，

sothatjuaEC2、Moreover，妬。ｄｏｅｓｎｏｔｂｅｌｏｎｇｔｏＣ(Ｇ')．For，otherwise，Ｊｒｗｏｕｌｄ



Bull・Ａｒｔｓ＆Sci，Div.，RyukyuUniv．（Ｍａｔｈ＆Nat・Sci.） ３

ｂｅｃｏｎｔａｉｎｅｄｉｎＣ(０)，acontradiction・Ｎｏｗｊｃａ藍C(G'）implies，byaprevious

remark，ｔｈａｔＣ２＝Ｃ(jra)，thecentralizerofjra・ThereforeC2isconjugatetoC１．

３．Ｗｅｎｏｗｐｒｏｖｅｏｕｒｔｈｅｏｒｅｍ・ＩｆＧノー１，thenthetheoremistriviallytrue･

Ｏｎｔｈｅｏｔｈｅｒｈａｎｄ，ｉｆＧノｉｓａｍｉｎｉｍａｌｎｏｒｍａｌｓｕｂｇｒｏｕｐｏｆＧ，ｔｈｅｎtheconclusions
followfromLemma3・

ThereforesupposethatGノｉｓｎｏｔａｍｉｎｉｍａｌｎｏｒｍａｌｓｕｂｇｒｏｕｐｏｆＧ・ＬｅｔｊＶｂｅ

ａｍｉｎｉｍａｌｎｏｒｍａｌｓｕｂｇｒｏｕｐｏｆＧｗｈｉｃｈｉｓｃｏｎtainedinG'（thereissuch1Vby

ourhypothesisonthedescendingchainsofnormalsubgroupsinG')．Weconsider

G/jMC1early（G/Ⅳ)ノーＧ'/ｍＷｅｆｉｒｓｔｓｈｏｗｔｈａｔ

Ｇ'/jvnz(G/1V)＝L

Deny・ＴｈｅｎｔｈｅｒｅｉｓａｎｅｌｅｍｅｎｔａｉｎＧﾉ，ｂｕｔｎｏｔｉｎｊＶ，suchthatjVZzisacentral

elemeｎｔｏｆＧ/１V,ｔｈａｔｉｓ，〔α,g〕ｅＶｆｏｒａｌｌｇｉｎＧＬｅｔＡ－Ｍα}，theｎＡ≦G'・Ｌｅｔ

ｊｒｂｅａｎｅｌｅｍｅｎｔｏｆＧ，notinthecentralizerC(１V）ｏｆｊＶ（thereissuch苑since

Ｇ'、Ｚ(Ｇ)－１)．Thenthemappingd：６－→〔6,jr〕，ｂＥＡ，ｉｓａｈｏｍｏｍｏｒｐｈｉｓｍｏｆＡｏｎｔｏ
ｌＶＢＦｏｒ，ｂｙ(5)，

〔6,の＝〔"α`,苑〕＝〔",苑〕〔α`,の＝〔",の〔ＣＭ〕`ｅV，
ａｎｄ 〔6,62,Ｊr〕＝〔6,,Ｊr〕〔62,jr〕，

where６，６，，６２ＥＡａｎｄ〃ｅＶｂＴｈｕｓ①ｉsahomomorphismfromAinto1VbBut，

ｂｙＬｅｍｍａ２,｣V`＝ｌＶａｎｄｈｅｎｃｅｄｉｓｏｎｔｏ・ＬｅｔＫｂｅｔｈｅｋｅｒｎｅｌｏｆ①，theｎＡ＝｣VKB

Moreover，ｓｉｎｃｅｅａｃｈｅｌｅｍｅｎｔｏｆＫｃｏｍｍｕｔｅｓｗｉｔｈｊｒ，whereasnoelements，except

theindentity,ｏｆＮｃｏｍｍｕｔｅｗｉｔｈｘ,ｗｅｈａｖｅｊＶｎＫ＝1．Ｎｏｗ，α＝"ﾉｂｆｏｒｓｏｍｅ〃eV

andﾉｂＥＫｂ≠１（sinceα缶１V)．Ａ１so,ｂｙ(5)，

〔α,g〕＝〔"ん,g〕＝〔",g〕〔ん,g〕，

ｗｈｉｃｈｉｓｉｎ１ＶｂＨｅｎｃｅ〔ん，ｇ〕ｉｓｉｎｌＶｂｌｔｓｕｆｆｉｃｅｓｔｏｓｈｏｗｔｈａｔ〔ﾉｾ，ｇ〕－１ｆｏｒａｌｌ

ｇｉｎＧ，ｉ､ｅ,，ﾉｾEZ(Ｇ)．For，then，ｓｉｎｃｅｈＥＧ'，ＧｎＺ(Ｇ)≠１，contradictingourassu‐

mption．（Ｗｅｃｏｕｌｄｈａｖｅｔａｋｅｎα＝ﾉｾ，tobeginwith.）sinceノセｃｏｍｍｕｔｅｓｗｉｔｈｊｒ，

〔ﾉｾ,Jr〕－１，ａｎｄｈｅｎｃｅ〔ん,jr,ｇ〕＝１，ｆｏｒａｌｌｇｉｎＧＢｙＬｅｍｍａｌ（ii)，

１＝〔ん,j『，ｇ〕＝〔ん，９，の．

But，ｂｙＬｅｍｍａ２，themapping：〃→〔"，苑〕，〃ｅV,ｉｓａｎａｕｔｏｍｏｒｐｈｉｓｍｏｆｊＭＴｈｅ‐
refore〔ん，ｇ〕＝1．

（i）Ｎｏｗ，Ｇ/ｌＶｉｓ，ｏｆcourse，metabelianandG'/lVnZ(G/｣V)＝1．Moreover，

ourhypothesisontheascendinganddescendingchainsofnormalsubgroｕｐｓｉｎＧ'，

whichalsocarriesovertoO/Ｎ，ｉｍｐｌｉｅｓｔｈａｔｔｈｅｌｅｎｇｔｈｏｆａｃｈｉｅｆｓｅｒｉｅｓｏｆＧ

ｂｅｔｗｅｅｎｌａｎｄＧノisfinite，Thus，byinductiononitslength，ｔｈｅｒｅｉｓａｓｕｂｇｒｏｕｐ

ＨｏｆＧ，ｓｕｃｈｔｈａｔＣ/Ⅳ＝Ｇ'/Ｎ・H71V，Ｇ'/Ｍ~ＷｿⅣ＝１，ｔｈａｔｉｓ，Ｇ＝Ｇ'Ｈ，Ｇ'、Ｈ≦凡
SinceH7≦G'ｎＨ≦G'，whichisAbelian，ａｎｄＨ７ｉｓｎｏｒｍａｌｉｎＨ，Ｈノｉｓｎｏｒｍａｌｉｎ

ＧＨｅｎｃｅ，eitherH7＝ＺＶｏｒＨ７＝１，ｂｙｔｈｅｍｉｎｉｍａｌｉｔｙｏｆ凡ＩｆＨ７＝１（andhence
HisAbelian)，ｔｈｅｎｅａｃｈｅｌｅｍｅｎｔｏｆｊＶｃｏｍｍｕｔｅｓｅlementwisewithbothHand

G'ａｎｄｈｅｎｃｅｉｓｉｎｔｈｅｃｅｎｔｅｒＺ(Ｇ）ofGacontradiction（since１V≦G')．Thus，

〃＝lVLIftherewereanormalsubgrouＤｌＶｉｏｆＨ，ｓｕｃｈｔｈａｔｌ＜lVi＜凡ｔｈｅｎｌＶｉ

ｗｏｕｌｄｂｅｎｏｒｍａｌｉｎＧ，contractictingtheminimalityｏｆ１ＭＨｅｎｃｅＮ（＝Ｈ７）ｉｓ

ｍｉｎｉｍａｌｎｏｒｍａｌｉｎＨ・Ａ１so,ＩＶｎＺ(Ｈ)＝１isclear，Therefore，ｂｙＬｅｍｍａ３（i)，
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HpossessesasubgroupCsuｃｈｔｈａｔＨ－１ＶＣａｎｄ」ＶｎＣ＝1．Ｗｅｎｏｗｈａｖｅ

Ｇ＝Ｇ/Ｈ＝ＣＷＣ＝ＧＣ

ａｎｄＧ'、Ｃ≦G'ｎＨｎＣ≦ＮｎＣ－１．

（ii）ＬｅｔＣ１ａｎｄＱｂｅｔｗｏｃｏｍｐｌｅｍｅｎｔｓｏｆＧ'．ＴｈｅｎＮＣ,/ＮａｎｄＮＣ２/Ｎａｒｅ

ｃｏｍｐｌｅｍｅｎｔｓｏｆＧ'/Ⅳｉｎｃ/Ⅳ、Hence，ａｓｉｎ（i)，byinduction，theyareconjugate，

thatｉｓ,ｔｈｅｒｅｉｓａｎｅｌｅｍｅｎｔｊｒｉｎＧ，suchthat

H-jVC1-Mjr-1C2jr)．

SinceC1and〃-1Ｑ”areAbelianandjVnZ(Ｈ)＝１，ｌＶｎＣ,＝lVnCr-1Qjr)＝1．

HenceC1and兀一ｌＣ２ｊｒａｒｅｃｏｍｐｌｅｍｅｎｔｓｏｆＭ－Ｈ７）ｉｎＨ，SinceNisminimalnormal

inH,ｂｙＬｅｍｍａ３（ii)，theyareconjugate・Inortherwords，ｔｈｅｒｅｉｓａｎｅｌｅｍｅｎｔ

ｙｉｎＨ，ｓｕｃｈｔｈａｔ

Ｃ１－(jUy)-1C2Cvy)．

Ｔｈｉｓｃｏｍｐｌｅｔｅｓｔｈｅｐｒｏｏｆ

４．Itfollows，asanimmediateconsequence，fromTheoremlthatifGis

finitemetabeliangroupwhosecommutatorsubgroupGノcontainsnonon-trivial

centralelements,Ｌｅ.，Ｇ'、Ｚ(Ｇ)＝１，ｔｈｅｎＧｓｐｌｉｔｓｏｖｅｒＧ'・Ｏｎｔｈｅｏｔｈｅｒｈａｎｄ，the

conversealsoholds･Ｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｌｅｍｍａｉｓａｓｌｉｇｈｔｌｙｍｏregeneralcase・

Ｌｅｍｍａ４．〃ｔＧ６ｃａノii"ｊＺｅ柳e2aMjα〃’０”α"‘Ｇ’ｊｆｓｃｏ糀加"tαtoγｓ肋97'０〃．

〃GPosscsscsα〃ＡＭｉａ〃s､`６９７'０〃Ａｓｚ`cﾉＭＭＧ＝G'Ａ，伽〃（i）Ｇ’CO"taj"ｗ００〃o"‐

/γｊＵｉａＪｃｃ"ZγαＪｅ陀加e"ｆｓα"cＪ（ｉｊ）Ａｊｓａｃｗ,Z此沈c"#ｑ／Ｇ'ｊ〃Ｇ

ＰｒｏｏｆＷｅｈａｖｅ

〔G',Ｇ〕＝〔G',Ｇ'Ａ〕＝〔Ｇ',Ａ〕

Hence，ｂｙａｔｈｅｏｒｅｍｏｆｌｔｏ〔２，Ｓａｔｚｌ，ｐ､400〕，〔Ｇ１,Ｇ〕＝Ｇ'・Ｎｏｗ，１＜G'＜Gisthe

lowernilpotentseriesofG，ａｎｄＧ'isAbelianbyassumption・Therefore，bya

theoremofCarter〔１，Theoreml，ｐ､９０〕，

ＣｎＺ(Ｇ)－１．

Thesecondpartfollowsfrom（i）immediately,for,otherwise,１≠G'ｎＡ≦Z(Ｇ)，
acontradiction

Wehavethusshown

Theorem2．Ａノ1i"ｉｔｃｌＭａＭｊα〃〃o〃ＧＳＰＪｉｔｓｏＵｃγｊＺｓｃｏ"c”"/αｊｏγｓ"６９γo〃Ｇ’

航α"‘ｏ"!ｙ航

ＧｎＺ(Ｇ)－１．
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