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安全荷重域に関する研究Ⅱ

具志幸畠＊

YukimasaGusHI：AstudyonSafe-Domain．Ⅱ

１序説

蕊に筆者(3)は主として集中荷重を受ける場合の安全荷重域の性状並びにそれによる

設計法について報告したが本報文はこれに引続いて，等布荷重を受ける場合の安全荷

重域の,性状について行った研究の成果である。この問題については筆者は既に１９５５

４F度に於て境界線が曲線になることを指摘した(4)。又最近入手した文献(1)にq()現象的

に述べられてあるが，本論文ではもう少し詳しく等布荷重を受ける場合について追求

してみよう。

等布荷重を受ける場合の安全荷重域の求め方は韮木的には何等集中荷重の場合と異

なる所はない。ただ等布荷重を受ける部材に朔`ＩＩＬヒヒンジを生ずる崩壊メカニズムの仮

想仕事式は荷重を示す量Ｐ,Ｑの他に蝿↓性ヒンジ位置を示すパラメーターらり等を含

む直線群となる。この直線群より安全荷重域の境界線を求めるには，静的許容条件を

満足するようにらり等を定めればよいのである。それには仮想仕事式台,ワ等を各々

について偏微分して，らり等の値を求め，それを元の仮想仕事式に代入して，更に検

討を加える。この証明は定理の形で与えておいた。その他等布荷重を受ける場合の安

全荷重域の,娃状を定理の形でまとめておき，証明しておいた。又，この小文中の等布

荷重と云う言葉は分布荷重とよみかえても殆んど差支えない。まず最初に簡単な例題

でもって等布荷重を受ける場合の安全荷重域の性状について説明し，次いで一般的な

安全荷重域の求め方にふれてみることにする。

２等布荷重を受ける場合の安全荷重域の考察

第１図の如き簡単なラーメンに等布荷重Ｑ＝2cUq，及び水平集中節点荷重Ｐが作

用している時を考える。これは，崩壊メカニズムの基本型はNeaLSymonds両氏の

研究(5,6）によれば２つであり，それは第２，第３図に示してある。それに対応する仮
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想仕事式は下iilの(1)，（２）式である。
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所でこの２つの型の組合せ型の崩壊）|’はただ１つ

で，第４図に示す様な等布荷重を受ける部材ＢＣの

中間にヒンジを生ずる。そしてそのヒンジの位世は

一般に確定しないで，荷重ＢＱの割合によって梁

ＢＣ上を移動する。それに対応する仮想仕事式は，

ある基準点（ここでは梁の右端ｃ）より測った梁上

のヒンジ〃迄の距り鮎＝2α５を含むＰ,Ｑの一次

式となる。即ち節４図を参照して，
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となる。（３）式は６を含んでいるのでどの値を与えてやらぬと荷重平面上に図示で

きない。それ故にある特定の仇を入れてやると，Ｐ,Ｑに関する一吹式となって荷重

平面上の直線となる。５に色々の値を与えて（３）式より数多くのＰ,Ｑに関する直

線を作ると，１つの直線群（(/'とする）ができ，イli1il々の直線は逆動的十分条件を満足

している故，安全荷重域はそのいづれに対しても原点側と云うことから求められる。

(この場合上記(1)，(2)，（３）の他に崩壊型が存在しないから簡単である)。（３）式

の表わす直線群‘に包曲線が存在すれば，勿i術これも運動的十分条件を満足してお

り，もしこの包曲線が静的許雰条件を満足することが証明できれば，安全荷重域の境

界線の１部となるわけである。所で直線群孕の包曲線を求める操作は実に(3)式が

梁ＥＣに於て，静的許容条件を満足することに他ならないのである。以下それを示そ

う。まず包曲線を求める。

（３）式を§について偏微分する。
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(4)の正値を（３）に代入して整理すると

(４）

(Q+P-2IWW鶚)-4苧 (５）

（５）が求める包曲線の方程式である。簡単のために２乗して整理すると

（Q+P-241(h)塾-8\Ｑ（７）
(7)式のある１分校又は１部分が（３）の包曲線である。

次に梁ＥＣ上での静的許容条件を求めてみると，（３）型の崩壊メカニズムより，

第５図を参照して
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と（14）とを較べれば，

従って

る。（12）
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包曲線を求める操作は梁ＥＣに於ての静的許容条件を満足していることが判った。式

(7)が運動的十分で且つ静的許容であることが判ったから（梁ＢＣ上だけでなく，他

部枇でも静的許容であることを確めねばならない｡この場合は'≧`≧菫で静的許
容であることは容易に判るので省略した｡）式（7）はある範囲で安全荷重域の境界線

となる。かくして第６図の如き安全荷重域が求まる。

以上の例で明らかになった如く，等布荷重を受ける

剛節構造物の崩壊メカニズムの仮想仕事式は等布荷重

を受ける部材の中間に塑性ヒンジを生ずる時は直線群

を表わす。而もそのi直線群の包１１１線を求めると，それ

が自動的に等布荷重を受ける部材中での静的許容条件

を満足することになり，従って包曲線が安全荷重域の

境界線となり得ることが判った。次に等布荷重を受け
(才６図）

る場合の安全荷重域についてもう少し一般的に考えてみよう。

３安全荷重域に関する種々の定理

先ず２．に於て得た知識をもとにして進めて行く。なお，基本事項はｊＵ髄I(3)と殆

んど同じであり，その２０５頁と２０６頁を参照されたい。

［予備定理］

剛節構造物に対する運動的十分な荷重値の示す点は荷重平面上で必ず崩壊メカニズ

ムの仮想仕事式直線又は直線群上に存在する。

（説明）

これは研究Ｉの予備定理と全く同じで，ただ集中荷重が等布荷兎に迄拡張されたに

すぎない。等布荷重を受ける部材にヒンジを生ずる崩壊メカニズムの仮想仕事式は塑

性ヒンジ位置がはっきりしないので，その位置を示すパラメーターとして，らり等を

含み，荷重群（ＢＱ）に関する１次式となる。らり等を適当に定めて崩壊メカニズム

を形成するに十分な塑』朧ヒンジを生ずるＰ,Ｑのある１組の値（荷重平面上でＡ点

とする）を定める。するとその崩壊メカニズムに対応する仮想仕事式(αと名付ける）

を作り得る(6)。それを荷重平面上に画くと，Ａは（の上にあると云うのがこの定理

である。（ｃＵは塑`性ヒンジ位置を示すパラメーターリ等を含む直線群↓の号,り等に

ある特別の値を入れたゆの中の１直線である｡）以後は研究Ｉの予備定理の場合と全

く同じで，これ以後の証明は文献４）に載せてある。
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［定理３］

剛節構造物の崩壊形の仮想仕事式が直線群孕である時，その直線群妙の個々の直

線（Ｌと名付ける）はそのある１つのＬのある区間全休が静的許容である場合（こ

の場合は集中荷重の場合と同じでjU院Ｉに帰着する）を除いて，ただ１点に於て静的

許容であるか叉は全然非許容である。

（証明）

仮想仕事式の示す直線群妙の中の任意の１

つの直線をＬとし，今Ｌ上の２点Ａ，Ｂ

に於て静的許容であったとする。所でＬ上の

点はすべて運動的十分であるから，Ａ，Ｂは

安全荷重域の境界線上の点である。題意によ

って線分Ａ,Ｂが静的許容の場合を除くから，

『

って線分Ａ,βが静的許容の場合を除くから，安全荷重域の境界線は第６図の如く直

線Ｌに関し原点側がその反対側を折線又は曲線でＡ,Ｂの間を結んでいる筈である。

(安全荷重域の境界線の連続`挫は証明してないが，当然考えられよう｡）境界線がＬに

関し原点と反対側にある時はＡＢの中間の点りをとする時，原点ＯとＤを結ぶ

直線は`必ず境界線とＯＤの延長上の、で交わる。するとＤ点は運動的十分である

ので，Ｅ点は静的許容であり得ない。これは境界線がＬの原点と反対側に存在しな

いことを示す。すると境界線はＬに関し原点側に存在することになる。（Ｌが境界線

である場合は除外しているから）次にＬに関し原点側に境界線が存在する時，その

境界線上に任意の１点Ｆをとる時Ｆは運動的十分条件を満足する故，Ｆを通る仮

想仕事式とそれに対応する崩壊メカニズムが存在する。Ｆを通る仮想仕事式の示す直

線は，Ａ,Ｂを同時に原点側に含むことができないことは明らかである。（図のＧ点

の場合はそうでないが，その場合はＡ,Ｂを同時に原点側に含むことができないよう

な点が必ずＡＢの間の境界線に存在するから同じことである｡）これはＡ,Ｂ両点を

静的許容と仮定したことと矛盾する。故にＡ,Ｂは同時に静的許容であり得ない。Ｌ

上の３点以上を静的許容とした時も同じように矛盾が証明できるから，結局Ｌ上で

はただ１点で静的許容であるか叉は全然非許容のいずれかの場合しかあり得ない。

[定理４］

安全荷重域は等布荷重を受ける場合も原点に関し凹であり得ない。

(証明）

安全荷重域の境界線が直線の場合に凸であることを研究Ｉで証明したから，曲線の
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場合について証明すればよい。

第８図の如く，安全荷重域の境界線が原点

に関し凹であったとする。凹なる境界線上に

相当はなれた２点Ａ,Ｂをとる。するとＡ,Ｂ

を結んだ時ＡＢ上の任意の１点Ｃをとる。
〆■へ

Ｃと原点Ｏを結ぶ時ＣＯは必ず境界線ＡＢ

をよぎる(これが凹と云うことである)。次に

境界線上に任意の点りをとる時，Ｄは運動

ＰｌⅨ

的十分であるから，Ｄ点に対応する崩壊メカニズムが存在し，更に対応する仮想仕事

式COが存在する。αが示す直線又は直線群中の１個の直線はＡ,Ｂ両点を同時に原点

側に含むことができない（Ｄは三角形ＤＡＢの内部の点であるから)。故に安全荷重

域は凹であり得ない。

［定理５］

等布荷重又は集中荷重を受ける場合で，荷重平面上で任意の２点の示す荷重値が静

的許容である時は,その２点と原点とを結んでできる三角形の内部及び境界線上では，

すべて静的許容である。

（証明）

定理７(jlDf究Ｉの）及び定理４によって明らかであるので証明は省略する。

［定理６］

等布荷重を受ける部材に塑`性ヒンジを生ずる崩壊メカニズムの仮想仕事式の示す直

線群に包曲線が存在すれば，この包曲線以外に静的許容になり得る直線群上の点はな

い。但し，直線群を構成する１つの直線のある区間全体が安全荷重域の境界線となる

時，つまり静的許容である時は除く。

（証明）

直線群に包曲線が存在する場合，直線群

中のある１つの直線上の点Ａが,包曲線上

に存在せず，且つ静的許容であるとする。

すると第９図より明らかの如く，Ａと原点

Ｏとを結ぶ時，必ず直線群中のある直線が

線分ＡＯをよぎる。するとＡ点は静的許

容でなくなる。これは仮定と矛盾する。故

(、

、
”
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白
白

に定理６は正しい。（証明終り。Ａ'点の場合は定理４によれ｡）定理６によって，安

全荷重:域を求めるには，仮想仕事式が直線群を示す時は，まず直線群の包曲線を求め

ればよいことが判る。吹にその包曲線が静的許容であるか否かを検すればよい。

［定理７］

等布荷重を受ける部材に塑`朧ヒンジを生ずる崩壊メカニズムの仮想仕事式αが塑,性

ヒンジ位置を示すパラメーター５，り等を含む時，５，り等についてｃＵを偏微分して，

夫々写,り等について解いて求めた値を元のｃＵ式に代入して求めた式をCD'とすれば，

α’は等布荷重を受ける部材中では静的許容であり，それ故，その他の部材曇で静的許容

であることを確めれぱは，α'安全荷重域の境界線の１部である。

（証明）

この定理はすべての場合に証明されることを期待しているが，現在の所，等布荷重

を受ける部材の塑'雌ヒンジ位置を示すパラメーターこり等が，その部材以外に作用す

る荷重の仮想仕事と無関係の場合にのみ証明されている。かかる場合は矩形ラーメン

の梁に鉛直等布荷重Ｑが作用し，節点に集中水平荷重が作用する場合である。

、この様な時の崩壊メカニズムの仮想仕事式は次の様にかかれる。

ｚＱ”.A(§,`,α)＋ｚＨ．ｇ"(り",α)＋、Q"α＋ｚ"Ｂａ

＝化Ｍｂ＋２Ｍb脇(ど")＋mMbJ"(ﾜ加）（１）

但し，f",９，`,〃,､,ハは函数記号，ノ１，ﾉu,随は常数，αは部材長に関する常数，

〃は部材の種類を表わすサフィクスである。（１）式を５，`叉は恥の中の１つ例えば

§，について偏微分すると，次式となる。

Ｑ,./,(5,,Ｃｌ)＝lWu,(ら）（２）

(2)式を具体的に表わすと，第１０図の如き場合で，ｓｏは他部材での荷重の仕事に影

響を与えないし，又Ｑ，の仕事に他のど伽ル等は入ってこないで次の様になる。

９２`､(芋')し，-M('+， 芋)，（３）
Q1q(－１)＝Ｍｂ(－２ﾋﾞｱ3） (４）

三二5三三;F三）
’け｢Ｏ図）

式は

畠-,/顎
所でこれは本論文の第２節の（12）式と全く一致し，

(５）

BITでこれは本論文の第２節の（12）式と全く一致し，静的許容条件を満足している。

よって定理は証明された。つまり５，り等について仮想仕事式を偏微分して求めたこ

り等の値を元の式に代入すると云うことは（これは直線群の包曲線を求めることであ
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る｡)，自然に６，v等の存在する部材での静的許溶こ条件を満足することになる。

４等布荷重を受ける剛節構造物の安全荷重域の求め方

以上の考察により，等布荷重を受ける場合の安全荷重域の求め方をまとめてみる。

それは集中荷重を受ける場合と大体同じであって，次の様になる。

１）先ず基本崩壊メカニズムを求める。

２）基本崩壊メカニズムの合成型の崩壊メカニズムを求める。

３）それら崩壊メカニズムの仮想仕事式を荷重平面上にプロットして，最小の閉じ

た形の図形を求め，それが静的許容であるか否かを検する。

１),２）の操作で,等布荷重を受ける部材の中間に塑性ヒンジを生ずる崩壊メカニズ

ムがある時は，その仮想仕事式が塑Ｉ性ヒンジ位置を示すパラメーター６，り等を含み，

直線群を表示している。かかる時は定理６によってただちにその包曲線を求める。そ

の場合らり等がそれ等が存在する部材に作用する荷重以外の荷重:の仕事に関係しない

時は，定理７によって，直ちに，５，り等が存在する以外の部材について静的許容であ

るか否かを検し，静的許容であれば，その包曲線はある範囲で安全荷重域の境界線と

なる。この静的許容であるか否かの検し方は，集中荷重時の如く，頂点についてチェ

ックしてふると云う訳にはいかないで，仮想仕事式や包曲線の式について，数式的に

しらべてみる必要がある。併しその他部材については，塑`朧ヒンジ位置が確定してい

るので，チェックは容易にできる。

５，ワ等がそれ自身が存在する部材に作用する荷重以外の仕事にも関係する時も，定

理６は有効であるから，まず包曲線を求める操作を行う。この操作は次の如く一般的

に表示される。

Ｑ・Jf(§,ＷＵ)＋Ｐ．ｇ(§,り,α)＝Ｍｂ・ﾉi(S,ﾜ,α）（１）

５，ワ等について偏微分すると，

Ｑ・ノピ(§,)Ｍ)＋Ｐ・ｇＥ(5,)Ｍ)＝ＭｈＥ(E,ﾜ,α）（２）

Ｑ・九(§,ﾜ,CD)＋Ｐ・駒(§,ﾜ,α)＝Ｍｂ仏(§,り,α）（３）

(2)，（３）を連立してらりについてとくと，

５＝9,(P,Ｑ,Ｃｌ）

｝（４）グー92(ＢＱ,ｑ）

となるが，一般的にはこう云う形にとけないで，

９３(Ｐ,Ｑ,α,§,り)＝０

｝（５）P4(ＢＱ,c0,5,ﾜ)＝０
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Ｆ１

となる。（４）式の形になれば，包曲線は直接に或は媒介変数表示で定まり，それから

静的許容条件を満足しているか否か，各部材について，チェックをすればよい。（５）

式の様な表現しか得られない時は，崩壊形を全体的に或は部分的に解析していって，

各部材の静的許容，運動的十分条件等から，別に５とりとの関係を求めて，

Ｓ＝IP5(り）（５）

の如き関係を導いて，包曲線の式を求めればよい。かくして後，その包曲線が静的許

容であるか否か，或は静的許容である範囲等を数式的にチェックすればよい。

等布荷重を受ける部材を有する剛節構造物の安全荷重域の求め方は以上の如くであ

るが，上の説明だけでは判りにくいと思われるので例題を示すことにする。

（例題１）

第１１図の如き場合の安全荷重域を求めよ。

（解）

基本崩壊形は

１２－６－２＝４

で，それは第１２図(ｲ)，（ﾛ)，、，｡に示す。それに

対応する仮想仕事式は次の如くになる。

。３ ⅡⅡⅡ ＋
ｌ
ｌ
ｌ
ｄ
Ｉ
ｌ
十
－
１
ロ
ー
ー
〈

⑭

|ⅢＩⅢ

⑳｜⑳’＠

トー－２q－－－＋

（才１１図）

(□） (二）

(才'２図）(汁１２図） (光１２図）(先１２図）

脇
α
処
α

肥
－
３
咄

’一
一一

Ｑ
Ｑ

㈹図に対して (１）

(ﾛ)図に対して (２）

肌
ｑ
Ｍ
ｌ
ｑ

４
４

’’
’一

Ｐ
Ｐ

内図に対して

②図に対して

（３）

(４）

次に合成型崩壊メカニズムとして，第１３図の崩壊型を考える。

仮想仕事式を直角変位図（第１４図）を利用して求めてみる。

１－号-1’-2墓L-1
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・
０

り
Ｑ

Ｌ
ｌ
２
３
２

１
α
｜

｜
り

２
’・
ワ
ー
α

り

Ｑ
血
－
２

１
０

８

、
１
｜
§
１
５

３
２
＋

脚
下
叫
一
弘
一

壬
⑤
－

８

｜｜
’
ｇ

，
珊
川
矼
叩
－
２

１
１
｜
§
０

１

小
爪
一
２
ｌ

ｌ
Ｆ
１
５
２
＋
Ｑ

１
８

２

仙
図
血

十
〃

６
５’
５
８
１
§
Ｍ

ｌ
１
り
肌
刎

１
０

６｜’
１

２＋
＋

８
８

Ｍ
冊一弱門耐

２０２
１

１

に故

４

族Ｕ

(才１３図）

;Q(｡-叩）

十芽 .Ｑ･(cu-cu5）

整理して，

(4+;+二Ｗ=3P+;(1-')+Q(1-⑧ (５）

５について偏微分して 繩
州

一
一
一
一

り
５

(６）

同様にして

(７）

(2)，（３）を（１）に代入して，次式を得，

〃+:Q-4￥-2(Ｍ〕,/平 (８）

(8)が（５）の包曲線であり，これは，2-5村，3-4村の中間では静的許容である。他

部材での静的許容のチェックは２及び３点について行えばよい。これによると(4)式

のＱの範囲として

４雌≦Q≦』;し!《ｂ（９）ＣＵ

が誘導され,更'二Q≦4芋の範囲として第'5図の型の崩壊ﾒｶﾆｽﾞﾑが存在する
ことが判る。

次に(3)＋(4)型の崩壊メカニズムとして，第１４図の型を考えてみよう。
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これは簡単で，第１４図より仮想仕事式は

ＰＭ＋Ｐ×2αβ＝ｌ０Ｍｂ８

Ｐ=晋一￥（'0）
（10）式の有効範囲は３－４村をしらべてすぐに

ｏ二に言-ザ（'1）
となる。

次は第１５図の型の崩壊メカニズムを考える仮想仕事式は

次の如<になる。

鬘Q(1-盧)+胸=(:+8）（'2）

(沖１４図）

(才１５回）

Ｓについて偏微分して，

`-,/瓢 (13）

(12)，（13）より包曲線の式は，

(ｉＱ｡+3冊8M)-2Ｖ河、Ⅲ）
となり，この式の有効範囲は検討により，

蟇J1:h≦Q二4￥（'5）
となる。かくして安全荷重域は定まって，第

１６図の如<になる。

ZＬ５ｍ

(沖１６図）

（例題２）

第17図の如き場合の安全荷重域を求める。

（解）

崩壊の基本型は３個で第１８図の(ｲ)，㈲，

内に示してあり，対応する仮想仕事式は(1)，

(2)，（３）である。

Ｔ
局
ｌ

Ｐ

壬⑩

+－－２０－－＋

Ｃｈ７図）

(非１８図） (光１８図）(光’８図）
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Ⅱ）図に対して

Ｑ＝８Ｍ
ａ

(１）

何図に対して Ｍ
ｌ
ｑ

８Ｐ

(２）

、図に対して Ｍ
ｑ４
４ｌｌ

Ｐ

(３）

仮想仕事式は（４）となる。次に合成型として，第１９図の場合を考える。仮想ｔ

〃(2-り〕=jMm(2+;）（４）
りについて偏微分して次式を得る。

'－，/勢（５）
（５）を（４）に代入して整理すると

患-1=2,/斑
これをＰについてとくと次の卯<になる。

Ｐ=(2+v3)苧

Ｉ

ロロロロロロワ，‐’

６'

ｱ。
(夫’９図）

(６）

(７）

ﾜｰﾍ/３－１

即ち第１９図の如き崩壊形の時はＱの有無に関せず，ＣＤ材のヒンジ位置は同定し

てしまう。次に他部材での静的許容を検討･する。ＥＣ材の検討から，（７）式は次の範

囲で有効となる。

Ｏ≦に(2-V百)苧
次は，第２０図の崩壊メカニズムを考える。これはⅡ),(ﾛ)，

いの合成型で，仮想仕事式は整理して次の式となる。

Ｑ…)+Pt`{'+＝-11}-2('+主)Ｍ(９）

(８）

(非２０図）こりについて偏微分すると，

｜
川

一
一

「》｜Ｖ
狐
Ⅳ
。
〃

ノ
ー
Ｉ
Ｉ
Ｊ
’

’
一
｜
’

(10）

(11）
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よって包曲線は(9)，（10)，（11）式によって媒介変数表示として表わされた。次に静

的許容条件によってチェックを行う。

（５）式と（10）式は一致しているから

Ｐ≦(2Ｍ)１ｌｂの範囲でDC材は静的許容
となる。次にＢＣ材も（11）式が成立している

ので静的許容となる。（ＥＣ材について解析して

も（11）式を得る）次にＡＢ材の検討により，

(9)式は次の範囲で有効となる。

２鷲≦P≦(2+v汀)１１ｍ（'2）
所で(9)式は

Ｐ=211`、でＱ=81ｌｂＣＵ

Ｐ=(2+v百)芋でＱ=､/3ｍ
－ｌ１ｆｂ

となるので，安全荷重域は定まって第２１図の女

）

(米２１図）

図の加<になる。
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Synopsis

In this paper, the author is intended to report results of a study on the

characteristics of the Safe-Domain of the rigid framed structure subjected to

uniformly distributed load, continued from his paper, "A study on Safe-Domain,

I." which was published on studies on the beh~vior of Safe-Domain of the rigid

framed structure under concentrated load and its design method.

The method for making up Safe-Domain of the structures under uniformly

distributed load is fundamentally equal to that of the structures under concentrated

load. The only difference is that-virtual work equation for collapse mechanism

in which there are plastic hinges on the members directly subjected to uniformly

distributed load represents a group of straight lines which included parameters ~

and 1) etc. denoting the positions of plastic hinges. The boundary line of Safe­

Domain can get from group of straight lines, if ~ and 1) are so decided that they

fulfil the condition of "Statically Admissible".

A way to fulfil the above condition is as follows:

After partially differentiating virtual work equation with respect to ~ and 1),

respectively, then we can get the values of ~ and 1), and put these values into the

original virtual work equation for collapse mechanism. And it is needed check

other members. The demonstration of this method are given in this paper as a

theoaem. And other theorems indicating the behavior of the Safe-Domain of the

fa-emed structure subjected to uniformly distributed load are demonstrated also.

These theorem are adaptable for any type of distributed load also.


