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Constant Coupling Approximations to

Anisotropic Heisenberg Model

Seitaro Matayoshi* and Tsuneo SurNjYO*

Abstract

The Curie points Tc(u) as the function of anisotropic

interaction parameter ji are calculated by both the constant coupling
and the improved constant coupling approximations.

Tc(fj) by these approximations decrease, as the parameter fi

increases, with similar tendencies on the whole. Especially in two
dimensional system, the Curie points become Tc=0 and dTc/dfi=

infinity at /a= 1.
The short range orders are investigated to understand the physical

meaning of the sudden change in the neighbourhood of u= 1.

The effect of the second neighbour anisotropic exchange interac-
tion on the curie point is studied by two approximations mentioned above.

It is obtained that the occurrence of the order in this anisotropic

system is enhanced if the second neighbour exchange interaction param-
eter is ferromagnetic, and is suppressed if antiferromagnetic, as in the
isotropic system.

The Curie points calculated by these two approximations are in

contradiction to the rigorous theory in the isotropic low dimensional

systems.
Discussions are given how to overcome the faults in these approx-

imate methods.
It is carried out to extend the theorem due to Mermin and

Wagner into the anisotropic Heisenberg model with finite range inter-

actions.

1. Introduction

Received : October 30, 1978

*Dept. of Phys., Sci. & Eng. Div., Univ. of the Ryukyus.

磁性イオンスピン間の相互作用,すなわち,交換相互作用はスピンについて等方的であるが,

イオン内のスピン軌道相互作用をも考慮して,拡張すると.三つのスピンのベクトル積に比例し

た反対称型のDzyaloshinski-Moriya相互作用1lI,コJや,方向によって有効スピンの大きさの異

なる異方惟交換相互作用3)などが得られる。
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ここでは,一軸性の異方性交換相互作用

QB翠ニー2品S,JS,

--2JtiAS?-u^sysf+SfSfty(i)

を研究する。ただしSjはj格子点上のスピン演算子であり,)とjLは異方性パラメーターであ

るoJはスピン軌道相互作用の影響を考膿していない場合の叫等方的〝交換相互作用パラメータ

a#坦鮎貝BE!聞[*E閉ttt

∑は結晶中のすべての最隣接格子点対について,7)和であるo
tij)
Ising型交換相互作用吊-1,M-O)やHeisenberg型変換相互作剛1--1)の研究に比較

Lて-ft?)粍J)'性交枚柑蝣//.作用についての即発.'まtl>るかに少いt.

Obokata,OnoandOguchii)はsusceptibilityxを高温展開し,この結果にPade'近似を応

用して,CuriepointTcを推定した.三。それによると,艶方性交換相互作用の場合(,l串FL)には

Fade'近似の収束性は良いか.等方的な場合()とV)には悪い9

JasnowandWortiss)はclassicalな異方性交換相互作用で,spinpaircorrelationをやはり

高温展開法で計算し,ratiomethodとFade'近仙こより.種々の物理量のcriticalexponentを

求めた。披等はcriticalexponentが其方的な系U>/ォ)では一定であるが,野方的な系04-/;)

になると突然変化するという興味深い結果になることを指摘した,,

KawasakiandMoris)は二時間Green関数法にR.P.A.を使ってstaticspinpaircorre-

lationやsusceptibilityを計算しこれらの量が.輿方的な系と等方的な糸とでは,大きく異な

ることを示Lた。

DaltonandWood")も前述のように,Pade'i珪似やR.P.A.を使って,やは'),criticalbe-

haviourを研究したcriticalexpollelltのふるまいは,JasnoW等の結果と同じ傾向のふるまい

であ-Jた。ただ,R.P.A.によるCuriepointTcはPade近似によるもの)とは異なり,異方的な

場合(A>(x)から等方的な場合U-uまで,当然のことなから,きちんとした値として求め

*>nるill;り川三かよい

このR.P.A.によるTCに注目すべきことかある。それは二次元系の等方的な近傍(Aとので,

急故に減少Lてzeroになることである(,図1参照I

Matavoshiォ>はこのCuriepointTcを低次元で,R.P.A.とCallen近似川,で計算L直し,二,

≡,の朕密理論と比較することにより,近似理論の検討を行なった。結果は,Isingmodel近傍

U-l,v空(日で近似理論は毅も悪くなるということであり,この近傍で近似を良くすること

が重要であると指摘した。

KasteleijnandVanKranendonko)はOguclliの有効-ミルトこアン糊におけるパラメーター

Sあ患味を解釈し直し(Oguchiは京=くs*>とLてあつかった),変分パラメータ-とみなして自由

ェネルギーを計算し,これを最小にするという条件から,S-についてのselトconsistentequation

を得た。

この近似-constantcoupling近似をIsingmodelに応関するとBethe近似川)と同じ結果を与え

る,I,従って,R.P.A.やCallen近似川かIsingmodelに応用きれるとWeissの分子場近似12)と同等

になかiことを考えれば,constantcoupling近似はより良い近似法だと言えるoただし,低温

領域ではcollectivemodeをうまく表現できない,ので悪くなるC今乳我々の関心を一応TとTtl

に限定する。
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Bethe近似で;.ア, zT 1 ::I(棚り拙'z:.t最.世接格子Il、-I.山ft:を.?>-I)かわねはな・'/'J.'いのく∴

constant coupling近似では2株問題ですむ。そのうえ.任意{Jラ)とFLについて殆んど同じ結果を

与える川,〕従って　constant coupling近似はBethe近nC二比べて,優れた方法であると言える。

それにもかかわらず. constant coupli咽近似法における自由エネルギ-の計算には.尚,多く

m四mT3巴Era

Strieb, Callen and Horwitz川は-ミJLトニアン(1)についての自由エネルギーにパラメ-クー

台-sf-ojをもちこんでcluster expansiorlL, Sについて変分したO　2個のspinまで考慮する

近似はconstant coupling近似と同等である。しかも,こ'JOconstant coupling　近似と同等にな

る言を決定するための最終の表式は単純である.I.すなわち, Oguchiの2体有効-ミルトニアン16)

で定義されるdensity matrixは一個のspinについて締約されると, Weissの一体有効-ミルトニ

アンで定義されるdensity matrixに等しいという表式である.ユニの単純化された式から出発する

と,計算も少い労力ですむO

我々は,この計算方法をも,今後, constant couplingi'r似法と呼ぶことにしょう。

Oguchi and Onou)は異方性変換相互作問を前述のconstant coupling近似で研究した。

critical exponentはPade'近似やR.P.A.によるものとは異なって,異方性パラメーター!L　に

は無関係で.一定である。

図I two dimensional anisotropic Heisenberg model (Z-4 :4-1, 0蛋p去1)の

CCA.とI.CCA.によるCurie Point Tc(mI R.P.A.7JとC.A.叫こよるTAn)も比較

のためにのせた。縦軸はkTc/J,横鮒ま異方惟パラメータI-〝である　M-0のときは,

Ising mode一, 〟- 1のときはHeisenberg modelにそれぞれ対応する。
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図II three dimensional anisotropic Heisenberg model (Z-6 : A-1, 0≦/L≦日の

Curie point Tc{fi)白以下,図工についての説明と同じである。

我々は興方性交換相互作用についての研究の流れを--酌Lてみたが,等方的系の近傍(,)空fL)

におけるcritical behaviorの特Kなふるまいに関心か向かざるを得ないO　すなわも, R.P.A.な

どの近似による結果は等方的系の近傍()空FL)で突然叉は急激の変化をするというこのことに興

味をもつ。同時に,その物理的な意味についても興味かある。

この論文では, R.P.A.やCallen近似とその近似方法L酎1蛸帥P)を異にするconstatlt coupling

近似ヒモ/>」'{良された近fl-J、-*・l-リ.H「∴　二の間也にI-りN.'l*∴

まず, Teについて言うならば,これらの4軽の近似法による結果は類似の傾向を示したO特に,

二次元正方格子(.Z-4)のTcの)空IL近傍における急激な変化の仕方の類似性は著LいO

このTcの激しいふるまいを理解するためshort range order Sを計算した,。

この結果が,我々に,教えてくれることは　short range orderが著しく発達Lているという

ことである。このことがTLlに強く影響Lて,そのような'/;.のふるまいがでてきtLIのだと考えざ

るを得ないn

以上的ことに反して, susceptibility x　などのcritical exponentには類似の傾向はでてこな

玩ETCLR

Ising modelでは第二近接交換相互作用の影響についてのOT究は.数多くなされているが.撃

方的モデルでは少い。まして.一般の輿方的モデルでは著者の知る限り,皆無に等しい,,

Fujishiro, Takano and Oguchii叫ま等方的なモデルでの第二近接交換相互作用の影響をcon-

stant coupling近似で研究したL.
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図Ill two dimensional

Ising model (Z-4)

についてのshort

range order 50

CCA.とI.CCAで

計算した,縦軸はS,

横軸はkT/Jである。

変曲点はCurie point

に対応する〔

図IV two dimensional

Heisenberg model

Z-4)についての

short range order

So　変曲点は　Curie

pointに対応しないn
*r一

以下,図ⅡIの説明と

同じである。
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図V two dimensional anisotropic Heisenberg model {Z-A :A-1.0, 0≦FL≦ 1 )につ

いてのTcift)におけるshort range order S。縦軸はS,梯軸はkTc(fi)/Jである,:.
′

この方法にはWatson蛸分などはでてこないので,計算は容易であるという利点がある。

我々は,このconstant coupling近似とimproved constant coupling近似で.具有的なモチ

JLにおいての第二近接交換相互作用,グ>Curie point Tcに対する影響を調べた,

等方的なモデJLのときと同じように,第二近接交換相互作用パラメーターか賂磁性的な場合

Ordering stateの形成は助けられ.反強磁性的の場合には妨げられるO

低次元の等方的なモデルでMermin and Wagner　の定理に反するような聞損の存在すること

が指摘されるO

以上のような増姫1で,我々の主要な興味の対象は低次元の系の関連にあるu

§ 2ではCollstant coupling近似とimproved constant coupling近似でCurie point Tc　や

この近傍でのsusceptibility xなどを計算する。 管 3では同じ方法で第二近接交換相互作用のTe

への影響を調べる.≡.

§ 4では求められた結果に基づいて,我々が閉掛こしていることを議論するO第二近接交換

相互作用について<n新LいとI-3扱い方も論ずる-。 AppendixではMermin and Wagnerの定理を

finite l・ange interactionについての異方的なモデルの場合に拡張する。
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§2. Formulations and Results by Constant Coupling and Improved Constant

Coupling Approximations.

OguchiandOnou)の方法と結果を要約するo
まず,一体と二体の有効-ミルト-アンとして,次のものをとる似後,簡単のため5-‡と

`する)a

翠---2dSf--iyzjAS+‡gHBHjSf(1)

軍n--2SIJS2-2C2(sf+sA--2j^ASfSi+‡i(s,+&-+sr.s?)}

-4-1UAS+‡<7^#}(sf+Sf)(2)

ここで,便宜上notationなどは多少OguchiandOnoのものからかえてあるo

Slまselトconsistentequationによって決定されるべき,、、変分パラメーター〝である。9は,

g-factor,fj.Bはmagneticmoment,Hは外場であるoその他の記号は§1に定義しておいた。

この一体や二体の問題は容易に解けるので,これから定義されるdensitymatrixも容易に求め

られる。Sについてのself-consistentequationは,次の式で与えられるo

Tt(z)p¥¥-p¥(3)

pl…e~叫/Tre~脚-

pn≡e-叫yTre~脚"

ただし.T,は-ミルトニアンに含まれている全てのスピンについての縮約を意味しW)ぱ-

ミルトニアンの中の格子点2にあるスピンS2についてだけの縮約を意味するものとする。

結果は次の通りである。

sk2ffc2
thfici-ch2βc2+e-flJAchOJfi

ここで,H-0,S-0とおけばCuriepointTc≡1/kPcを定める式が得られるo

e-'-JAchOJM-呈(4)

叉,magnetizationaやparallelsusceptibilityxは,H-0において

6-I誓:::i,:(5)

#ocl
Tc-T

I
T-TcforT<Tc

forT>TC(6)

となる。
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shortrangeorderS

s--j-TrStJs2pu_ヽLL

tJli人柄がlt二なるように蝣L一梅して'<>>).*,'i恥、i.:>この岨f)になる.

s-Ach2Sc2-Ae"uchβJf,i+2lie-"AshβJp

ch2βcg+e-wchβjjL

qやSが求まると,系のenergyEは直ちにだせる,,H-0とすると

E-

a-b(Tc-T)　　　　　for T≦Tc

a+c(T-Ttつ　　　　　　for T>TC

IK)

でか)　　b, cは温度Tlrは無関係な正の定数である　Oguchi and On脚はshort range

order Sや系のenergy Eを算出してはいないt,

Fujishiro, Takano and Oguchiwは等方性交換相互作閏を研究するために,constantcoupling

近似を改良した、、improved constant coupling approximation′′を提案したo

ここで了、改良された近u¥という意味はこういうことである._.この、、改良された近粧　りユ後

I.CCA-と呼ぶ)で,三角形格子のTcを計算すると.厳密な値であるところのrc-Oを得るこ

とができるのに, constant coupling近似.::以後CCA.と呼誹やその他の近似ではTLTキ0とな

--JてLまう。更に,二次元アイジン?TモテつLにI.CCA.を応用するとCCA.によるものよりも

・(ri.密K T,・',-i)''i')小　'./-/.るI'-I二　　:j-t'l実Kili二I-り捌riiさJI/二月・くり引航

以下に, I.C.C.A.による取り扱いを要約しょう._,二次元正方格子,三次元単純立方格i%　同じ

く三次元棒心1,:方格子などを念頭におくとsmallest bond loopとして正四角形状に配列された4

個のspinを逃げ出すことかできる。 smallest bond loopをとる叫ま,韓隣接格子問相互作用を

とりもげていることと,哩.品ft-,て一汁汁/,.I再屯化寸るためで*><:.,

smallest bond loopを,鰍我している4個の格子点上のspinをS, s2, s3,良,で表わすと.有

効′、ミ∫しトニアンは,次の,ように書ける._,

賀1、′ニー- 2/(SiS2+S2S3+S3S,+S,Si)

- 2 C3(Sf+Si+Sァ+Sf)　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　別

C。- (Z一紺S-+寺gfjLBH
i_..′

記号の意味は前と同じである由　この4体の有効-ミルトニアンは前に述べた1体や2体の有効

・、ミノLトニアン蝣J-)¥'¥然な拡蝣KUな->　V.いる、

この4体の有効-ミルトニアンから作られるdensity matrix py、′を用いて, self-consistent

equationを得るために, Fujishiro, Takano -and Oguchii目蓋,条件を

r,r(2.3,4サPIV - Pi

とおかないで,次のようにおいた。
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* na.4)Piv-Pi in

ここで, pIやpnはそれぞれ1体や2体のdensity matrixであり　Tr　は　　s一,について縮約

することを意味する。

(10)式から得られる独立な式の数は,縮約されないで残っている　spin　の数が1個であるため1

個であるo　これに対して, (ll)式の域合は2個のspinが残　ているので3個の独立な式を得る可紘

性があるo (注乱我々はこの論文で, S-‡の場合だけを考えているspin1個の張る部分空
間の次元数は2であり, 2個の張る部分空間の次元数は22-4である。従って,これらの部分空

間から作られるdensity matrixの部分空間の次元数も同じであり,それぞれ, 2や4になるCこ

れに, density matrixの規格化を考慮すると,前に述べた(10)式や(11式から得られる独立

を条件の数はそれぞれ1や3になる。l)

Fujishiro, Takano and Oguchii町まこの事実に着目し(たのであろう?)て　(11式のpu

を作るための2休有効-ミルトニアンを

軌--2jSIS2-2C2(Sf+Si

とおかないで,パラメーターA, Bを新たに2個導入し,合計3個にして.

野--2ASiS2-2BSfSi-2C2(Sf+SS)

Cサ-(Z- 1 )JS+‡gt-iHH

とおいた。

このことの意味を一口で言うならば, "変分パラメータJ'を1個のSから3個のA, B, Sに

ふやLて.近似の改良の可能性をねらったのであると言える,3　事実.前述したように.彼等のね

らいどうりの改良された結果を柑ることかできた。

我々は,以下に,等方性交換相互作用についてのI.CCA.を輿1津[三愛換相互作用の場合に拡張

するO　等方的な場合の-ミルT.ニアンの自然な拡張として,

臥--2SIAS2-2BASfSS- 2C2(Sf+SZ

軍t-- 2 (SiJS2+S2JS3+S3JSA+S<JSi

- 2 C3(Sf+Sァ+Sァ+SS)

(12)

(13)

のように, 2体と4体の有効-ミルトニアンをおく。ここで,新たに入ってきた記号の意味をは

っきりさせておこう。

stASz≡ LJ/lSfSf+‡ /(s,+s2 +s謂) I

c2-(Z- 1 )JAS+‡g/iiiH

c3≡(Z- 2 )JAS+‡QVnH

この他は前に出てきたものと同じである。
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7Vo,ii伽…伽

より出てくる独立な3個のself-consistenteqsと種々の結米をまとめておくb

pMci
t=~ミ2(ch20c2+e~β…柵thβAn)

A中り-㍗-AM(ch{3招-+V扇貢shtfjA2+8/j2)

・(1十ch20Ju)e-輔ノ2e2-ch40c,+e-

・射1+ch2βJ擁h2&c3+2e一声ノAch/3Jv-盲+31(14)

e-n<A+B>shOA

2{chzβc2+e^Ai舶脚chβAの

A-V扉〒青戸7-サ}¥sh/3J仰

2e*mchA#c3+4(1¥ch'lβJlt)ch2#ca+e-2J"A+2e-lchOJ何+3

3日監

梱式でc2,c3をそれぞれ-C2--C3でおきかえたものかもう一つの独立な式を与えるO以

の式がパラメーターA,B,吾を決定する式であるs-Oが常に解になっていることは.直

にわかる。

CuriepointTcは

Ze2相*+ch2βJm+i

Ae卿+ch2ficjfi+‡+寺e'Scn{chScJ、岡+両shOJ諦珊)

Z-1

Z-2

で与えられるo

magnetizationoやparallelsusceptibilityxは,H-0において・

斗/誓::T<LTc

T>TC(17)



であ'), a′, b′. C′は正の定数である。

以上に見たように, critical exponentはCCA.やI.CCA.の両方の取り扱いで.異方性パ

ラメーターfLに無関係であるO　むしろWeissの分子場近似と同じような結果になっている。

図Iは,二次元正方格子(Z-4)についてのCurie point Tcのグラ7である.,縦軸は

kTjJであり,横軸は異方性パラメーター　〃U-lとおいてある)である。参考のために,

R.P.A.*)によるものとCallen近似B) (C.A.)によるものも,あわせて職せてある　fx-Oのとき

の厳密な値kTc/J-1.135はWannier")の表装変換理論によるものであり　0- 1のときの厳

密な値　㌔-OはMermin and Wagner脚の定理によるものであるo

図IIは,三次元単純立方格子(2-6)についてのCurie point Tcのグラ7であるo

v-Qのときの値kTc/J-2.255はFisher川がratio methodによって推定し一た値であり,

J"- lのときの値kTc//-1.888は同様に, Rushbrooke and Wood叫こよって推定された値

である。

図mより図Vまでは　short range order 5　についてのグラ7である。図fIIと図Ⅳは,温度

Tについての変化をみたものであるO　図nlにおいては, T≦TcでIong range orderのできて

いる様子が読みとれる。

図Vは, Tdii)でのshort range order SをみたものであるC

図Ⅳと図Vを見ると,等方的な系では　short range order Sが相当大きく成長しているこ

とに気づく。
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x <*

1
Tc-T

1
vT-Tc

s hort range order SIt

for T< Tc

for T> Tc

S = \ '2Ae2mch4 /2c3-f 4 fish 2 0Jf*ch 2 0c3-Ae~zm- Ae'fiJAch/3jv'A2+ 8ja'

+ ^2+8/e-wsW^2+8/iz / 2ezfJKch4^c,+« 2/J/-1

+ 4 ( 1 +ch20jft)ck2$c3+ 2er0JKckpjy/l2+ 8fi2+ 3 'å 

3.^0short range order 5&itst^fit;^ 1 tc^^ J: å ? (c normalization LXh&0

energy £{i

£ =

r«'-6'(rc-T)

« '+c'(r- rc)

/or T< Tc

for T> Tc
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§3. Effect of Second Neighbour Interaction on Magnetic Transition

Fujishiro,TakanoandOguchiislは等方的な系U-u-1)で,secondneighbour

interactionのCuriepointTc-の影響をCCA.で研究した。

我々は.この同じ問題を,興方的な域合に拡張L,CCA,とI.C.C.A.で研究するO

計算の仕方は前節と全く同じであるので,理論展開の出発点となる-ミルトニアンと結果だけ

を記すことにする。

まず,CCA.によるものから記すことにする。1体と2休の有効-ミルトニアンは

乳--2(ZJA十ZfJ′)つSSf
t

軌--2S嘉一中Z-1)JA4-Z'J'A'}SiSf+Sf)

であるcZ′は第二近接格了点の数であ・)./は,系か等方的な場合の第二近接格子上にある

spinからの変換相互作用であり,l′はその異方性パラメータ-であるが.一般に)辛)'である

と仮定したOこの-ミルトニアンの特徴を簡単に言うならば,第二近接spinからの影響を≠分

子場的,ケに取り入れてあるということである。この-ミルトニアンでA-fi-A′-1とおけば

Fujishiro,TakanoandOguchiの有刺-ミルトニアンになるo

Curiepoint㌔についての結果は

eTMXchj3Jv-(Z-

zJ書JA+Z'J

Z'J'A'′^′脚

となるOこの式で.J′-0とおけば、当然のことながら(4)式に一致L,A-fi-A′-1とお

けばFujishiro,TakanoandOguchiの対応する式になる。

この式をくわLく吟味する前に,I.CCA.によるCuriepointTcもだしておこうo

議論の出発点となる2体と4体の有効-ミルトニアンは

軌--2S.芽S2-zBASfSぎ

-2J(Z-1)JA+Z′/,郎f+sn

軍・V--2S,JS2+S2J53+S3JS4+S4Js,

-2-((Z-2)JA+Z'J'A'¥郎f+S?-fSf+SI

であるOこの-ミルトニアンの説明は必要ないであろうCuriepointTcに'ついての結果をい

きなり書くことにするo

2e2MX+ch2βJfL七1

e2fic/i+ch2βcJt*+嵩'--x(chOcM'A2+机L2+万両;hβC招-)A

置諸芸芸'IAL

'TA'(21)
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この式で. J′-Oとおけば, (16)式になるO

さて　Curie point Tcについての(4)式と(16)式のブラ7でもある図Iと図IIを見てわか

るように, (4)式の場合は右辺が大きいときに,又16)式の場会は小さいときに大きなCurie

point Tcを与える。

このことは,それぞれ同じ形式の式である(20)式と(21.)式にも,そっくりあてはまるO　こ

のことに着目すると,第二近接交換相互作用からの彰抑こついての考察は容易になるO

まず(20)式から考察する。

(Z~2)JA+Z'J′^∴呈-　2Z'J'K′ZJA + Z'J′)'　　　　　　~ Z(ZJA + Z'J'Aつ

であるから, factor J'A′の符号が右辺の符号になる。

」23日S2

J′^′,oならば(Z-2)JA+Z′r^′ ,旦妄旦ZJA+Z'fA'

J′人′<0ならば(Z-2VA+Z′7A'<呈ZJA+Z'J'A'

であるので, J′)′> oなちば第二近接交換相互作用でCurie point Tcは大きくなるし, J'A′<0

ならば.小さくなる。

特に*n′<0のとき

(Z- 2 )JA+Z'J'A'- 0

が成立するならば　Tc-oとなるO

これはantiferro的な第二近接交換相互作用がferro的な第一近接交換相互作用を打ち消してし

まったことを意味する。

ここで.一つ指摘しなければならないことが低次元の等方的な系U-/i-A′-1)の場合に

%m.

二次元の系で, J′>0のとき　Te>Qとなる。一次元の系でも, J′>)のとき　Tc>oとなる

が,これらは, Mermin and Wagner'ポ1の定理によれば　Tc　-Oであるので,否定されなけれ

ばならないo

Lも、し,物理的にはJ′>Jとなることはないので,一次元の場創ま問題にする必要はないかも

知れないか.二次./i:の均告は間VKになるでh?> > 、

(21)式についても同様の考察をすることができる。結論をいえば, J'A′>0ならばTC　は大

きくなるし, J′A'<0ならば小さくなる。

更に, J'A′<0のとき,

(Z- 2 )JA+Z'J'A'- 0

が成立するならば　Tc-oとなる。

低次;l;の野方的な-ftで, BiJi'JiL I.二よう」1!りluも起る.

さて,この低次元での間者をどう考えれば克服することができるであろうか。これについて,

後に議論することにしょう。
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§4. Discussions and Concluding Remarks

我々は,図1に示してあるように,二次元系のCurie point Tciji)か　ヾt'-1近傍で急激に

変化Lて, zeroになる′′　ということに興味をもつ[

そiLにしても,我々か得たTc{fi)'.吋一は全て近似的なものである。.これらの近似の何らかの

ォからでてきたfictitiousな事柄であるかも知れ山という疑いか残るO

例えば.真実はM-0のときの厳密な植AjjTc//-1.135　とft-1のときの厳密な値Tc-O　と

を直線で結んだものであるかも知れない.≡

、'Ti:(の　は〟-1の近傍で急激な変化をLてzeroになる,'Iという事柄が,少なくともを性的な

愉句として真実である叉は寅実ではないということを確かめる為に,我々はどうしたらよいので

あろうか,或いは,どう考えたらよいのであろうか.=,これか,我々の設定した問題の一つである。

代々はこう考え'-,蝣J封1、・I.f,'f伸の粥,なる他亡蝣0いく・ >>)蝣　　当fd・方法で.同・--・仙Inj<n結論に達する

ならば,その結論は近11糎=)f剛射二依存Lているというよりは,むしろ,真実の事柄の表われ叉は

反映であるとo　ここで. "妥当な''という形容詞を使ったが,この言葉の意味をもう少しはっきり

させなければならないO近似精神さえ興なっているのであれば,ど/Lな方法でもよいというわけ

ではない。例えば, Weiesl:)の分子場近似は除外されるべきである`コ　少なくとも現在知らjしてい

る厳密な結果に一致するか,丈は,全休的な傾向として近いといえなければならないO　このよう

な意味でやl妥当な'・'という言葉を使ったのである。いわば,それぞれ個性をもち且参加する資格

のある者による多数決によって,真理(.叉はその剛机　をつかもうという考え方である(l物理的

tv-i- i一義? ).‥

このような理由で, R.P.A.やC.A.と明らかに近似精神の異なるCCA.やI.C.C.A.をとり

あげて.それぞれでTAu)を計算し,比較した671か図Iである,I,図IIは.三次元(Z-61の

場合で参考のために載せた白

岡I.図IIをとうして,全体とLての右下TJの機軸ま似ている。特に.二次元の場合, 〟-1

の近傍での類似性は著しい。従って,二次元の系で"TAfi)はil- 1の近傍で急激な変化をし

て, zeroになる〝　という事はモヂJL-ミルトニアシ日汀二含まれている本質的な事の表われであ

ると考えざるを得ないO

さて.次に間呈削こなるのは,このmの物理的意味は何かということである臼

我々は,これを調べるためにshort range order Sを計算Lた.ユニの結果が図mから図Vまで

のグラフである.,岡の見方はそれぞれの箇所に説明してあるので.ここではくりかえさないO　図

Ⅳの二次元-イゼンベルグモデルについてのshort range order SをふてみるとIong railge

order aは6-0であるにもかかわらず,おどろくfL昌に,成長発達Lでいる。このことはt long

range orderの存在する図mと比較するならば,尚.はっきりとする.,

殆んど, S二E lという温度領域がかなりひろい範囲にわたって存在するにもかかわらず, long

range orderは依然として0-0である,ヨ　この状態は,例えで言うならば.歴史上内乱状態にあ

る民旅が,地域別に地方別に統一が進行Lて民族全休oF)大統一がまさに生れようとしていて,莱

地人共に熟しているとでもいえばよいか?かかる軌であるからこそ,少しでもamsotropyか入っ

てくる(即ち, FLが//-1より減少する)と,たちまtjlong range orderが生れ.急速に成長す

るのであるO　このことの表われが図IのTcの急激&変化であるO

ここで,我々は新たなる問題を設定したくなる,二のff-0, 5と1という状態の衷h九万が.

別の現象として存在してはいないかということであるn



Bull. Set. & Eng. Div., U押iv. Ryukyus, (Math. & Nat. Sci.) No. 27, 1979.　　　33

Stanley and Kaplan-"はspinの大きさSがS≧ 1のときに, susceptibility %を高温展開(項

数は数項)し,これにratio methodを応用して項数が無限項まであるときのことを推定したO

注目すべきことに,二次元の-イゼンベルグモデルにおいて.ある"有限温度〝　でxが発散す

るのを見出したLl

披等は,この"有限温度〝　以下で、、order"ができており.しかも6-Oであるので, long

rangeのorderとは鵜なった或る新しい稚拙のOrdering stateであると解釈したO我々のCCA.

やI.CCA.によるsusceptibilityズには,このようなことはないけれども,確かにStanley and

Kaplan　の主張するような新しい桂類の相転移現象が存在する可能性はある,D　それは,どのよう

なものなのか。 ¶anti-ferromagnetケ　的なものだろうか由　そうかと言って,ただちに彼等の主

張することに同調することはできない。

Ising modelやその他のmodelでratio methodがよかったからといって,二次元Heisenberg

modelでもよいという保証はどこにもない,。第-データかあまりにt)少ない(高温展開による項

の数)ので,本当に特異性に関わる重要なデータを含んでいるのかどうか疑問が残る。更に.こ

の同じ問題にratio methodに代わるFade'近似を応用すると収束しない-1!これは,又,何を意

味するのであろうかo

Tahir-Kheli?Zl'はspectral functionでmomentか保存するj:うなdecoupling scheme (S.

CM.CD)を使って, first order two time Green finlctionを求れ　Stanley and Kaplan

に支持を与えるような結果を得たL,

しかしながら,彼が指摘しているように, anisotropic parameter AとFLに関して, lキFL　の

とき,彼の理論は不合理なことを起すO　もし,- A-/tのとき(c,良い理論であるならば, )とfLの

ときにもそうであると期待するのは当然のことではないだろうかO　従って, parameterのわずか

なちがい)とFLに.不合理なことの起る被の理論には疑問が残るので, Stanley and Kaplanに

支持を与えたということに同調できない。

これと等価なMubayi and Lange訓理論やTahir-Kheliの使ったS.C.M.C.D.によるGhoshs

の理論も検討の余地があ'), Stanley and Kaplanに支持を与えたというには末だはやすぎるO

更に, Stanley and Kaplanに支持を与えようとしたLines望封の理論についてもふれることにす

る。

first order Green functionにおける理論とは.要するにfree magnon energyをどのように

renomalizationするかということである　renomalization factorを姑も簡単な1削二選んだのが

R.P.A.である。

Mubayi and LangeやTahir-Kheliはこれをできるだけ, self-consistentになるような形

に設定した。

Linesは異方性交換相互作用のときも含めnlagnon energyのdispersionがどうあるべきかを物

理的に考察して, renomalization factorを選んだ。

Linesの理論は本質をついているのかも知れない。それにしてら.近似理論であることにはま

ちがいないので.確かなものと比較するという作業かなされないと,どのくらい信用してよいの

かわからない。

二次元正方格子のIsing modelについて<nOnsagerの解によれば　short range order Sは

kTc/J-1.135で傾きdS/dTが大きく,且こ<7)*rc/7-i.i35の近傍で対称的であるO

図IⅢのグラ7には,それぞれの近似的kTJJで.それ程大きな傾きdS/dTもなく,対称性もな

い,。従って, CCA.やI.CCA.によるcritical exponentは悪い。∋　おそらく, Heisenberg
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model近傍(lA空FL)でも悪いだろうe

Lかし,先に議論したように, Curie pointそ(7)ものを求める近似法としてなら, CCA.や

I.CCA.法は良いt.特に, I.C.C.A.法は良い近似法である。 /i- 1では厳密帖TC-Qを与え,

v-Oでは.厳密値に一番近い値を与えるからであるE.

§ 3において, CCA.とI.C.C.A.千,第二近接変換相互作moTcへの姫里を調べたが,

reasonableな結果であったtJ,

Lかし,二次元Heisenberg modelは-A*-1 )千,本来TL・…0であるべきものが.第二近

接変換相互作用パラメーターJ′が強磁性的である限り, TCキOとなるという欠点があらわれたO

こ=1..軌に$l '.i'i一様変則II'J.作TO.'>.VTI >. 、v J'-'wl'l'J"に取り入れ!二か`、言LI,'"・蝣'1

"分子場〝　は強い作用かあ1て,ゆらきが小さい堵釦二は比較的良い近似になるはずであるo

これに刈L tfi　通拭損全州/T.n川U'ォI蝣)な弱い作用:二H L一∴ /,子]'-土与川'-)<*・川いを--i?,<し・'蝣>!.こそ

の作用を過大に評価することになるO

連.詩帥'・JにI-Iならば　*i　-1Ii・硝安根柚//蝣.n一用に主・]L -:.分子上根m、を梗・;!、二としても.甘二i'l

接交換相互作ffl!こ対しては　bond叉はholld loopをとるべきであると考える.=.

§..iの坪一品'・蝣Ii'<良する‖川L什蝣s>h川l]'l'もノ)・・し　∴ 1TV　　　を・ギy_　二一°入る。

声・ -- 2[ ZJA宮1-Z′rA′音+書・g〟a//).チ

≡-2dSf

臥--:; W +J′)つSfS打
ノ〝+′'〟

oi 02 -i-O] 02

- |(Z- 1 )JAS+(Z′- 1 )J'A′SI+吉9MbH¥(S仕Sg,

-- 2中訂)S2- 2CASf-,
一体の-≡.ILトニアンは.前出のものと同じであるか,二体en-、ミルトニアンは,ここで始め

SB

てでる,,この三体の-ミJLトニアンの特徴を簡単に述べると.第一近接交換相互作用)が第二近
一へ、　　　　　　　　　　　/ -_　　　　エL_　.′＼　　　　　へ

接交換相互作用J′の影響をうけて/( I」TIJ′)-/+/'とな-,ているということである。これは,

管 1に述べたように,等方的な交換相互作用Jが耳ピン軌道相互作用の影響をうけて,其方的な
ノ.、

相互作用)になったことに,形式的に輔机している,

density matrix

p. =e~叫/Tre叫

pg　…　ovnITre州u

に要請されるselトconsistent equationは前と全く同じで

Tri2)pn-p¥

てある　iX-IIIE.1, Xこの上うりになる
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thSC, -
sh2 /3C2

ch2 βC2+ e→β(JA十J'A′)chβUv+J′fl

Curie point Tcは

ZJA+Z'J'A　-
2　Z-1)JA+2(Z′-1リ′)

1十,-OcUA+J A'¥chβrUfl+J'fl')

から求められる。.このTcについての式を柵蝉に吟味しょう。.ノ′-Oとおけば(4)式になる.3.

-次元の系(Z-Z′-2)では,任意のanisotropic parameterに対してTc-o　となること

がただちにわかる。,

二次元の系(Z-Z'-A)でもJA+J′)′ Jm+J′m'が成立するとき　rc-Oである。

この一次元と二次元の系において　Tc-oとなることはMernlin and Wagneri旨)の定理とそ

の拡張(Appendix参照)とにconsistentになっ,ている,tl

_!-ォーi-iiへたこヒ1、1VU7)-tftc-叫.'H二:*. -Vi .近接実根ml川・用し・'tl'ljさは、そl!/j- ferro fl'jなと

きには　範を大きくし, antiferro的なときには小さくすることもわかる。

従って.以上の吟味によ'),このapproachは§ 31グー瑚論の改良になっている可能性がある①

この　approach　は,しかし,節-原理から導TJ.かれたものではない。 2時間　Green　関数

の近似法におけるR.P.A.と同じように物理的考察で設定Lたものである,。 Fujishiro, Takano

and OguchiがI.CCA.を提案するときに主張したことを,ここでも,必要とするが長くなる

ので省略するo唯.この　approachによるTcはMermin and Wagnerの定理とその拡張とに

consistentになっていることを強調しておく,1
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Appendix

Mermin and Wagnerl翁月こよるIong range orderについての定理をanisotropic exchange

interaction systemの場合に拡張し.よう。議論の出発点となる-三JLトニアンを次のようにおくO

軍--2∑StJSj-2∑′SiJ'Sj
UJ>　　　　( u)

- (/fillI∑ S,F
J

第二項は　second neighbour anisotr叩ic exchange interactionでanisotropic parameter

も一般に)辛)′, FLキp'であると仮定Lた[=. ∑′は第二近接spin pan・について軸をとることを意

味する。この他の記号の意味は前と全く同じであるO計算叫更宜上格子空間内のspin Sjを波数

空間内のspin SkにFourier変換Lてから議論をすすめることにする.,

Bogolyubovの不等式を利用するために統計平均墓くH乳軍　Ss, )>O　の大ききをまず

評価しょう[A, BL…AB士BAである.1



:36
Constant Coupling Approximations to

Anisolropic Heisenloerg Model

くm翠　sz>上)

-i窓毘(A - tiビー-p -ど"(><Sf.S^ん蝣+‡偶S v+ SvS::-

・孟択一抑1 r」-・一当くs^s^十Sk>S*y>

・窓k'p　〃山一ト.,-ォ蝣*/>出-¥e漸K

2/訂/-/*)(! Hエビ当( l庸"'XStfS-v)

車^. -刀,・若〆, p「2g;iLIH<Ssyt

節二項のcurly bracket{　}は第-項<ncurly bracket!　でJHヶJr. )-A¥ fi-f*t p-P'
°

1->>*・;?・;一・推.;_.十日.r_はf'll.'><'? : ' '・I:?、I r、・こ・ !>!tiu-i'i托tl1川ト.ド.-/''トI. l>　ニ

tt ".近接格I-IN]の--ヾ・'/卜Jして=hるt..

きて、 ,ほ!E日月　・蝣蝣/' .・1'I¥.川'・'蝣?*.,.ll-J^M、 *^・.t5:l')上うにHI'llHiすることかてきる・_

く[[S軍上瑚44N乙-+1順一/jγ出8NZJS(S+川^-柄)

・iz- ),ら-⇒Z′, J¥ A′, ′Lf,車2gfiuHiSo,

A:A:L.

・々-呈写終　γ去-妄p'

同様の議論で,4くFE且A'<ft'の場合にも大きさか訓辞できる。

く圧乱軍U Sr*l->

く巨ZNJS(S+ -t-Ajkは-zjSiS+川M-A)¥

・jz,ノーA, M, 7),-^Z∴′′, A',〆, γ車g/iuHくSG,

この評価Lだ不等式をBogolyLIbov <7)不等式から専かれる関係式

匡[Si,S=k主〉l
・l yト、∴　　kT写品;¥nl-s¥i了

に利用する.;更に,

‡射乳s--*]十,< N*S(S+ 1 )
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k7lく[Si, Sit「〉i2… 4 kTNlげコ

にela-　　　∴ :Kr>ti14と'」f-J<:、.

(i　　次7亡

.. , 2方S(S+1　　AA+d噛
IIKJ^^^SSS^S^^SSS^^BS^^SI

kT Ian蝣(,.A覧)
Cii二次元

がく∵1汀SiS+1 )　　些_

kT Inj"1-豊富
I.Ill)三次jt;

iT　　ヾ・:N-l　　　′_　_ !上_　‥_
Ik

kT ko- /'1Utan本居)
~ー　　1　㌢仁・

- ・-　、ヽ I

Bは正の'II.∴EL-hh'-.議論に;,tii月>^開仕「!L-いJ,千, ilfMVi、り:i:!.Lwj-1tfミない_.車l'l桝¥ョ

BIjHouin zoneに内接する半径kT詳~一球「軸二次元のときは門.1一次直れときは第-I F'r川ouin zone

全1如　-C-fr-^-.J∴
l

外場A-盲gnuliがzeroになるト聖,願説でA- i抑とき, long range orderげiizeroにな
るD　即ち　　一次元と・二次元で

ZJ(A　　トトZ']'{X'- tiつ- III

が成_、T守るとき, Curie point　71は脚一口になるO　この結果私　third neighboui・ interaction,

fourth neighbour interaction等が<h,る場合にも容易に寸机1言　る:n

ZJ{,「〃廿Z'J'吊' ft'汁z-y`IA"-〆つ十--り

LかI,二的等式が成立していない二信Iong ran酢。rderかzero,従-=・てCt汀Ie point

TL-かzeroになるHJ能性は残っている,。.
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