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To take a step of the research for the elastic-plastic problems authors take the 

torsion of a shaft of a square cross section which is easier in the application of the 

numerical analysis. To obtain the approximate solution within the elastic limit the 

fundamental partial differential equation of the torsion can be transform巴dinto the 

finite-difference equation and to get better accuracy the relaxation method applied. 

By placing the square net over the cross section of the bar authors obtain the 

resultant shearing stress and the twisting moment within elastic limit and over it by 

the application of the relaxation method and descrives the elastic-plastic boundary 

when a plastic deformation takes place somewhere in its cross section. 

材料カ学の分野において，電子計算機の出現に伴な

い急速に研究対象として取り扱われるようになったも

のの一つに，一様断面棒の弾塑性擦り問題が挙げられ

る。本報では弾塑性挟担問題の初歩的研究として，断

面形状が比較的簡単で数値解析の適用しやすい正方形

断面棒について，挨りの基礎偏微分方程式を差分方程

式でおきかえ，正方形断面上に正方形網目を設定し，

弛緩法によりその弾塑性擦りの挙動を近似的に解析し

た。
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1) 
の涙れ角とすれば，サンブナンの半逆解法により

u=-(}zグ 1
v=θz X 、

w=w (x，グ， (}) ) 

なる仮定より出発する。従って，横断面上の任意点に

おける勇断応力成分 !"zx，!"zy は

宮緒

!" zx = G Y zx = G ( -~ : -0 Y ) 

TZY=Grzy=G(33+ox〉
(2) 

で，また断函周辺上においては

β主+(} X 

s.1:_ _ !_笠 __a一旦一一一
d X - !"zx - ~ W _ (}タ

rlX 

弾性摂り

弾性状態における一様断面棒の振り問題は， U， 

V， W をX，y， z戦方向の変位，。を単位長さ当り

2. 

(3) 

なる関係式を満足しなければならない。

一方，援り問題においては応力の平衡方程式は
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正方形断面棒の振り問題は旧知の問題であるが，本

報では弛緩法によって正方形断面棒の擦りの近似解を

求めてみる。 弛緩法を適用して問題解決にあたる場合
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告Z+守=0 

となり，従っていま併を摂りの応カ函数とすれば

は， 最初に第0次近似解を仮定して 残留値を求め，

それを逐次清算 してい かなければならない。その際

の収束の遅速は第0次近似解の選定に左右される。
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図lに示す一辺2Aの正方形断面捧の振り問題を弛緩

法によって解くにあたって，我々は最終的には一辺の

長さを24等分した正方形格子を用いたのであるが，そ

(5) 

なる関係式があるから，この式と(2)式とから偏微分方

程式

a'o 笠!t_
a;'+-a9，= -2GO 

の際における第0次近似解と しては，一辺の長さを 6

等分，従って格子問δ=A/3なる場合の各格子点にお

ける併を(6)式の階差方程式より求め，それらの値を 4

等分して最終的な24等分の場合の第0次近似値とし

(6) 

が得られ~.また断面周辺においては操りの応力函数

併は

た。
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を満足していなければならないし，加えられたトルク

Tと併との聞には

や=。

従って，最初に図1に示すように断面を δ=A/3

なる正方形格子に級分すれば，格子点a.b. c. d， 

2) 
e. fにおける(6)式の階差表示は

(8) T=2 fOdA = 2.ffOdxd!l 
A 
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4 Ob -4 'Pa + 2 G Oθ2=0 。a+ Od +2れ-4 o b + 2G 0 O 2 = 0 

2Ob +2Oe -4Oc +2GO O2 = 0 。b+2Oe -4Od +2GO O2 = 0 

oc +Od+Of -4Oe +2GO 02 =0 

2Oe -4Of +2Gθ 02 = 0 

この一次連立方程式を解いて

。a=2.598x2Gθδ2 

Ob =2.348x2GO 02 

oc =2.125XニGO02 

Od =1.539x2GO 02 

Oe =1.404x 2G 0 02 

rpf =0.952x2GθδZ 

主

ヲ

fl/ 
、 ι1/イ

al/. ← 5→ 
d 

。

2A 

かくして求められたゅの値は非常に小さいので便宜上

3) 
と置くことにする。ここにχは無次元数である。この

即ちり= χ.-;;GOA包 (11)
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Fig.1 

なる関係が存する。以上のことから断面全体が弾性状

数。を見い出すことに帰着する。

態にある場合の擦りの問題は， (6)式なるポアソンの方

程式を満足し， かつ断固周辺で(7)式を満足する応力函
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式より計算され Xa，χb…， χfを使って. χaと

χb，χbとXc，…"'，X eとれ問の格子点におけ

るXの値を比例計算より求めて， 24等分の場合の各格

子点におけるエの第0次近似値とした。図 2はこのよ
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Fig.2 

うにして得られたχの第0次近似値である。 次はこの

Xの値を出発値として逐次弛緩法を適用すれば良い。

そのためにまず(6)式をXを用いて表示すれば

で，またこの式に対する階差方程式は図3において

2000 
Xl + X2十 X3+ X4一位 。+~A~::: o 2 = 0 (13i 
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となる。従って， 残留値Rを求める式は

Fig.3 
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A 

R= CXl + X2 + X3 +χ4 ) 

-4X 0+2000(*)2 

2000 
= Cχ1 +χZ+X3+4) -4Xo+一一; (14) 144 

である。各格子点における残留値が零になるときが微

分方程式の正解となるわけであるから，得られた残留

値を零にするよう操作すれば良い。

図4は正方形格子の場合の弛緩模型で，中央の函数値

にlなる変化が生じたときに，中央の残留値は -4変

化し，上下左右の残留値は 1変化することを示してい

る。 従って，逆に残留値を零ならしめるように各格子

点の函数値に補正すべき値を求めれば良い。
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図5はこのようにして各点の残留値が3以下になるま

で清算を続けていって得られたZの値と等高線図を表

わす。

ω。

H 

次に断面内における最大勇断応力't"maxを求めてみ

る。断面内の任意点における努断応力は応カ丘上での

最大傾斜の値に等しいので，従って最大潟断応力は

周辺のうちで図心から一番近い点に生ずる。この点

は正方形断函棒の場合は各辺上の真中に相当する。

いま図7に示すように横輸にと輸を周辺中央点より図

!~ 、
Xo ~ . 

o_j 
Fig.7 

A 

Fig.6 

心の方向に取り，縦軸に χを取ることにする。函数

χ= f (~)が ~o ， ~1 ， ~2 のとき Xo ， χ 1 ， X 2 ， 

をとるとすれば，原点。とP1，P2点をとおる近似曲

線としてはラグランジェの多項式より

χ=c_c_-=二一色よi{二二52ivo 
( ~o -';1 )(~ o -~2 ) ，.v 

+~_{ -(0 )，，(~-=-{2 ~ χ 
(訂τ訂ヲて訂τ4訂 1 

+~ξこむよiξ二ξq X?…一……(15)
(~2-';O)a2 ーと i) Al 

ここでXo=O，~1 ーと 0=';2-';1=å ，

~2-~0=2ð を代入すれば

χ=-Et{E2ー (';0吋 2)5+f032}X1

+ホヤ2ー(.;吋1) ';+~O{l } X2 帥

fに関して微分すれば

坐 =-LJ25ーC{O十 ';2)}Xl+すf
d{δ2  l 

x {2.;ー(~ 0 + .; 2 ) } X 2 ...... ..................(1 

T問 a工を求めるためにこの式におUい、て， .; = 0， 
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~1= O， C2=JO，χ1 =93， X2 =184， O =A/12 

を代入すれば

'l'max =鴇ヂ(~}九 =0
G () A' •• 1 i ~ ~ X2 ¥ 一一×←(2χ， -.".:.，"-) 1000 ~ O ¥ ~ '̂ 1 ノ

=1.24'3G{) A...… •••••••••••• •• • ・・・・・・・・(18)

2) 
この値は弾性論による正解'l'max=1.351G () Aと比

較するとまだ7.5%の誤差がある。

3. 弾塑性摂り

材料は図8に示すように歪硬化のない弾完全塑性体

であるとする。一様断面棒を俣っていけば，周辺上で

断面図心から一番近い点の合勇断応力が材料固有の限

界値'l'yに等しくなったときに， その点から降伏が始

まる。さらに振っていった場合に塑性領域のひろがる

様相や弾塑性境界等を求めるためには「まず断面周辺

より一定傾斜tan-l'l'yの固定した屋根即ち Prantle

の屋根を建てる。次に断面周辺に張り付けた薄膜に外

圧力を増加していくとやがてプラントノレの屋根に接す

るようになる。この接した部分を断面上に投影した領

。

ーー一ー一一・..r 

Fig.8 

域がある擦りモーメントに対する塑性領域を表わす，J

という考え方より求まる。従って，今この薄膜を図5

に示すような細かい正方形綱目で置き代えた場合に次
3) 

の操作を実行して弾塑性授りの問題解決にあたる。

a)屋根より離れているところの格子点の残留値は

清算を要する。

b)屋根に接している格子点においては，正の残留

値は清算してはならないが，負の残留値は清算

しなければならない。何故なら残留値が正数で

ある格子点には屋根を押し上げようとするカが

働くことになるが，このカは剛性屋根による反

カと釣合うことになるからである。

従って，併の値は次のようになる。

i)断面周辺上では(単一連結のとき〉り =0であ

る。

ii)各結節点においてその固有の値(プラントノレの

屋根の高さ〕を越えではならない。

iii)屋根に接していない格子点では階差方程式を満

足していなければならない。

以上のことを考慮して正方形断面棒の弾塑性俣り問題

の解決にあたることにする。

いま降伏応力を'l'y，弾性限度の比摂れ角を θeと

すれば， (18)式より'l'yとθeとの聞には

'l'y=1.243 GθeA 

=AGθA (19) 

なる関係がある。ここに

Aθ=1.248 ()e， A壬1.248 帥

である。次に図9に示すように断面周辺から d離れた

任意の点 Pが塑性域内にあるとすれば，プラントルの

x 

Fig.9 

屋根の考え方よりゅyと'l'yとの聞には

'l'.. _ if> 
y=1Z 聞

なる関係がある。 if>yは格子点の位置が定まれば固有

の{直をとるから，その点における Xの値を Xyとすれ

ば(11)，自1)式より

'l'..= ..l._X.x_~θA2 
Y-d-̂  工面「 (22) 
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従って， (19)，白ω2式より

Xy= 10∞Oψ 担

この式より Aが与られれlばま任意の格子点における χY

の値は決定出来ることになる。以下にその例を示す。

1) A =0.960 即ちJE=l3の場合

凶式よりこの場合の断面内の塑性域における Xyの値

は

χy=m 2 仰

で与えられる。 次にこの式より計算される各格子点の

χyの値と図 5の χのf直とを比べて，xの値がχyの

:428 

A 

値より大きいところは χyの値に置き換え，小さい

ところはχのままにして上記:a)，(b)に留意しつつ弛緩

法を行なって残留値の清算を行なう。清算後， χが

Xyに等しくなっているところは塑性域内の格子点

であり， χが χyより小さいところは弾性域内の点

を与える。そしてその境界を滑らかな曲線で結べば

それが弾塑性境界線を与える(図10のMN)0 

実際上は，図11に示すようなプラントJレの屋根を

zX一平面に平行な平面で切った曲線を描き，その曲

線上において降伏した部分の直線部分と未降伏の曲線

部分との接点を求め，これらの接点を結んで得られる

のが弾塑性境界線になる。
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600 

A 

Fig.ll 

2) 同様にして 得る。

A =0.780 

得る。

え=0.624

即ち会=1.6の場合は図山 13を

即ち£=20の場合は図以時

A =0.416 

得る。

即ち会=3切合は図16，17を
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4∞ 
睡竜司..  -』ー『『『4『=hー怪さhぬ0

=t::ミ『ミ』主ー、

zω 

次に涙りモーメント Tと振れ角。との関係について

求めるために(8)，(IU， (19)式より

2 A _ rr 
T = 1而c/iTy jJ X dx d.Y 

ここで .l!x dx dy は正方形締自に対しては近似的

_ '" 
にぷ χdxd.Y = I4.f ~(χ 〉

で， ~χ は断面内の全ての格子点における X の総和で

ある。従って

=一主~__ xヱL~ χ 間
72000" A 

この式より断面周辺の中央点の応力が降伏点に達した

時の AをAe=1.248，TをTe，~ X を ~(χ)e とす

れば

陸空、』
ー・-旬、、『ミ“ 

ささ降、b、崎、、

戸空陸予
除、

A 

Fig.17 

A3τ日
Te= _:::"" x-+~(χ)e 

72000 Ae 
白日

従って

_J_=_8_ ~.X. (27) 
Te 8e ~(χ)e 

上記 1)，2)の A附してJzを計算した結果を表

lと図18に示す。

A 11. 2481 0.960 I 0.780 1。…“!
山 11.0 11.3 1

1.6 12.0 13.
0 (  

m j 1.0 11.282 11.46011臨 |l叩|
Table. 1. 
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4. 断面全体が降伏したとき

断面全体が降伏したときのTをTuと表わすと， ト

ルクTuは図19における正四角錐の全体積に等しく
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4.0 

Te=2pdA=2×弔;手2{χdA

であるが，図5より

/A21510% 
A χdA =首"4~Xe =τ4-;-Aき

であるから

+ 

主
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G 8eA2 ，， 151084 
Te= 2 x一一土ー ×一一一一A21000 .. 144 

プ旦=1.585
le 

白日

Tθ  図18は ーとーーとの関係を示し， ー が大きくなれ-Te'-{Je 
T ，... T 

ばー はー旦に次第に境丘することがわかる。Te'-Te 

5. 結 言

正方形断面棒の弾塑性涙りを，弾完全塑性体に対し

て弛緩法を適用して求めた結果，次のことが判明し

た。

i)弛緩法による近似解は最大9s断応力については

正解と7.5%の誤差があった。

ii)降伏領域の進展状況が良くわかった。

iii) T /Teのθ/8eが大きくなればなる程 Tu/Te

の値に漸近した。

1) 

2) 

3) 
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