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線形・集中常数系の数値解法 (1)

東 盛 良 夫

Evaluation of Linear Lumped Constant 

Network 

Yoshio Higashimori 

Abstract 

As analysis and evaluation of linear lumped constant network is found by state valuable. 1 

offer solution of some examples by Complex Fourier Transform is effective method on analyzing 

network， and it is good method on free select of time step and a little accumulation of error 

rather than the other. 

まえがき

システムとは「要素の集合体で計画に従つである一

つの目的を達成するように設計されたものJ，または

「互いに独立な分離できる要素の集合体」であると定

義される。

ここでは，その状態 (state)が時間とともに時々

刻々変化してゆくダイナミカノレシステム (dynamical

system)について考える。 ダイナミカ/レシステムと

は簡単に云えば，入力・内部状態・出力という三つの

変数で記述され，内部状態は外界からの入力によ って

ある特定の法則に従った影響を受けて動作し，そして

出カとして内部状態のある量を外界に反映させるよう

な系である。システムの状態は，入力がない場合で

も， システムに内蔵されたメカニズム Cmechanism)

に従って時々刻々変化してゆく。また入力が同じでも

内部状態が違えば，違った応答を示すことになり，こ

の様な系の記述に必要十分な最小限の変数として状態

変数が用いられる。状態変数とは，その現在の値がわ

かれば，それと将来の入力とから系の将来の振舞に関

する全ての情報が得られる様な必要最小限の変数の組

と定義される。

今状態変数を成分とするベクトルを， X，入力を成

分とするベクトルをU，出カを成分とするベクトノレを

Yとすると，線形集中定数の系の場合，次のようなべ
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クトノレ・マトリックス方程式が成り立ち，これを状態

方程式と称する。
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ここにX，U， Yをそれぞれ n，m， t次のベクトノレ

とすると， A， B， C， Dはそれぞれ (n，n)， 

(n， m)， (t， n)， (t， m)の行列である。

時間不変系の場合，それらの各要素は定数となり，

Aはこの要素がトラ ンジツション ・マトリ ックス

(transition matrix) の性質を決定するという点に

おいて，系にとって最も重要なマトリックスである。

B， C， Dはともに結合マトリ ックスであり ，それぞ

れ入力と状態変数，状態変数と出力，入力と出力とを

結びつけている。

実際のシステムを解析する場合には，その数学的モ

デノレを作るとともに数値解を求めることが重要であ

る。特に上述の系では， トランジッション・マトリッ

クスが求まれば，後は行列の計算に帰着される。 トラ

ンジッション・マトリ ックスを求める方法としては，

級数展開による方法及ぴ複素フーリェ変換による方法

等がある。前者の方法による場合には，級数の収束性

はマトリックスAの固有値に大きに影響を受ける。従

って時間巾の選択は固有値に依存し，特にこれが大巾

に異なる場合の取扱いが問題となる。更に入力を有す

る系に対しては，前述の方法でトランジッション・マ

トリックスを求めた後，積分を数値的に行なう必要が

ある。一方後者の方法によれば，系の変数に対するラ
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プラス変換形がわかれば数値的にその時間領域におけ

る解を求めることができる。従ってこの場合には，系

の特性方程式が正規形のベクトル・マトリックス方程

式でない場合，更に入力を有する場合も全く同様に取

扱うことができる。その時間中も固有値と無関係に選

ぴうる。

以下本報告においては，線形集中定数系の状態、変数

による解析方法，及びその数値計算法についての基本

的な取扱い方法，及びその適用上の問題点について述

ベるとともに複素フーリェ変換法による若干の具体例

をあげ，これがシステム解析上有力な手段であること

を示している。

級数護聞による数値解法

状態方程式に帰着された集中定数系の場合， トラン

ジッション ・マトリ ックス法により数値解を求める こ

とができる。トランジツション・マトリックスが求ま

れば後は行列の計算に帰着される。

1.1 線形 ・時間不変系の解法(1)

定数係数の同次線形微分方程式で表わされる系即ち

入力を有しない線形・時間不変系は次のようなベクト

ノレマトリックス方程式で表わされる。

X=AX (1.1-1) 

(ただしAの各要素は定数)

これの数f畝卒法として. M. L. Liouによって次

の方法が提唱されている。

解は X (t) = e AtX (0) (1.1-2) 

(ただし eAtはトランジッション・マトリッ

クス〉

であるから，適当なステップサイズTをとると

X ((n+1)TJ =eATX(nT) (1.1-3) 

n=O. 1. 2・・・・

が得られる。故に初期値X (0)が与えられた場合，

式 (1.1-3)によって次々にX (n T) を計算して

いくと， X (t)の数値解が求まることになる。トラ

ンジッション・マトリックス eATの値としては，

eATを無限級数展開した際の適当な有限価の項をと

って近似する。つまり

eATニこ坐立ι。k! 

(A。は単位行列〉

(1.1-4 ) 

近似の精度を決める Kの値は次のようにして決め

る。まずeATを近似行列M と剰余行列 Rに分離す

る。

k 

eAT= ~ 
k=O 

Ak Tk ∞ Ak Tk 
一一一ーー+玄 一一一一一=M+R

k!k=k+1k! 

(1.1-5) 

mij， rijをそれぞれM，Rの要素とする。有効数字

の桁の精度が必要であれば

nj ~10一d l mij I (1.1-6) 

が成り立てばよい。行列Aのノルム (norm)を

ロ1

!IAii= ~ ;aijl 
i，j=l 

(1.1-7) 

〔ただしaijはA要素，mはAの次数)とする。

IIAk il~ i!Ak 1¥ k = 1， 2， 3. …・・(1.1-8) 

であるから

I r ij I壬
= 
z 
k=k+l 

:IAilkTk 

k! 
(1.1-9) 

ここで

仙 1fT
E=主二t=-;-(e < 1) (1.1-10) 

とすると

|IAljK+l TK+1 
! r ij: 三 (K+-1) ! (1+E+E2+ … ・・)

--(生工主主士1 ょ
一 (K十 1)! 1-E 

(1.1-11) 

故に

(iIAliT) K+1 

(K + 1) ! 
~- c:-~ 10一d I mi; I 1 -E ==--り I

(1.1ーユ2)

なる関係が得られる。 Kの値を適当に決めて lつずつ

増しではMの計算をして， この式(1.1-12)の関係

を満足したところでMの計算を打ち切ればよい。しか

し，この方法では eATが0要素を持つ場合Kの値が

無限大となり不適当である。

1.2 線形 ・時間不変系の解法(1)

Liouによる解法以外にも次のような方法がある。

x(m) (t)+am-1X(m-l) (t)+ 

・・+alx(t)+ao x(t)= 0 

(1.2-1 ) 

式(1.2-1)のような定数係数の同次線形微分方程

式で表わされる入力を有しない線形・時間不変系は次

のようなベクトルマトリックス方程式で表わされる。

X=AX (1.2-2) 

解は

X (t) = e AtX (0) (1. 2ー 3)
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であるから

K 〈ADT〉k
D=ヱ」竺芋4L二

k=O " 

とおくと

トランジッション・マトリックスを

o 11 (t) o 12(t)…・・・ o 1m( t ) 

o 21 (t) o 22(t)…・・ O2m( t ) 。m1(t) Om2(t)..・OmmCt) 

(1.2-4 ) 

となり，

(1. 3ー 3)
eAt=併(t)= 

一-l(ioii平 ]x
=X-1MX 

となる。故に

(1.2-4 ) 

x
 

nu 
i 甘~1

M=XDX-1=xl m2 

lO mn 

とおく，式(1.2-3)より
m 

X i ( t ) = ~ o ii ( t )工i(0) 

i= 1， 2， …・ー，m (1.2ーの
となる。ここでXj (0)=1で他はすベて 0とする

と

(1.3-5) 
く1.2-6) 

ただし

k 

mi=ヱ
k=O 

2. ... n 

(1.3-6) 

従って，Mから eATへの収束性は札iカミら e;(iTへ

の収束性によって決定されることがわかる。

ここで Maclaurinの公式を exに適用した時の誤

差を RKとおくと

k = 1. く1.2.-7) Xi:T) 

(1.2-8 ) 

とする。

On (T) =工 1 (T) 。21(T) =.r 2 (T) 

xk _ xK+1 

k! (K+ 1) ! 

( XX2)  1+一一一一十一一一一一一一一一一+・・ iK+2 '(K+3)(K+2) ノ

ヱK+1 fI ."1: 

一一一二一一一丁 e
V

- (0<8<1) 
一、一t-1) 

+
 

K
 

∞

zb 
一一K

 
R
 

(1.2ー 7)

A iは一般に複素数であるから， e l.iTをn1iで近似し

た場合の誤差 Riを評価するために次のように変形す

る。

ー+
 

K
 

∞
Z
K
 

/
↑
=
 

b
a

一
、、，J
一

T
7・

れ一
k

f
‘、↑

1= 

i Ri i = 1 1: 
I k=K+1 

止iTJ土
k' 

(1.3-8 ) 

。m1(T) =.rm (T) 

また. rミmに対して

.ri(r)=-a m-1xi(rー1)-am-2 Xi(r-m) 

a 0 x i (r-m) (1. 2-10) 

が成り立つので， Taylor級数展開における高位の導

関数を求めるのに，式(1.:::-9) を使う。以上，式

(1.2-7)， (1.2-8)， (1.2ーの， (1.2-10) 

によってl列ベクトJレが求められる。

以下同様にしてゆ (t)の各列ベクトノレが求められ

る。 Taylor級数展開に必要な項数 rは要求される精

度に応じて決定できるのであるが，これについては省

略する。Liouの方法より一般に精度が良くなること

が知られている。

(1.:::ーの

式(1.3-7) においてエ=i AiTIとおいた式

(1.2-8)に代入すると

(1.3-9 ) 

が得られる。

以上のことより iAiT!が大きい程 miから eAiT 

の収束が遅くなることがわかる。また eATの収束

性によって決定されることを合わせて考えると，

eATの収束性は 1A maxTIによって決定されること

が結論される。

Xi (t)=ゆij(t) 

となる。

Xi (t)はTaylor級数に展開すると

ーご Tr X ir) (0) 

二。 r!

となる。件 ( t)の第 l~jベクトルを求めるためには
X1 (0) 1， X2 (0) =X3 (0) =・

Xm  (0) =0 

eolA iT| 

e :AiTj 

iAiT! K+l 
1 Ri I三てE宇工了T

IAiTiK+l 

(k+1)! 
正三

1.3eATの収束性の検討

簡単のために，Aの固有方程式は重根を持たないと

仮定する。 XをModalwatrix (国有ベクトルを列ベ

クトノレとするマトリックス〉とすると

X-1AX=AD (1.3-1) 

と変換できる。 ADはAの固有値 (;(1.A2.…Am)

を対角要素とする対角行列である。そして

A;=(XtX) 〈X北 X)...(X-1AX)

=X-1AkX (1.3-2 ) 



東盛:線形・集中常数系の数値解法 (1)240 

Chh=JrfTfn(t)e叶 tdt 

複素フーリェ変換による数値解法2 

(2.1ーの

R 

jk .i' 
E T dt 

故に

up(t)=e"会-Z勺 J-h(t)e

複素フーリェ変換

時間不変系においては，集中定数，分布常数の場合

とに演算子法が適用できるが，微分方程式などによ

って特性が与えられない限り時間関数が常に得られる

とは限らなu、。そこで複素フーリェ変換法に基づいて

演算子形から直接時間領域における数値解を求める方

法について以下述べる。

時間関数u(t)及びそのラプラス変換U(s)との問

には

2.1 

王
T

K
 ρLW t

 

，d
u
 

芳
一

T
K
 官)

 
t
 

'n 
~
-
F
i
I
‘U
 

e 二ニ

2T t=-..， 

U (s)=~; -"U(め

=ーヱニ玄U(Q+Jkf)eJk干l

2 T k"=一~

(2.1-1 ) 

u(t) =昔γ仁;:eatU(s)d 

(2.1ー 2)

(2.1-10) 

式 (2.1-4)において，積分を級数で近似し

π 
ムω=可「

(2.1ー 3)

なる関係、がある。ここで

s=a+jω 

(2.1-11) 

とおくと

とおけば，式 (2.1-2)は

'1川=云Li主〔叶jkムω，)/山一

u (t) =去仁 U(州 ω)eJ 
wl dω 

(2.1-4 ) 

となる。ここで周期2Tの関数列を導入する。

f n ( t ) = h ( t +:::n T) 

fn(t~=fn ( t+2T) 
=長:主(叶j聞けa

(2.1-12) 

(2.1-5 ) 

n =0. 1. ・・・…

0壬tく2T

h ( t )= u ( t ) e -at 

(2.1-13) 

よって (2.1一日). (2.1-12)により

u ( t )::::: U p ( t ) 

となる従って

(2.1-6 ) 

(2.1-7 ) 

さらに次の級数を導入する。

u p ( t ) = e at~ f n (t) 
n 

ここで，これの複素フーリェ級数を求める。 u(t)e -" =up(t)e-" 

=よか(a十jk芸)Jft
2 T :-:::;v 

(2.1-14) く2.1ーの

fn (t)さfn，k eJK干t
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この級数展開をt=Tにおいて，上限をNでおさえる

と

n fJ T N 

(t) =一二;;;-L;U(a+ j峠)e'住罵

2 T t=--N ，_ J'. I 

(2.1-15) 

=手:(すU(川会ReU(叶 jk-手)(一11'J 
(2.1-16) 

となり，時間領域における数値解u(t)が求められ

ることになる。この方法は系の固有値と無関係に時間

中を選ぶことができ，また誤差の著積がないという利

点を持っている。

t=Tにおける級数展開において，上限をNでおさ

えることによって生ずる誤差が所要の精度を満たすよ

うにaの選定を行なう必要がある。

u p( t ) = L e at f n( t ) 0;;:;;t<2T 
n=O 

00  =L eath(t+2nT) 
n=O 

00  

= L e at e -a(t+2nt) 
n=O 
u( t + 2 n T) 

、、，
J

可

4
1
ム

可ム
勺
A

f
t
L
V
 

ゐ
Ln

 
a
 

n
4
 -、

J

e

T

 

1

n

 

∞
Z

P

2

 

+

+

 

、、j
J

&ι 

ゐ

L

f

，、、

f
'
h

、、u

u

 

一一

故に up:T) =u(T)十(3T)e-2aT
+u (5T) e-4aT+…… (2.1-18) 

上式より u (3T) e-2atを誤差の主たるものと考え

ることができる。式 (2.1-16)よりわか切るように誤

差はeaTにより拡大されるのでaを必要以上に大き

く選ぶことはできず，一般にはaT=4あるいは5が
よく使われている。

2.2，複素フーリェ変換による具体的計算例

入力を有しない線形・時間不変系の状態方程が式

(2.1-1 )のように表わされることは以前に示した

が，ここでは実際にマトリックスAを数値で与えて状

態方程式の時間領域における数値解を求めることを試

みる。この際2.1で説明した複素フーリェ変換が非常

に有効であることが実証される。この計算例ではトラ

ンジツション・マトりックスの性質に直接影響を与える

マトリックスAを種々変化させて両者の関係について

考察する。以下の様な手順に従って実際に計算機を使

241 
って計算を行なった。

まず，ある特定の固有値を有するマトリックスP
と変換マトリックス Qによってマトリックス Aを

与える。次に複素フーリェ変換法に基づく時間領域

における数値解を求める方法において， u (s) 
(S+A)一1として， U (T)を計算する。この場合

にはトランジツション・マトリックス e-ATの各要素

の数値解をt=T (O.lsecからO.lsecごとに2.9sec
まで〉において求めたことになる。

〔表-1)

_Ipl 
l〉 !iH1
1/〉 iiiii
2) 凹
3〉 liiil

j4〉 ljij1

I 4/) 1出1

15〉 iijjl
I 6) 1出|

6/ 〉 ji;~I
7〉 lijj|

;ijjj 
1 8〉 lijjI

1V〉 1iiil

i9〉 liii
)l悶
ll〉 liiil
L2〉 lijj|

，1，1 I::::jD539 
111|以下刊で:154.9 

μ1 11:: 1 60.1 
11，1 1 11:: 1 60.2 

L1，2 1 11:: 1 65.7 

11，2 1 11:: 1 66.1 

12 1 1 1:: 1 64. 2 

23 1 1 1:: 1 70. 8 
12， 3 1 1 1:~ 1 76 . 1 

M 1 1 1:~ 1 78.3 
1土4i112:;1979 

M1 11:: 1 83.6 

，叫 12::1972
45，6 1 1 1:~ 1 87.0 

1叫 |2;lMl

，8，9 1 1 2:: 1101.7 

1
Hi 1 1 2:: 1山

一1 2:: 1山 7



242 東盛:線形・集中常数系の数値解法 (1)

マトリックス Pを〔表-1)の様に 1)から13)ま

で13通りとり，また変換マトリックス Q を変えて
1ノ)， 4/) ， 6/) ， 7ノ)， 8/)の5通り計算を行なっ

た。
X+AX=O (2.2-1) 

解はX= (8+A)ーlX(0) (2.2-2) 

またマトリックスAは
QPQ-l=A (2.2-3) 

として与える。ただし

121i (345i 

Q=I 112 I Qノ=1453 I (2.2-4) 
211) l534} 

の2通りの場合について計算を行なれ

18通りの場合について〔表-1)に示すように収束に

要する項数Kと計算に要する時間の比較を行なった。

l まず1.3で行ったトランジッション・マトリックス

の収束性の検討における結論が実証されている。

即ちAの固有値のうち最大のものを ).maxとする

とI).maxTIの大なるもの程 e-ATの収束が遅く

なり，従って計算時間が多くかかっている。また計

算時間はT=2.9における項数Kの大きさによって

ほぼ決定されている。 1)とlつにおいてAの各要

素は全く同一であるのに計算時聞が異なっている。

これは計算プログラムにおいて， QPの積の計算，

Q-lの計算， QPQ-lの計算をも含めていることに

よるものである。

2 7)， 8) ， 10)， 12)， 13)は固有値に複素数をも

含む振動系の場合である。例えば 7)の場合では，

解は e-t， e土j4t(=cos4 t土 jsin4 t)で構成

されるわけで， c図-1) のグラフ (e-AT

(1 0 0 i 

7) P = I 0 0 4 ; 

I 0-4 0 J 
e -t， e:¥:4j (=cos 4 t ::!::jsin4 t) 

a=lle-ATの第l行第l列目の要素

固有値 1，土4j

0" 

J 
〔図-1)

7/) ぺjjlQJ=(i::i

.u 
t 

〔図ー2)

J
 

0

4

1

 

0
1
4
4
 

1
4

円

υ
円

u

，，Il
l
1
1
1
I
li
-
-h
¥
 

一一
P
A
 

、
』
J

O
Q
 Qノ=(::jl

0" 

ー2

〔図-3)



243 

の第 l行第 l列国の要素について〕を見てもそのこ

とがことわかる。振動の周期は 2π/ω であること

も確認される。

3 変換マトリックスがQ，QIの場合の比較は，

1)，4)，6)，7)，8)の5通りについて行

なっている。変換マトリックスが異なってもAの固

有値は変らない。それぞれの場合を比較してみて

計算時間にそう大差がないとも言えるのだが，固

有値が大なる程，両者の差は大きくなっている。

e-ATの第l行第 1列目の要素について 7)， 

7/)， 8)， 8〆〉の場合を比較してみると， Q/の

場合の方がともに振動の振巾が大きくなっておP

(図を参照〉従って計算時間は多くかかる。 Qより

Q/の各要素の方が大きいわけであるが，交換され

たAの各要素については Q/の場合の方が大きいと

は必ずしも云えない。

琉球大学理工学部紀要(工学筋〕
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級数展開による数値解法からは， 12iTIが大きい

程 miから eJl iTの収束が遅くなることがわかる。

また eATの収束性は eλiTの収束性によって決定さ

れることを 合わせて考 えると， eATの収束性lま

12maxTIによって決定されることがわかる。

複素フーリェ変換による数値解法では入力を有しな

い線型・時間不変系の状態方程式を例にとって，複素

フーリェ変換法を用いて時間領域における数値解を得

た。同時にAの固有値の種類，大きさ及び変換マトリ

ックスとトランジツション ・マトリ ックスの性質と の

関連について検討した。国有値との関連についてはほ

ぼ確実な見通しが実証されたが，変換マトリ ックスと

の関連については確実な結論を見出すことは出来なか

っfこ。

数値解法として級数展開による方法とフーリェ変換

を利用した解法を述べたが，国有i直と無関係に時間巾

を選択できるという点，誤差の蓄積がないという点等

においてフーリェ交換を利用した解法の方が非常に有

効であることがわかった。

最後に，常に御指導，研究上の細かい御配慮までし

て頂いた京都大学木嶋昭教授および同研究室の皆様方

に深く謝意を表します。
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