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3.3 定ひずみ三角形要素の支配方程式

3.3.1 剛性マトリックスの定式化

(1)健全要素の定式化

ここでは,フリーメッシュ法で一時的に作成するローカル要素である定ひずみ三角形

要素の支配方程式を,エネルギー原理 (変分原理)を用いて導く方法【331を概説するo

まず,図 3-14に示す厚さtの三角形要素(△ljk)を考えるo

図3-14の三角形要素に生じる全ポテンシャル･エネルギー口は,Ucをひずみエネル

ギー,柁 外力によるポテンシャルエネルギーとすると,次式のように表すことが出来

る｡

n-Uc-V

-細 , 何 個V- (u n F)
(3.ll)

ここで,回 ,封 ,tLLH F)Eま,それぞれ要素内応力 (要素内一定),要素内ひずみ

(要素内一定),節点変位,節点力で,
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である｡

次に,ひずみ封 と節点変位tu)を,次式の関係式で評価するo

tc)-lBXLL) (3.12)

ただし,lB]Eま,要素内の変位を-次式で仮定して得られるひずみ~変位マトリックス

であり,
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xk-Xj yj-yk Xi~Xk yk~yl. Xj-Xl.

l
A(三角形要素の面積)=-2

と表される｡

また,応力回 とひずみ封 には,以下の関係がある｡
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(3.14)

ここで,弾性係数E,ポアソン比Vとすると[D]fま,2次元の場合,平面応力問題と平

面ひずみ問題となり,それぞれ次式が得られる｡

(平面応力問題)

00%l(
V10
1V0(平面ひずみ問題)

lD]-
E(i-V)

(1+V)(1-2V)免
｡

%-∨) o
1 0

o (ト2%.(1_V)

式(3.ll)に式(3.12),(3･14)を代入すると次式を得るo

∩-iIJJ,tu)TlB]'lD]lBXuDv-(ur〈F)

-;CurlB]TlD]lBXuHuIT(F)

ここで,国-(tA)lB]TlD]lB]ItA-Vと置けば,

∩-;(u)'lKXuHur(F)
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これをtLL)の各成分について偏微分すると,

-lKXLL)-(F)

となる｡最小ポテンシャル･エネルギーの原理より,蒜 -Oが成り立-から,

lKXLI)-tF)

となる｡

このとき,lK]を要素剛性マトリックスと呼び,次式を展開するとことで得られるo

lK]-描,[B]'lD]lBkv
-(tA)lB]TlD]lB]

図 3-14 三角形要素
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(2) ひび割れ要素の定式化

コンクリート構造物のひび割 れ解析を有限要素法で行う場合,引張軟化特性を考慮

したひび割れモデルとして『仮想ひび割れモデル』と『ひび割れ′借モデル』が代表的で

ぁることは,第2章で既に述べた｡木論文では,ひび割れモデルとして,ひび割れ方向

を任意に求めることの出来る後者のひび割れ帯モデルを用いた〇

二二では,ひび割れ後の要素剛性マトリックスの導出方法について述べるo

ひび割れ帯モデルには,固定ひび割れ帯モデルと回転ひび割れ帯モデルがあるが,

本研究では,特にせん断の影響を考慮していないので,前者の固定ひび割れモデル

を用いた｡このモデルは,要素中の最大引張主応力がコンクリートの引張強度に連し

た時,図 3-15(b)のように最大引張主応力と直交する方向にひび割れが要素内に-一様

に発生するとし,ひび割れと直交する方向の剛性およびせん断剛性が変化するものと

仮定して構成則を導く｡つまり,ひび割れと直交する方向の剛性に引張軟化特性を組

み込めば良い｡

ひび割れ発生後の図 3-15に示す局座標系 t-nに対する応カーひずみ関係として,

次式を仮定した 〔41｡なお,本解析では,増分解析を行っているので,便宜上式(3･22)

を増分で示した｡
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っまり,ひび割れ後の引張軟化特性を考慮した応力-ひずみマトリックスlDc,匝

二
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(3.23)

となる｡ここで,Ecはコンクリートのヤング係数,Ecrはひび割れ発生後の引張軟化特

性を表す｡また,G,β′はそれぞれせん断弾性係数,せん断弾性低減係数である｡

式(3.23)のβ′は,ひび割 れ要素でのせん断応力の伝達を考慮するための係数であるo

この係数は,ひび割れひずみが小さい時は 川 ひび割れひずみが大きくなるにつれ

てβ′は小さくなり0･0となる[6]｡本論文の解析例ではコンクリート棒の直接引張破顔,コ

ンクリートはりの曲げ破壊を取扱っているが,このようなケースではひび割れ面を伝達

するせん断応力も小さいので,解析ではβ′の値として小さな値を用いたo
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ここで,l=cosO,m=sinOである｡

(3.24)

(3.25)

以上より,局所座標系t-n上でのひび割 れ発生後の応カーひずみ関係をx-y座標系

に変換すると,次式のようになる｡

I(,j'''･T.+I.;mIL'.I

｢1
し
｢恥｢J〟

Lpu
｢~■■~J

Lhb二

よって,ひび割れ要素の要素剛性マトリックス[Kc,]は,

lKc,]-JJIvlBYllTJ1lDc,]lTE]lBkv

(3.26)

(3.27)

となる.ここで,式(3.26),(3.27)中の記号"-1",および"T"は,それぞれ,逆マトリック

ス,転置マトリックスを表す｡

また,フリーメッシュ法で中心節点がひび割れ節点と判定された場合は,図3-16のよ

うに,中心節点のまわりの要素に一様なひび割れが生じるとした〔351【36】｡これは,3･3･

2節で説明するフリーメッシュ法の節点応力評価を,その節点まわりにあるローカル要

素の応力度の平均値としているためである｡
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図 3-16ひび割れ中心節点

本手法では,ひび割れを節点ごとに評価しており,ひび割れは,節点の最大主応力

が引張強度に達した時に生じるとしている｡また,節点に発生するひび割れは1方向

のみと仮定し,同時に多方向に発生する場合は考慮していない｡しかし,ひび割れと

判定された節点で,ひび割れ方向と平行な応力が引張強度を超える値を示す場合が

あった｡この場合,解析より得られた荷重一変位関係で最大荷重後,荷重はある程度

低下し,再び上昇する場合が確認された｡このために本論文では,ひび割れ節点で

ひび割れ方向と平行な応力が引張強度の値を超える場合には,解析的手法として式

(3.23)の二行二列の項を小さくした｡具体的には弾性係数の 1/1000倍を用いた｡この

問題に関する詳細な検討は,4.3節で行う｡
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3.3.2 節点応力の評価法12J]

(1) 健全要素のみの場合

フリーメッシュ法では,節点ベースで解析を行うので,従来の有限要素法で要素単

位,または積分点単位で評価されていた応力度を節点単位に変換する必要がある｡

本論文では,節点の応力度を節点応力と称し,次に示 す3ケースの節点応力評価法

で比較検討を行った｡数値解析例としては,図 3-17(a)に示す応力集中の問題を解析

し,同じ節点分布(図3-17(b)参照)を用いた矢川らのFEM(三角形要素数 115)による

解および重ね合わせ法を用いたFEM(同じ要素分割)による解析結果【37】と比較した○

ケース1 中心節点の応力は,その節点まわりのすべてのローカル要素の応力の平

均値(FMM-1)を用いる方法｡

皇tU,)
tuc)-⊥ 一一一(i-l,2,-,N)Ⅳ

(3.28)

ここで,tUc)は中心節点応九 (JI)は中心節点のまわりのローカル要素の応九 NGま

要素数である｡

ケース2 中心節点の応力は,その節点まわりのすべての要素の応力に中心節点か

ら各要素の図心までの距離の逆数を重みとして用いる方法(FMM-2)0

(∫-1,2,-,〟) (3.29)

ここで,l,･は,中心節点からローカル要素の図心までの距離であるo

ケース3 中心節点の応力は,その節点まわりのすべての要素の応力に中心節点か

ら各要素の面積の逆数を重みとして用いる方法(FMM-3)0

(∫-1,2,-,〟)

ここで,｣′は,中心節点のまわりのローカル要素の面積である｡
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図 3-18に解析結果の比較を示す｡

図3-18より,3ケースの差はほとんどないことがわかる｡また,応力の集中する門札付

近での応力解析精度は,精度の高い矢川らの重ね合わせ法(無限平板の弾性解析

解と有限要素法に用いる変位関数を重ね合わせ,仮想仕事の原理より解を求める方

演)による結果には劣るが,FEM程度の精度が得られることが確認できた｡

以上の結果より,以降の解析ではわずかに応力集中部で精度の良い,ケース1の値

を節点応力および節点ひずみとする｡
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図 3-18 Ⅹ軸上での無次元化応力分布
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(2)ひび割れ要素が混在する場合

フリーメッシュ法は,節点単位で計算するため,応力評価を要素単位から節点単位

に変換する必要があることは(1)で述べた｡弾性解析では中心節点応力をそのまわり

のローカル要素の応力の平均値とすればよい｡ここでは,ある節点が引張強度に連し

たとき,つまり,ひび割れが生じたときの節点の応力評価法について述べる｡

中心節点まわりの要素パターンとして,ひび割れが進展するにつれて図 3-19に示す

4パターンが考えられる｡

本論文では,中心節点の応力状態を以下の4種のパターンで評価した｡

パターン1

この状態は,中心節点およびそのまわりの衛星節点もすべて健全の状態である｡こ

の場合の中心節点の応力は,中心節点まわりの全要素の応力の平均値とする｡(図

3-19(a)参照)

パターン2

この状態は,中心節点がひび割れ節点で,そのまわりの衛星節点はすべて健全の状

態である｡この場合の中心節点の応力もパターン1同様,中心節点まわりの全ひび割

れ要素の応力の平均値とする｡(図 3-19(b)参照)

パターン3

この状態は,健全な中心節点まわりの要素に健全要素とひび割れ要素(衛星節点の

いくつかがひび割れ節点)が含まれる場合である｡この場合の中心節点の応力は,健

全な要素だけの応力の平均値を中心節点の応力とする｡なお,すべてひび割れ要素

の場合は,中心節点をひび割れ節点とし,そのまわりの全ひび割れ要素の応力の平

均値とする｡(図 3-19(C)参照)

パターン4

この状態は,健全な中心節点まわりの衛星節点にひび割れ節点と判定されたいく

っかの節点が存在し,その後で中心節点がひび割れ節点と判定された状態であるo

すでに中心節点のまわりにはひび割れ要素が存在する(点線部)｡この場合の中心節

点の応力は,中心節点まわりの要素で中心節点と同時にひび割れが生じる要素(莱

線部)の平均値とする｡(図 3-19(d)参照)
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(a)パターン1 0 ‥ 衛星節点

(C)パターン3

(b)パターン2

(d)パターン4

図 3-19 中心節点まわりの要素パターン

3.2節で述べたように,フリーメッシュ法は,全体剛 性マトリックスを作成する際,同じ

三角形要素を3回参照するので,どの節点からも同一(健全要素またはひび割れ要

秦)な応カーひずみマトリックスを採用する必要がある｡本解析法では,次に示すよう

な方法で,一時的なローカル要素が応力状態の異なるどの節点に従うかを決定した｡

まず,各増分毎に各節点の最大引張主応力を計算し,引張強度を越えたか否かを

チェックする｡ 引張強度を超えた節点 つまり,ひび割れ節点にひび割れ発生順位を

付ける｡なお,同じ増分段階で,同時にひび割 れ節点と判定された節点が複数ある場

合は,それらの節点のうち最大引張主応力の大きい順にひび割れ順位を付けた｡

ひび割れ節点が,ある三角形要素を構成する中心節点とその衛星節点にひとつし

かない場合(パターン2,パターン3)は,ひび割れたローカル要素の要素剛 性マトリッ

クスは,ひび割れ節点の応力状態に従った応カーひずみマトリックスを用い作成され

る｡また,同じ三角形要素にひび割れ節点が2つ以上ある場合は(パターン4),上記

で説明したひび割れ発生順位の小さい方をその三角形要素に関与する節点とし,以

後,その節点に関する応力-ひずみマトリックスを用いて要素剛 性マトリックスを作成

する｡

この方法により,どの節点からも同一な要素剛 性マトリックスを作成することが出来る

(材料特性的整合性の確保)｡
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3.3.3引張軟化特性のモデル化川(ひび割れ帯モデル)

式(3.22)に示すひび割れ発生後の局所座標系 t-n上における応カーひずみマトリッ

クス[Dc,]の一行一列の項 gc,が,引張軟化特性を示すことは,先に示した｡

ここでは,引張軟化特性を表す項 Ec,の求め方を,図 3-20(a)に示す二直線モデル

の引張応力ーひび割れ幅関係 (引張軟化曲線)を図 3-20(b)の引張応力ーひび割れ

ひずみ関係に変換して,説明する｡

ccrl Ecr2

(a)引張応力ーひび割れ幅関係 (b)引張応力ーひび割れひずみ関係

図 3-20 引張軟化特性の変換

図中のひび割れひずみをひび割れ幅で表すと,第2章の式(2.12)より,

Ecr1-号 ,ccr2-

Wcr2

leq

となる｡なお,図 3-20(b)中のEc,I,Ec,2は軟化勾配である｡

(3.31)

また,コンクリートの引張破壊解析に一般的に良く用いられる引張軟化曲線の二直線

モデルとして,折れ曲がり位置での応力S-I,/3の l/3モデルとS-ft/4の l/4モデ

ルとがある｡ それらのモデルのひび割れひずみcc,1,cc,2と軟化勾配Ec,I,Ec,2を表

3-1に示す｡
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ー｢■lr 表 3-1二直線モデル別ひび割れひずみと軟化勾配

なしまと gc/.I Ec/.I Ec/.2 Ec,2 ようcrと32)∫33)

1/3モデル(S=fl/3) 0.8Gf./eqfl (f'/3-fl)leqEc/.I 3.6Gf./eqjl -fl/3ccr2

l/4モデル(S-fl/4) 0.75Gf.leg (fl/4-I/)Ecrl 5.OGf-leq -ft/4ccr2fl fl

G′‥破壊エネルギーひび割れ要素の剛性は,ひび割れ剛性と弾性剛性の組み合わせで,図 3-21の

剛性の異なる二つのバネの組み合わせと考えてよいo弾性剛性 ひび割 れ剛性

Ec Ecr'-EcrlOrEcr2

ヽ::''....:..I..:.:'.... F

･.....:::......:::''.....:.::'''...:.........+
¥ ¥ ¥ ∵

図 3-21ひび割れを考慮したバネモデル図3-21より,自由端に力Fが作用した場合の全体の伸びをx,全体の剛 性をE

そのときのバネの伸びを左からそれぞれxl,x2とすると,次式が成り立つoF=Ec,.XJ(X-xl+x2) (3た,各バネには全体に作用している力Fと等しい力が作用していることになるかF=E c .xl (3.

F=E c,,.x 2 (3.34)よる○

式(3.32),(3.33),(3.34)より,全体の剛 性Ec,は次式で示される0-51-



Ec,I･Ec

Ec,2･Ec
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3.3.4 等価長の評価法

本論文で用いているひび割れ帯モデルは,引張軟化曲線におけるひび割れ幅のひ

び割れひずみへの変換を必要とすることは,3.3.3節でも述べた｡ひび割れ幅をひ

び割れひずみに変換するためには,ひび割れの等価長を定義する必要がある｡等価

長の評価法は,ひび割れが矩形要素と直交する方向に生じる場合を除き,末だ,明確

に確定されていない｡

そこで本研究では,以下に示す2つの方法を提案する【24】｡なお,数値計算による検

討は,第4章で行う｡

ケース1

このケースは,等価長を従来の有限要素法のように要素レベルで考慮した場合で,

図3-22に示す三角形要素と面積等価な円の直径を等価長とする｡

去 - 〇

面積等価

図3-22 要素レベルの等価長

ケース2

本手法のひび割れ評価は,節点ごとに行っている｡また,ひび割れ節点と判定され

た節点まわりのローカル要素内には,-様なひび割れが生じるとしている｡このため,

等価長をひび割れ節点まわりのローカル要素全体で考慮し,図3-23に示すように中心

節点と衛星節点との距離を主応力方向に投影した長さの最大値の2倍とする｡

図 3-23 中心節点レベルの等価長
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3.4 増分解析アルゴリズム

増分解析方法の概略は2.4節で述べた通 りであるので,ここでは具体的な

解析手順について詳述する｡

(1)解析領域に最適な節点分布を,入力データとして与える(3.2.3節に示すよ

うな方法などによる)｡従来のフリーメッシュ法における節点情報は,節点座標と衛

星節点を選択するための検索半径のみであったが,本方法では,コンクリートの材

料不均質性を考慮するために,各節点に節点情報として材料特性を追加した｡つ

まり,弾性係数,ポアソン比,引張強度,圧縮強度の追加である｡

(2)フリーメッシュ法により,各節点毎に一時的なローカル要素を生成する(3.2.1節

参照)｡

(3)各節点毎に,最大引張主応力が引張強度を超えたか否かをチェックする｡

(4)各節点各ローカル要素毎に,それぞれの中心節点の応力状態(弾性,軟化,除

荷)に対応する要素剛 性マトリックスを作成する｡ 同時に,要素質量マトリックスおよ

び要素減衰マトリックスを作成し,式(2.17)の左辺の変位でまとめた項(以下,有効

動的要素剛性マトリックス)を作成する｡有効動的要素剛性マトリックスの中心節点

に寄与する行成分のみを,全体有効動的剛性マトリックスに足し合わせる｡

(5)境界条件,荷重条件に従い,全体有効動的剛性マトリックスを修正し,CG法により

連立一次方程式を解き,増分節点変位を求める｡

(6)増分節点変位から増分節点力,増分節点応力,増分節点ひずみを求める｡また,

ひび割れ判定のための増分最大主応力を求める｡ひび割れ方向を知るために,

同時に最大主応力方向も求める｡

(7)各増分の足し合わせを行う｡

(8)解析終了条件に達したか否か判定する｡達していなければ,(3)に戻る｡

(9)解析終了条件に達していれば,解析を終了する｡

図3-24に(1)～(9)の解析フローチャートを示す｡

また,本解析で用いた引張軟化曲線を図 3-25(a)に示す｡なお,除荷経路は,引張

領域で除荷時の残留変形を考慮した Hordijkの連続関数モデル【38]を参考にし,簡略

化したモデルとした｡除荷経路として原点志向型のモデルを用いる場合もあるが,除

荷時の残留変形の存在は,図 3-25(b)の繰り返し荷重下での軟化現象を扱った実験

結果【41からも明らかなように決して原点に戻るものではない ｡
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