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一様断面棒の横振動時における端末条件

第 2報:集中質量のついたはりの自由

振動および強制振動

屋富祖 建 樹*

End Condition of the Transverse Vibration 

of Umform Bars. 

2nd Report ; Free and Forced Vibration 

of lumped mass bars. 

Tateki Y AFUSO 

In the previous report， author led a equation of end condition involving the effect 

of rotary inertia for free transverse vibration of uniform bars and inuestigated the 

effect of rotary inertia on angular freguency and end condition， This paper investigates 

continuously the frequency equation and the equation of end condition for free and 

ofrced vibration of lumped mass bars. ExperimentaI results of bending moment at the 

bui!t'in end agree weII with theoretical value. 

第1章緒言

前報告hいては，一様断面棒の自由横振動に対す

る振動数方程式と端末条件式を誘導し，振動数と端末

条件に及ぼす回転慣性の影響を調べ，導びかれた端末

条件式が実験とよく一致することを確めた内本研究で

は，引き続いて強制振動に対する振動数方程式と端末

条件式について検討する内実験では，はりに周期的強

制カを与えるために起振機を取りつけたが，はりの運

動を取扱うにあたっては，この起振機をはりの途中に

付着した集中質量主であるとみなした角

記号説明

F : 周期的強制カ

Fo : 周期的強制カの最大値

kn : 周期的強制カの角振動数

m 起振機の質量

ωn: はりの固有角振動数

t : スパンの長さ

ll: 支持端より起振機までの距離

第2章集中質量のついたはりの強制

援動に対する運動方程式と解

11 

ここでは，まず起振機が取りつけられた点ではりを

2つの部分に分けて 2つの運動方程式をたてる偽続い

て切断面における両部のせん断力差が強制カと起振機

の慣性力に等しいとおき，連続の条件と両端の境界条

件とを用いて運動方程式を解く向強制振動に対して誘

導された理論式は，外力の項をゼロとおくことによっ

てただちに集中質量のついたはりの自由振動に対する

式となる内

図Lは，はりの途中に集中質量のついたはりのたわ

み線図を示している内

ょ白l!;:
受付 1973年四月31日

* 琉球大学理工学部機滅工学科 Fig.1 
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軸線の方向や曲げモーメントMとせん断カSの方向

は図工に示すとう Pであるの運動方程式の求め方は前

節と同じであるので詳細は省略する角まず， f士Pを2

つの部分に分けて x::;; t1の部分のたわみを W1，X 

:?:t1の部分のたわみをW
2とすれば，次のような2つ

の運動方程式が成立する.

84wI Pr B2ZU1ρFEE284Z81 

五4+EEla-一五戸前=0 (1) 

a 4
W2 P， a 2w P ， K2 a 4 

W世

一:-:-T+ ~てすー..:_ --:--?てニ予=0 (2) 
a x" EI a t~ E 1 a x~ a t~ 

(1)， (~)式よりたわみWl' w2を求めると(3)，(4)式と
なる内

W1 = Vi1 (エ〉・ sinknt (0::;; x ~ t 1) 

W
2= Vi2

(x). sinknt (t l~X::;; l) 

(3) 

(4) 

ここで

Vi1(x)= A1 coshpx + B1 sinh pX 

+ C1 cosqx + D1 sinqx 

Vi2(x)= A2coshpx + B2sinh px 

(5) 

+ C2 COS qx + D2 sin qx (6) 
である内

支持端x=oでは，次の4つの境界条件が存在す

る肉
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E 1 .. ~3- )ザハ =RA

(5)， (7)式よりAl'Bl' Cl' D 1を決定すれば

ここで

A1 = 0 

q2 
0" RA 

B1 =両写あ十両写百五I
(8) 

C1 = 0 

p2 () A 
RA 

D1 =石2瓦ち一五~2 + q2)五

次に，x=らでは次の4つの連続の条件が存在す

る内

Vil = Vi2 

dVil dVi2 

dx dx 

d
2
Vil d

2
Vi2 

dX2 
-

dX2 

/ a3W1 a3W2 

" E 1 (一寸ご 一一 :-=:f) 
¥. ax" âx~ / 

'‘
2 

" rl W.、

= m(二一一)-Fo sinknt 
'- a t

U ノ

(3)， ~(4) ， (5)， (6)式と(8)，(9)式よりA2'B2' C2， 

D2を決定すれば

(9) 

sinh p1l 
_ 

A2 =一一，，_2I ，.~・
u

p(p'+吐J

q20A RA coshptl-n 

B2=示戸石ザ示高石五I
十

p(p2+q2)

sin q1l _ 

C? = -:-:-z:-::-z; . u 
2 q(p十q")

，
2/1. R. cosql， p "A 

.sA _ ... ~~_~"l_ . r.. 
D2=函2瓦2)-認可窃I

-q(1}+q2)'v 

(10) 

R 、 F
mk~ r . • •. _ .•• __，_ _. ，.::_~ 1.ム旦 (11) 

G=  
函示bhち{ (q3 sinh p1l + p3 山μs討in叩qt叫r九1)川oA + (伸q恥脚s討由由in批】吐川t

(ω8紛).帥式を(5). (6)式に代入すると倒， U3¥式が得られるの

(' ， 2 _ . RA ・ RA， ，，;n nr i (12) 
ψ1 (x) = __，_:r-:-τ [ q(q~ 0 A +一)sinh px + p(p20 一一)sin qx j pq(p2+q2) l.. 't~'t U A T EI J '"'''' "'~ 1 ...".. V A EI" -- -.) 

伊2(x) =而む2)(-qSi油 P1l. G c向山ゆけど+cosh pt1 . G) sinh px 

R. ..... 
+ p sin ql， • G cos qx +以内 A 一」ー∞sq1l・G)sinqx J 1 _ -_-.- . ••• -A EI ' " 

(13) 
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さらに仰， U31式を(3)，(4)式に代入すれば，たわみW
1
' W

2は帥，制式となる内

L 〆。 R. R. 、

W1 = pq(p2干4ぢ的“ θA十五)山hpx+ p(p2θA一言)討nqx J sin kn t (0:::;;ぱ !U (14) 

w=-i-〔-sinhpf1・G.coshpx + q(q2(} 十五+cosh pll・G)副 hpx 
pq(p2+q2) l... 

~..... ""1 
~-

"'V~"l-'~ -，-，1¥'1 V A'-EI 

P 、

十 P副叫 G ∞sqx+P(MOA-1-mqr-G)sinqx〕帥nt (! 1 :::;; x :::;; t) (均
A EI 

~~- '1"1 -/ _.....~ ) 

本式が集中質量のついたはりの強制振動に対する運動方程式(1)， (2)式の解である内

2・1振動数方程式

固定端r=lでは

CP2 = 0 

d CP2 
←= 0 
dx 

) 
なる境界条件が存在するので 1'131式とU6)式より (1司， (18)式を得る内

2 ̂  . 
R
A 

ー (qsinh pt1・G)coshpt +(q-(} 
A +→+ cosh pt， • G) sinh pt十 (psinqtl. G) cos qt _，.. 

EI 
. 

1 

R. 
+ P (p2(} 一一三主-cos qt，・G)sinqt = 0 

A EI 
~~- '1"1 

R 
? ̂  . "A 

ー (sinhpl， G) sinhpt 十 (q~(} "十一一十 coshpt，・G)eosh pt -(sinqム・ G)sin qt 
1 -• 

11. EI 
. 1 .-1 

? R. 
十 (p-θ 企一一二土 -COSqt，.G)COSqt=0 

11. EI 
. 

1 

(10式を(1司式に代入して整理すれば

(mkZ  
刷 nhpt十内nqt- J-2 的 i出 pt1+内inqt

1
) . H}θA 

Elpq(p~+q~) 

〆 mk~ 、 R. F 
+ {q sinh pt一附Iqt一切而たえが

qsi山 tl-psinqt 

を得る内ここで

(16) 

(17) 

(18) 

H = q (sinhpt1 coshpt - coshpll sinhpl) + p (cosqll sinqe -sinqt1 cosqt) (20) 

同様に(10式と帥式とから

{m K 2 、
q2coshpt + p2cos qt一一-2-7(q3si池内+p3sin qt1)・JJ 

(} 
A Elpq(p十qO).. . 1 0'  l' -.) 

". mk~ 、 p
十 fcoshpl-cosqt一 一-1τ(qsinh pt1 -p sin qll)・J}1-1.1=o  (20 

1.. 
- . -

Elpq(p.十 q~) -- .•. . .ノ EI EI 

ここで

J = sinh pt1 sinhpl - coshpt1 coshpt + sinqt1 sinqt + cosqt1 cosqt (22) 

固有振動数を求めるために(19)，(21)式においてF=0とおき，かつknをω
nIこ置換えて自向振動の場合を考

えてみる向 RA牛0であるので(19)式から
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mωf 
qsinhpt -psinqt -一一一一γ---=2-一(qsi凶 ptl- psinqtl) . H 

EIpq(p~+q~) 且且

EI工会一=一 一
R. mωf a 

11. q3sinhpt十 p3sinqt一一一一一2~ _2-;-(q3 sinh pt 1十 pJsin qt 1) • H 
Elpq(p~+qノ且

(21)式から

θA 
EI一一竺=-

R A 

2 
n1αJ 

coshpt -cゅsqtー“ (qsinhpl1-psinqt1)・J
EI pq (p2 + q2) 

mωT 
q2coshpl十日cosqt一一一-E-7(q3mt1pt1十 p3sinqt 1)・J

ιIpq(p寸q・) -..- -. 

α3)式と (24)式を等しくおき，これを整理すれば(25)式を得る内

2 
mαJ 〆

約的 (qsinh向

sinh pl sin qlー(qsinh p11 cosh pt1 -p sinqt1 COSq(1) (q sinh pl cos qt -p cosh pt sin qt) 

十 (p2si向 1+ q2sin2pl 

本式が集中質量のついた一端支持，他端固定のはりの振動数方程式である向

2・2端末条件式

(23) 

(24) 

(25) 

固定端x=tの曲げモーメントとせん断カはMBおよびRBである内これら 2つの条件をω式に用いれば (26)，

(27)式が得られる内

R A 
-p sinhpl1coshpt . G + p(q2 (/ A + -..，"; + coshpt. G) sinh pl -qsin qt1COS qt. G 

EI 

R. Mn 
-q(p2(/ 4 - _': -Cosqt， • G) sinql = (p2十q2)一 三

" EI  
_ 

• 
-_ _ 

-， 

EI 

R A _ p2副 hpt1sinhpt.G+p2(q2(/ A +五E+coshptl・G)coshpt + q2sinqt1sinqt . G 

R. R. 
-q2(p2 (/ 

^ 
- ---::.:.' -cosql，・ G)cosqt = (p2+q2) 竺

A EI 
_ • -_ -， 

EI 

(27)， (28)式と(1司， (1$式とから (28)，(29)， (30)， (31)式が得られる内

R. L M~ 
(q2 (/ A +一二土 +coshpん・ G)ーとこ+p sinhpl， • G一一ι

.M. EI 
_ 

L 'EI 
. 
_ _ 

L EI 
cosh pl = 

R. 
(q2 (/ A +ぜ+coshpt1

. G)~ ー (si曲 μG)2

Rn R. M~ 
sinhpt， . Gーと十 p(q2(/

A +ーと+coshpt，・ G) _': 
A E1 

_ . _ 
-.M. EI 

_ 
-L EI 

sinh pt = 
ー

一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一

仰 A+す +co叫 G)2ー (si向 t}. Gl 

(26) 

(27) 

(28) 

(29) 
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RA Rn M，.， 
(p2 8 A一一三土-cos qt

1・G)一二こ+qsinqll・一一三
A EI -. - E1 ~ _-! 

cosql ==一 一一ι 一一 (30) 

併 8Aーす-cosqll' G)2 + (sinqll' G)2 

R" R. Mn 
sinqll・G一二二 一q(p20A一_:'-cos qム.G)一一三• EI _ -_ -1¥ EI --_-! ' EI 

sinql ==ー
RA 

併 8A- E;' --cosqll.G)2+(sinqll・G)2

(31) 

こでこ

cosh2pt -sinh2pt== 1 

cos2 ql + sin2 ql =工

なる関係式を用いると (32)，(33)式を得る角

2 _2..2 
R'B -P~MB 

，. R. 、
== (EI)2 ~ (q2θA +竺+coshpl，' G)2 -sinh2pt. G2? 

¥._ -_ - ft EI _ ・ノ
(32) 

RL+q2ML 

" R" 、
== (EI)2 {(q20 A一一三一 cosql]・G)2+ sin2qt1・G2f

¥._ -_ - ft EI - -.ノ
(33) 

(3み(お)式より M~ ~R1 a-求めると，端末条件式(3札(お)式が求まる内

/ の RA 2 〆 R.
M~ == (EI)2 r (p2 -q2) 8~A -2θAi+ 一~1 (COSqll-Coshpl，)一企

B ，--， "" _ --1¥ -ft EI p2+q2 '¥._ -- _.. -- '-!' EI 

→ (p2cos ql円 2CO叫 ll)OA}G J (34) 

" ^ ，R. ，， 2 R. 2 r R 
R~ = (EI)2 ( (p4 仙 仰 い (-~; )叩一 伽寸+両{ω2CO州十内珂ll)言

+ (q4CO仰 11一向sqlパA}G+G
2J (35) 

前報と同様にして(34)，(35)式中の OA'RAをたわみを用いて表わす内側式に示される O;5;x:S;llにおけるは

りのたわみを0:;;とおいて式を書換えると (36)式が得られる内

R. 
問 (2+刷工==(q3si陶工+耐nq:;;)θA+ (qsinhp.r -psin糾す

また(21)式より (37)式が得られる内

(m〈 F
oshpl -cosql一一一一一ー←一一 (qsinhpl，-psinql，)・J-JEIpq(p2+q2) ，_- --， -! • ---，-1" • EI 

OA=一一 一一 mk~ 、
q2coshpl +p2cosql一一一---ー (q3sinhpll+ P3sinql])・Ji Elpq (p2+ q2) ，- 0 - ! _ • _'!/ - .) 

(3乃式を(36)式に代入して整理すれば(38)式が得られる内

〆 町lK_

pq (p2+ q2) 0 r. ~ q2cosh pl + p2 cos qt一一 一一一十
A 占'-_. O ' 0 - O ' EIpq(p2+q2) 

EI 
糾 q2) { q si山工cωql-p sin q.r c叫 pl

(36) 

(37) 
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、 F
(q3sinhpt1 +がsinqll)・Jj -(q3si出 px+ p3sin qx) _: . J 

ノ EI

mK- 、
+一一--ー (sinqxsi出肘1- sinh px sin qt 1) ・Jj 

EI(p2+q2) . . -1 ノ

(38) 

(38)式を(37)式に代入すれば(39)式が得られる。

。A -

〆 UlK

pqoγ~ cosh pt -cOs qtー“ (qsinh pム -psinqt，). J 
~V EIpq(p2+q2) .. . -1 .-1 

( mえq sinh pX COs ql -p sin qx cosh pl +一一一一一一一 (sinqx sinhpll-sinh px sin q(
1
)・J

EI(p2+q2) 

C (q3 si曲 P工+ P3 s川 工){ cosh pt -cos qt 

一 /-k~
(p2+ q2) ~ q2 cosh pt + p2 cω qlー“

L. E~~4~ 

mkZ 、
u 内 (qsinh pt) -p sinql)) . J r + (p2+q2) 

EIpq(p2十q2)，- -.  且 ノ

(q3si向 t
1
+内 inqωJ} {q sinh px cos ql 

( mく'1F 
q sinh pX Cosqt-psin qxco唱hpt+一一一一一一一 (sinqxsinhpt1 - sinh pxsin qt，). J I一一一・JEI(p2+q2) ， . -. --. ---.-1' J.-J EI 

mk~ 
-p sinqxco唖hpl+一一一一三一一 (sinqxsinhpt1 - sinhpxsinq(

1
)・J

EI(p2+q2) 

(39) 

(38)， (39)式をく34)，(35)式に代入すればMB'RBがδェで表わされる内よって， O:S;x:S;llにおけるはり

のたわみoxがわかれば，固定端における曲げモーメントMBとせん断力RBが(34)，(35)， (38)， (39)式を用い

ることによって容易に求まる内

第3iJ 実験装置および実験方法

実験装置の概略を写真lに示す内写真2は起援機で

ある内起援機の 2枚の回転羽根は，高速モータによっ

Picture 1 Experimental Apparatus 

Picture 2. Osci11ator 

て同じ角度でたがいに反対の方向に回転させられ，は

りに正弦的に変化する鉛直方向のカを与える内起援機

の回転速度は変圧機によって制御され，回転によって

生ずる高次ノイズは固定端のひずみ波形を乱すので万

能分析器によって取り除かれる内

実験に用いた軟鋼はりと使用した機器は第l報に示
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した通りで ある角起振機の質量 mは 2.4x10-3

(lr.g sec2/cm4)である角

第4章実験結果および考察

[当 2.凶3.凶4は，集中質誌のついたはり の自由

振動に対するはりのたわみの実験怖と固定端の曲げモ

J γ トのf世論値を縦軸に. 11キtl司を横:陥にとり ].サイ

ケ Fレにつし、てJドしたものである‘ ここでωnははりの

詳礼次凶Prfilt反動数の実験11ftであり .e 1は支持端よ

り起援機の取りつけ位置までの距離である内これらの

理論値と実験値の誤差は最大10%であり満足すべき結

果が得られた‘

図S，図 6，凶 71士，集中質量のついたはりの強制

振動の理論値を示している内ここでknl土周期的強制カ

の角振動数である《実験値の測定は第i次共振点の直

前で行った内これらの場合も理論値と実験値は比較的

良く一致している角理論{庇と実験値の誤差は11%以内

である向

第l報および本研究における実験の結果は，自向振

動，集中質涯のついた場合の自由および強制振動のい

ずれの場合にも国定端の曲げモーメントの実験位は理

論値よりも?;;;に低くなることを示している角このよう

に実験値と理論値の問に誤差が生ずる原因としては種

々のことが考えられるが，主要な版図は次の 4つであ

ると考えられる角

1) 本研究の端末条件式には，せん断変形の影響が

考慮されていなヤ内

2) 理論計算は，基準振動のうち第工次固有振動に

対応する基本振動についてのみ行い， 2次以上の基準

振動を考慮していない台

w 刊

" 

命， ._"ro "dl.1 

f - ~J ア_'

t. -!;・ 1 '$"1 

" ， ix時 .<，}
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Fig. 2 Bending moment and deflection bor 
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3) 固定端および支持端の条件・を完全に実現させる

ことは不可能である内理論式の誘導に際して用u、る境

界条件で，回定端における傾き角をゼ、ロ ，支持端にお

ける変位をぜロと仮定しているが，厳密には固定端は

弾性支持であり，支持端でのボールベアリングとレー

ノレには隙間が存在する角

4) 起振機によコて発生する力が完全には左右等し

くなっていなヤ角そのため.はりに7k‘lι方l古jの振動や

ねじり振動が発生する内

これらのことを考慮に入れた理論式を導き，実験装

置を改良すれば，実験値と理論値の聞にさ らに満足す

べき一致が得られるものと恩われる内

第5章結論

1. 本研究では，集中質量のついた一端支持，他端

固定のはりの機振動に対する回転慣性の影響をも考慮

した振動数方程式(25)と端末条件式(34)，(35)を求め

た令こ:hらの理論は，はり理論を拡張するのに役立つ

ものである向

2. 本研究で求めた固定端の曲げモーメントを表わ

す端末条件式(34)は実際にも十分使用できるものであ

る‘

最後に本研究にあたって，終始熱心に御指導いただ

いた，鹿児島大学宮武満教授，田中豊助教授に対レ心

からの感謝の意を表します《また終始熱心に実験の遂

行に協力下さった，有宮正男，荒谷明教の両君に深く

感謝の意を表します内
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