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浅海における進行波の砕波について

筒 井 茂 明'

On the Breaking of Progressive Waves in Shallow Water 

Shigeaki TSUTSUI 

Summary 

Singularities at the crest offer longstanding difficulties in 

understanding the breaking of water waves. In this paper， one of 

systems， representing periodic and solitary progressive waves and 

the breaking in shallow water， is discussed and it is derived from 

~rturbatíon for the Hamiltonian function of Korteweg & de Vries 

equation. The Lagrangian function of the variational principle and 

the universal unfolding in functional spaces are applied in this 

procedure. From the analysis waves show the singularities at the 

crest in terms of unknown perturbation parameter. This perturbed 

terms are similar to those in the second order approximation for 

the nonlinear long water wave theory. This system， then， is 

concidered one of simple models for the breaking of waves. 

1.緒箇

外i羊から海俸線へ波が押し寄せ，だんだんと成長し.

やがて1庄の姿で最も美しい砕波となって波は消滅し.

その後はまた新しい波の歴史が始まる。

このような浅海における波の変形に関する研究は，

ここ 1世紀来行われてきた。砕波直前の波形を決定す

ることに関しでも種種の研究が成されている。
1) 

Stokes は無限水深の海域において進行t庄がまさに

砕けようとするときの波頂付近での形を定め， ~皮頂角
2) 

が120・となることを示した。その後， Michell は周

期波についてStokesの研究を拡張し， Fourier級数頂

を追加することじより波形全体を定めることに成功し

fこ。
3) 

一方， Nekrasov は波が積分方程式の解として表
4) 

現されることを示し， Levi.Civita， Struick はこれ

を有限水深の場合に拡張した。 Krasovskii5)はNekrasov

の積分方程式の中にはStokesの波形を含んでいること
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を証明したが，解を求める方法については言及してい
6) 

ない。問機の手法により， Yamada"， Y amada and 
.7) 

Shiotani は高精度の数値計算を行っている。そのと

きの波高と波長の比は0.142て許ある。また，孤立波につ

いては，波頂角が120・となる場合に対して，たとえば
8) 

Lenau が等角写像法により計算し，最大波高はH=

0.83h， (h :水深)であることをえている。さらに，
9) Longuet-Higgins は， 写{象を用いた簡単な方法によ

リ，進行波と重複波に対する最大波の波形を決定する

ことに成功している。

以上の研究はいづれも.進行j皮の砕j皮時の波頂角が

120・であることが基本となっている。これに対して，

Grant 10)はLaitone1
!)の水表面の条件式を解析し.最

大波の場合にはStokesの結果が成立するが.最大j皮よ

り小さい波高で砕波する場合にはStokesの波頂角より

小さい値が存在すること，すなわち， 1.皮頂て静の特異点

の指数は無理数であることを提示し，これまでの研究

に対して疑問を投げかけた。Normanl2)もまた.Laitone 

の式を級数展開法により解析し， Grantの主張を確認

している。さらに. Schwartz 13)は，写像によりえられ

る基礎式をStokes展開により高次の項まで数値計算し.
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そこでもやはり Grantの結果が正しいことを示してい 一方，熱力学における固体・液体・気体の相転移論
l曲

る。 に現われる%乗則なるものは，解析的な研究では解決

いずれにしても，これらの研究は流体力学の基礎方 きれない問題である。これに関して， R. Thomはこれ

程式を適当な形に変形したのち，数値計算したもので らの現象を支配するHamiltonianに根本的な欠陥があ

あり，現象の物理的な解釈に対して好都合であるとは り，ある穫の病気にかかっていると考えた。そこで.

14) "'L '.L _ __ 1司 、いえな L、。これに対してSeliger"'， Whitham は，通 }のHamiltonianが定性的に 4次式で表現されること

常の波から砕波までの波を記述することが可能な方程 を見出し簡単な仮定により上記の%乗則が誘導され

式を研究している。そこでは.基礎方程式をf異動して ることを示した。R.Thomのこの認識は重要であり，

えられる表面波形に対する第1近似式であるKorteweg 波動論においても.これを支配するHamiltonianに欠

& de Vries (KdV) 方程式を基準にし.この方程式 陥があると考えることができる。

における位相速度lニ対する長波近似が砕波に対して厳 このような考えに基づき.本研究ではKdV方程式に

しすぎると考え，線形方程式からえられる位相速度の 対するHamiltonianを摂動してえられる近似方程式が.

Fourier積分を積分核とする積分微分方程式を求めた。 上述のような砕波をも含む一連の波形を現わしうる波

この式はDiracのδ関数を含み，長波近似ではKdV方 動解を与えることを徒示するものである。その際には，

程式に帰するものである。このように積分綴に超関数 R. ThomがCatastropheの理論を形成するときに用い

を含むため，砕波波形を求めようとするときには，械 た構造安定性の概念に基づく関数空間の普通関折の浬

分絞に対してその特性を失わないような近似抜を用い 論を用いる。また.ニこでは一様水深の場合について

る以外に解析は困雛である。また，この方程式は非対 考えるが，それは非対称伴波に対する考え方の基本と

称砕波をも含むことを証明しているが，上記と同様の なること，取り扱いが比較的に簡単で、あること，きら

理由により解の解析的な表示は不可能に近いょっであ に，緩勾配の場合には一様水深に対する結果が適用可

る。 能となることなどの理由による ものである。

本研究は，このSeliger，Whithamの研究がその動機

の 1つとなっている。すなわち，流体力学の基礎方程 2 .基礎方程式に対する変分原理とCatastropheの

式から数値計算などにより砕波波形を求めるのでなく， 理険

現象の物理的な解釈が容易な形て1 通常の波形から砕

i皮波形までの一連の波形を表わしうるような方程式系 図ー 1に示すような座標系に対して.一線水深の場

を研究しようとするものである。 合の基礎方程式は次式で与えられる。

きて.流体力学の基礎方程式は変分原理により表現 11'世=0

ム+告(<t:+<t;)+g(z-h)O， z=t 
-・・(1)

t，+t x・<tx-<t， =0， z=t 

<t， = 0， z =0 

されることがわかっている。したがって，変分原理の

Lagrangianの形が決定きれれば問題は解決されたこ

とになるが.これは，波動論における解析を困難にして

いる主な原因である水面での非線形境界条件(圧力一

定の条件)の積分形であるため，実際には解析的な表

現は困難である。そこで，このLagrangianの第l近似と

してKdV方程式に対するものを考えることができる。

さらに， LagrangianからHamiltonianを求めると.ある

条件下でしはHamiltonian自体がHamiltonの運動方程式

の解となっており.これはまた保存量であるから解析

上，好都合である。

ここに，世:速度ポテンシャル，t :水位変動，お

j皮動問題においてHamiltonianを用いた研究
!日， 17) 

もみられるが，そこでは非線形現象に対する近似式を

求めるときに Hamiltonの原理を利用する場合が多<.

Hamiltonian自体の特性が議論された研究は数少ない。

z 
w・ves-・・

図-1 座標系

x 



t(6) 

ct.( 1;， r 計 =EU'{CT!(I;， r， z)+ε叫(1;， r， Z)+.} I 
を仮定し，z.=~.での条件をz・ =1 での条件で表示

すると，第 l近似としてKdV方程式 (7)がえられる

る。
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I;=E吋x.-t・)， r=ε抗 t・ z=z・，E~ 1 よびg:-重力の加速度である。
19) 

上式に対する変分原理は次式 で与えられる。 を行ない，水位変動およびポテンシャルに対して.

1;.(1;， r)= 1 +En(l;， r)十ε'1;;(1;，r)+… 
(2) 

o f~Ldxdt =。
L=- f.'{いを(品+cþ~)+山 -h)}ι

ただし.Rは (x. t) ~聞の任意領域である 。

式(1)の第 1， 3， 4式は変分oct，第2式は変分ol;

により与えられる。すなわち，基礎方程式は関数空間

におけるLagrangianの械分の極小条件として表わさ

(7) 

また，第 2近似式として次式がえられる。

n.+-H~ n.+-tn"，= 0 れる 。
21) 21) 

一方，Catastropheの理論 ， の概要は次のとお

りである。すなわち.ポテンシ ャル関数で表わされる

現象があり，その現象内に不連続な状態が発生する場

(8) 

次に，式(10)に対する変分原理は次のようにして

求められる。ポテンシャル表示

)
 

-
ー(
 

を用いると，式 (10)から.次式で与えられる連立 2

階偏微分方程式がえられる。

(10) 

(9) 

n，+n.n+ I;~mn + nnt=+t;!m-

-31;~，t; ~tt + iu 1; ~tt "'， 

ここで，以下の演算を簡単にするため，

とおくと，式(7 )は次のようになる。

司=+n. f= -t τ ，王=~

1}i+61}甲z+甲xzz=0 

甲='Px，X ='Pxx 

合には，ポテンシャルの局所的な型の分類が可能て'あ

り.その不連続現象はポテンシャルの極小条件により

与えられるというものである。

この両者を比較すると.波動論におけるLagrangian

の積分がCatastropheポテンシャルに対応することが

わかる。したがって，このLagrangianの積分の型がど

のようなときに砕波現象を表現しうるかを議論すれば

よいことになる。しかし.これは前述のように現段階で

は不可能に近いので，まず被積分関数であるLgarangian

の型，ひいてはこの恒等変換であるHamiltonianの型

を議論することが重要でhあると考えられる。したがっ

て，今後式(1)を満足する近似式のうち，第 l近似であ

るKdV方程式に対するHamiltonianを中心に論じる。

(12) 
X='Pxx I 

'Px， +6'Px'Pxx+xxx= 0 J 

3. KdV方程式に対するHamil主onian

22) 
まず， KdV方程式 は式(1)から次のようにしてえら

れる。無次元量
ただし，上式において.簡単のため(・)印は省略して

ある。

式(12)に対する変分原理
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を用いて，式(1 )を表示すると次式がえられる。

。/δL¥ _ aL _ ̂  

ax¥巧-;--) 否子二 U

(4) 

p'ct・=0

φ~. ++( ct ~~十世:~)+(z ・ -l)=O ， z'= 1; ・

(1日

から次式で与えられる。

L=ーを'P，'Px-Xx 'Px -'Pi -+x' 

z.= 1;. 

z*= 0 

I; ~.+n.. CT*X.-CT;.= 0， 

+:.=。
次に， Gardner-Morikawa変換
















