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論 文 要 旨 

 

 

 論 文 題 目 

 

移動最小自乗法を用いた地盤・岩盤の高精度破壊力学シミュレータに関する研究 

Study on High-Accuracy Numerical Simulators based on Moving Least Squares Method in 

Fracture Geomechanics 

 

 

論 文 要 旨 

 

本論文は，地盤・岩盤における大変形，流動化，崩壊，破壊現象等を高精度に解析で

きる数値計算手法の開発を目的としたものである。 

はじめに，日本国内外で発生した地盤・岩盤における崩壊現象が人類へ及ぼす影響や

被害状況を示し，高精度な斜面評価手法の確立意義を述べた上で，当該分野における昨

今の研究動向が示されている。次に，亀裂性岩盤を対象とした高精度亀裂進展解析手法

を開発している。具体的には，亀裂ネットワークモデル（DFN）により亀裂形状を決定

し，岩盤における亀裂を要素（有限要素）の辺／面で表現する。このとき，回転自由度

を有する一般化有限要素法と移動最小自乗法（MLSM）を亀裂性岩盤モデルに適用する

ことで，無数の不連続面を有する岩盤の弾性状態から破壊に至る過程が解析可能となる。

上記の手法では，亀裂性岩盤のマクロな亀裂の表現は可能となったものの，不連続面を

要素辺／面で直接表現することから，岩盤のミクロ構造（粒状構造）を反映させること

は難しい。そこで，本研究では砕屑性の堆積岩を対象とし，その粒状構造を直接的に考

慮できる手法を新たに開発している。具体的には，亀裂性岩盤モデルに，弾性問題にお

いて高精度な解が得られる EFMM（Enriched Free Mesh Method）と多次元型移動最小自

乗法（C-MultiMLSM）を適用することで岩盤の粒状構造を考慮している。結果として，

亀裂性岩盤モデルにおいて，粒状構造を考慮した亀裂進展解析を実現し，実験結果との

整合性も良いことを確認した。次に，地盤の崩壊現象に関しては， MPM（Material Point 

Method）と呼ばれる手法に着目し，本手法における弾性エネルギーの変動問題を抑制す

る。具体的には，移動最小自乗法（MLSM）を用いてひずみ増分値をスムージング化す

ることで，エネルギー変動の抑制を図った。その結果，応力値の異常変動を抑えること

ができ，ロバストな解析を実現している。さらに，実地盤・岩盤を対象とした幾何モデ

リング手法に関しては，多面体形状を有する幾何モデリングシステムを新たに構築して

いる。本手法を用いることで数 10 万ブロックを有する超大規模な地形モデルの生成が

可能となり，また多種多様なブロック形状のモデリングも可能となる。最後に，本研究

の総括ならびに妥当性を示し，今後の展望を述べる。 
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1.1 研究の背景 

 

 地球規模の気候変動に伴い，各地で突発的かつ局所的な降雨（ゲリラ豪雨）が確

認され，斜面崩壊ならびに地すべり，落石等が発生し，また地盤においては液状化，

浸透破壊等の崩壊現象も多発化している。地盤・岩盤の大変形，崩壊現象と降雨や

地震外力とは密接な関係があり，一般的にこれらの外的要因によって地盤・岩盤の

安定を保つことが困難となり発生するとされている。このような崩壊現象は国内外

問わず，数多くの事例が存在する。以下に，日本国内外で発生した地盤・岩盤の変

形，流動化，崩壊現象に関する事例を示す。  

日本国外にて発生した地盤・岩盤における崩壊現象の事例として，バイオントダ

ムで発生した地すべりが挙げられる。1963 年 10 月 9 日午後 10 時 39 分（現地時刻），

イタリア，ベニスの北 100km に位置し，イタリア北部アルプス・ドロミテ（Dolomite）

地域にあるバイオントダムで巨大地すべりが発生した 1.1)， 1.2)。Fig.1.1 にバイオン

トダムで発生した地すべりの様子を示す。本ダムは 1956 年に竣工され，その 4 年

後である 1960 年に完成したダムであった。標高 261.6 m にあり，150×106 m3 もの

貯水量を誇るダムであった。1960 年から水の貯留が開始され，その年の 10 月には

水深 170 m まで達し，11 月 4 日には 180 m となり，貯水量が 700,000 m3 となった。

それと同時に，斜面においてゆっくりとした滑りが確認されている。1963 年 4 月か

ら 5 月にかけ，ダムの水深が 195 m から 230 m まで急速に増加し，この時の斜面の

すべり速度は 0.3 cm/day であったとされている。7 月中期には水深が 240 m，すべ

り速度が 0.5 cm/day となり，8 月には 0.8 cm/day まで上昇した。10 月 9 日に水深が

235 m と下がった後，すべり速度は 20 cm/day と上昇し，同日午後 10 時 39 分（現

地時刻）に地すべりが大滑動した。270×106 m3 もの非常に巨大な土石流が 20～30 

m/s の速度で滑り落ちたと報告されている。  

2005 年 10 月 8 日午前 8 時 28 分（現地時刻），パキスタンが実効支配しているヒ

マラヤ北西部のカシミール地方を震源としてマグニチュード 7.6，震源深さ 26 km

の地震が発生した 1.3) - 1 .7)。Fig.1.2 にこの地域における断層の概念図ならびに地す

べりの様子を示す。この地域はインド亜大陸プレートとユーラシア大陸プレートの

境界に位置し，周辺には活動層が広く分布しており，歴史的に繰り返しマグニチュ

ード 7～8 の地震が発生している地域である。この地震により多数の斜面崩壊が確

認され，チッカールから稜線沿い東側 2 kmに位置するダンベ地区では，全長 2.5 km，

最大幅 500 m，深さ 50 m 程度のすべり面を有する地盤が崩壊し，ジェラム川の支

流を堰き止め，堤長 500 m の天然ダムを形成した。崩壊後における土塊幅は，崩壊

域上部で 500 m，下部で 900 m もあり，堆積域は 1.5 km，堆積物の厚さは 250 m 程

度と見積もられている。また，この地すべりによる移動土塊量は 2700 万 m3 と推定

されており，極めて大規模な地すべりであった。この斜面崩壊は他の地域の斜面に

比べ，広い範囲で比較的浅い初期のすべりが全体に発生していたことが確認されて

おり，冠頂部の稜線上部には多数のクラックの存在も確認されていた。同時期に発

生したその他の地すべりとして，幅 120 m，長さ 200 m の比較的な小さな地すべり

（Pir Bandiwala landslide）も発生している。ハティアンでは，長さ 2.0 km，平均幅  
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Fig.1.1 The large-scale landslide occurred in Italy on 9th October, 1963 

(a) Vajont valley after landslide 
occurred 

(from Panizzo, A. et al.  2005) 

(b) The landslide model of Vajont landslide before 
and after  

(from Panizzo et al.  2005) 

(c) The aerial view of Vajont valley (from Poisel 2013) 
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(a) Index map of Northern Pakistan earthquake (from Sato et al. 2007) 

Fig.1.2 The slope failure caused by Northern Pakistan earthquake 

(b) Landslide of north of Muzaffarabad in Neelum Valley was cased by earthquake 
  (from Aydan et al. 2009) 

Balakot Muzaffarabad 
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500 m，最深部 100 m 以上，移動土塊量 107 m3 以上と大規模な崩壊が発生し，この

崩壊により 2 つの地すべりダムが形成されている。また Schneider1.5)は，この地す

べりは初生すべりではなく，既存の地すべり地形斜面で再滑動としていると報告し

ており，また Sato et al. 1.6)の画像解析によると，この地震における斜面崩壊は起震

断層であるバラコット－ガリ断層（Balakot-Garhi fault）の上盤側で頻発し，約半数

がその断層から 2 km 以内に分布する特徴があると報告している。この地震により

パキスタンなたびにインドでは数千名もの死者数が出ており，また両国ともに多く

の住宅や医療機関，政府機関の建物が損壊した。  

カシミール地方で発生した地震の翌年，2006 年 2 月 17 日フィリピンのレイテ島

にある Guinsaugon において，午前 10 時 30 分～45 分（現地時刻）の僅か数分間で，

大規模な地滑りが発生した 1.8) - 1.11)。Fig.1.3 にフィリピン直下に存在するプレート

の位置ならびにレイテ島にて発生した地すべり様子を示す。標高 810 m，斜面角度

約 12°の山岳地において，15×106 m3 の土石流が 27～38 m/s の速さで滑り，大規模

な崩壊を起こした。総死者数は 1100 名以上と報告されている。崩壊現象が発生す

る数日前にかなりの雨量が確認されている。Guinsaugon の西部に位置する Otikon

にて 2 月 8 日～12 日の間に 571.2 mm（一日平均 114 mm）のかなりの規模の降雨が

観測され，またレイテ島南部にて小さい地震も確認されている。午前 6 時 07 分（現

地時刻）にマグニチュード 2.3，午前 10 時 36 分にマグニチュード 2.7 の地震が観

測されている。この地帯には以前よりクラックの存在が報告されており，そのよう

な状況下において，降雨および地震が発生したことで崩壊したのではないかと推定

されている。  

我が国，日本においても 1997 年 5 月 11 日に秋田県鹿角市八幡平の澄川温泉で高

速土砂移動現象が発生した 1.12) - 1.16)。Fig.1.4 に秋田県で発生した斜面崩壊時の様子

ならびに概念図を示す。斜面崩壊発生の前日である 5 月 10 日に地すべり活動の活

発化が確認され，翌日である 11 日に土砂が一気に滑り落ちた。旧地すべり地形を

持つ斜面が再活動し，その地すべりの末端の土塊が約 1.7 km 流下する長距離土砂

移動となった。一般的に一回の移動距離が小さいとされている再滑動地すべりが，

その地すべり末端部の土塊と相俟って高速長距離移動したことや，この斜面崩壊に

伴い水蒸気噴出，爆破が発生時刻である午前 8 時前後の短い間に発生したことによ

り注目を集めた。この地すべりは，斜面全長約 700 m，幅 150～350 m，すべり面深

度 50～70 m，滑動面積約 0.17 km2，地すべり土塊量約 600 万 m3 の大規模な地すべ

りであった。発生当初は，崩壊土砂内に多量の水を伴うことから，斜面崩壊は土石

流とされていたが，地すべり末端部の崩壊地形，流下域での流れ山地形，河床沿い

に残された堆積物等の検討より，土砂移動現象の主な要因として，水による攪拌の

影響はあまりなく，地山での構造をある程度保持した状態で長距離移動したことか

ら，岩屑なだれ（あるいは山津波）と推定され，流動性の高い斜面崩壊現象とは区

別された。岩屑なだれは複数回発生し，多量の水を含む土石流は後続の地すべりに

より発生したとされている。  

2004 年 10 月 23 日午後 5 時 56 分，新潟県中越地方をマグニチュード 6.8（震源

の深さ 13 km）の地震が発生した 1.17)  - 1.19)。Fig.1.5 に中越地震の被害の様子を示す。  



6 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(b) Picture of Leyte island after landslide  

Fig. 1.3 Leyte landslide occurred on 17th February, 2006 (from Evans et al. 2007) 

(a) Tectonic of Phillippine and Eurasia plate, and location map of Leyte landslide 
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Fig. 1.4 The large-scale landslide at Sumikawa in Akita (11th May, 1997) 

(a) The aerial view of landslide in Akita (from 小野ら 2006) 

(b) The Plane view of landslide in Akita (from Ogawauchi et al.1998) 
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Fig.1.5 Satellite image and pictures of Mid-Niigata Prefecture Earthquake in 2004 

 (from Kieffer et al.  2006) 
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関口，佐藤 1.17)は，地震断層は北北西－南南東方向に延び，深さ 2.8 km の東側から

西側に向かって傾斜約 53°で深くなる面に沿って，西側地塊が東側地塊に対して隆

起した逆断層と推定している。また上盤側でより大きな地震動が発生し，斜面崩壊

が集中したとしている。初期の地震に続き，午後 6 時 3 分にマグニチュード 6.3，

午後 6 時 11 分にマグニチュード 6.0，午後 6 時 34 分にマグニチュード 6.5 の地震

が継続して発生した。震源の中越地域では震度 6 弱～7，新潟市においても震度 4

～5 弱の揺れがあったと報告されている。旧山古志村，小千谷市，長岡市，川口町

周辺では地すべり，落石，崩壊現象が頻発し大きな被害を受けた。旧山古志村では

村の中心を流れる芋川沿いで大規模な地すべりが発生したため，川の流れが堰き止

められ，川沿いに点在する集落が水没するなど 2 次的被害も生じている。事実，全

壊家屋 2874 棟，死者数 40 名と報告され甚大な被害を出している。森脇，佐々木 1.18)

によると，この地震より発生した比較的大きな地すべりは，過去に地すべり活動が

あった痕跡を地形的に示している斜面で発生していることが明確であるとしてい

る。すなわち，この地すべりは 1997 年に秋田県で発生した澄川地すべりと同様，

地すべり地形斜面の再滑動によるものと現地調査から明らかにされている。  

2008 年 6 月 14 日午前 8 時 34 分，岩手県南部の奥州市（岩手県，宮城県の県境付

近に位置する奥羽脊梁山脈東麓付近）を震源とする，マグニチュード 7.2 の内陸直

下型地震（岩手・宮城内陸地震）が発生した 1.20) -  1 .24)。この揺れにより岩手県奥州

市，宮城県栗原市で最大震度 6 強と強く揺れ，震央から 80 km に位置する秋田県羽

後本荘市で震度 3，山形県中山町で震度 4 であった。この地震により 3000 ヶ所以上

の地点で斜面崩壊が発生した。震源の深さは 8 km と浅く，周辺の山地を主体とし

て斜面崩壊が多発し，この崩壊は震源断層の上面に位置する岩盤で集中し，9 割以

上が上盤側で発生した報告されている。また崩壊による移動土塊は渓床を埋積し土

砂ダムを形成し，一部では大規模な土石流となり被害を拡大させ，渓床，山腹内に

も多量の土砂が残留した。この地震より発生した荒砥沢ダム上流域（宮城県栗原市）

で大規模地すべり（荒砥沢地すべり）が発生した。Fig.1.6 に岩手・宮城内陸地震の

発生箇所ならびに荒砥沢地すべりの発生箇所，荒砥沢地すべりの様子を示す。荒砥

沢地すべりの規模として斜面長約 1.4 km，最大幅約 0.9 km，最大すべり深度 100 m

と我が国の地すべりの中でも最大級の大規模地すべりであった。すべり面勾配は

2°程度と著しく平坦で移動距離は 300 m とされ，移動体の変形構造から推定され

る地すべり挙動は，ブロックスライド型の地すべり変動であった。この斜面崩壊の

発生要因として，旧地すべり地形内で発生していることから，秋田県澄川地すべり

ならびに新潟県中越地方で発生した地すべり同様，初生地すべりではなく過去の地

すべりが強振動により再滑動した再滑動地すべりであると示唆された。この地すべ

りにおいても，斜面崩壊による複数の死者，負傷者の人的被害ならびに全壊，半壊，

一部損壊の建物被害を生じている。  

 このように，日本国内外において多数の地盤・岩盤の大変形，崩壊，流動化現象

が生じている。また上記以外の事例として，国外においては中国四川省 1.25)  -  1.27)や

国内においては福島県白河市 1.28)，いわき市 1.29)などにおいて，地盤・岩盤の崩壊

現象，それに伴う人的被害は多数存在する（Fig.1.7 に中国四川省で発生した斜面崩  
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(a) Location map of Iwate–Miyagi Nairiku earthquake and Aratozawa dam 

 (from Toda et al.  2010 ) 

(b) The aerial view of Aratozawa landslide and cross section before and after 
 (from Kokusho et al. 2011) 

Fig.1.6 Landslide occurred by Iwate-Miyagi Nairiku earthquake in Aratozawa dam 
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Fig..1.7 The large-scale landslide in Sichuan Province, China 
 (from Chen et al.2014) 
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壊を示す）。これらの現象は我々の生活域の傍で発生するものもあり災害ポテンシ

ャルは非所に高い。我々の生活の安全性を確保するためにも地盤・岩盤における流

動化挙動，崩壊挙動，変形挙動等の解明は極めて重要である。さらに上記の事例（カ

シミール地震，秋田県澄川地すべり等）のように，現在は安定している地すべり（過

去に地すべりを起こしている斜面）においても直近で強震動が発生した場合，再滑

動する可能性がある。過去に斜面崩壊を生じた地形において，地すべり先端部など

が浸食されて深い谷が開折し移動層が移動できる空間ができている場合，地震外力

等により移動ポテンシャルが生じ崩壊する危険性が極めて高い。また，岡田ら 1.30)

によると，将来，異常気象により日本のほとんどの地域において豪雨の発生頻度が

増加傾向にあり，主に夏季における発生頻度の増加が大きいとしている。さらに，

地球規模の気候変動による梅雨期の湿舌の増加や台風の強大化，進路変化に起因し，

将来，極端な降雨強度の大きな事例も示唆されている。一般に，降雨と斜面崩壊に

は関係があると見なされていることから 1.31)，地盤・岩盤の崩壊時における挙動の

解明は急務であると思われる。  

これらの現象は，上述したように，降雨や地震等の外的要因と地盤・岩盤の地形

形状，それらが有する亀裂などの地形的要因により発生するマルチフィジックスな

現象であり，極めて複雑な現象である。そのため，これらの現象を精度よく評価す

ることは非常に難しく，現在でも地盤・岩盤における斜面評価方法には多くの方法

が提案され続けている。斜面の安定性評価モデルとして，Wilkinson et al.1.32) -  1.35)

は植物の植生，水の蒸発過程の影響等を考慮した斜面の評価方法を提案している。

Fig.1.8 に斜面モデルの概念図を示す。その他にも，斜面崩壊の予測法には Ishihara 

and Kobatake1.36)のタンクモデルを用いた方法を始めとし種々の物理モデル 1.37) - 1.41)

によるものや統計モデル 1.42)による方法などがある。一方，地盤岩盤分野において

も，これまで多くの研究者が地盤・岩盤の斜面安定評価手法を提案してきた。斜面

内部のすべり面（弱面）を円弧と仮定し，そのすべり土塊を複数個に分割し，その

ブロック間に作用する応力を考慮せず極限状態を単純化し，地盤のせん断応力，有

効応力，間隙水圧，せん断強さを用いてその斜面の安定を評価するフェレニウス法

（ Fellenius 法） 1.43)やブロック間に作用する応力をモデル化したビショップ法

（Bishop 法） 1.44)，すべり土塊を剛体とみなし土塊の変形量を算定するニューマー

ク法（Newmark 法） 1.45)
，さらにその改良手法 1.46)， 1.47)などが提案されてきた。特

に地震時の盛土斜面に関する安定性評価には，ニューマーク法を用いるケースが多

い。ニューマーク法はすべり面を仮定し，このすべり面に沿う変位量を算出するこ

とで安定性評価を行うため，繰り返し発生する地震外力を考慮することも比較的容

易であるため頻繁に用いられる。しかしながら，従来のニューマーク法は地震発生

以前にすべり面を仮定するため，このすべり面に沿う永久変位量を求めるものであ

り，地震による最大変位量等は考慮することはできないが，現行として，これらの

簡易法を用いて斜面の安定性を評価する場合が多数である。これらの方法は簡易的

なものであり，材料特性が複雑な場合におけるすべり面の算定は極めて難しく，さ

らに岩盤中における不連続面の分布特性や微細な先在亀裂を考慮した破壊性状の

表現や岩盤のブロック構造を考慮した破壊パターンの表現は不可能である。地盤・ 
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岩盤の地形特性や材料特性は地域により様々であり，またそれらに微細亀裂などを

含む場合，対象とする物体はより複雑となり多種多様な構造を呈する。これらの特

性を考慮し破壊性状，変形挙動を高精度に解析できるモデルの開発は，今後，これ

らの変形挙動，崩壊挙動を把握するにためにも不可欠である。  

これまでに，地盤や岩盤の崩壊，変形，移動挙動等の物理特性を評価するための

様々なモデルが開発されてきた 1.48)。地盤・岩盤を対象とした不連続体の解析手法

として，土粒子をそのままモデル化し，その集合体である地盤や岩盤の挙動を解析

する手法，岩盤内の結晶や亀裂をブロックとしてモデル化し，岩盤全体のマクロな

応答を解析する手法がある。前者には，Zienkiewicz and Cheung1.49)により開発され  

 

Fig.1.8 Illustration of slope failure model (from Wilkinson et al. (2000)) 
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た有限要素法（FEM：Finite Element Method）がある。有限要素法は対象となるモ

デルを有限個の要素に分割し，要素内の変位場や応力場を近似的に解くことで，対

象とするモデルの変形挙動，応力状態（浸透解析においては浸透特性）を表現する

手法である。Fig.1.9 に有限要素法による斜面安定解析で用いられる一般的なモデル

形状を示す。同図に示す有限要素モデルは，アースフィルダムの形状を想定される

場合や盛土等の法面を考慮した解析で用いられる。有限要素法を用いて地盤の変形

挙動を評価する場合，Roscoe et al.1.50)の Cam－ clay モデル，Sekiguchi and Ohta1.51)の

関口－太田モデル，橋口ら 1.52)の下負荷面モデル，Asaoka et al.1.53)， 1.54)の上下負荷

面モデル（SYS Cam-clay model）等による弾塑性構成式が用いられる。その結果，

極めて微小な変形を精度よく評価することができ，圧密挙動等の地盤の変形挙動を

考慮することが可能となってきているが，地盤の斜面崩壊等の大変形を考慮する場

合，要素形状が大きく歪み，計算破綻の問題が生じる。これは，要素内の積分にお

いて，ガウス積分の精度が極端に低下し，解析精度も低下するためである。この問

題に対して，Total Lagrangian 法や Update Lagrangian 法 1.55)が用いられるが，要素

が極めて大きく変形してしまう場合，計算が破綻する。  

一方，岩盤内の結晶や亀裂をブロックとしてモデル化する手法は，粒子同士ある

いはブロック同士の相互作用すなわちミクロ的な関係を考慮することでマクロな

挙動が表現でき，単純なミクロモデルを用いた場合でもマクロな複雑挙動も解析で

Fig.1.9 Examples of slope mode1 for FEM mesh 

(b) The side View 

(a) The perspective view 

(b) The side view 

(a) The perspective view 

(A) Model 1 (B) Model 2 
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きる。ミクロモデルを用いた研究は，古くは 1960 年代ごろから行われ，物理学分

野や他の分野において，複数の粒子またはブロック同士の相互作用を考慮した計算

を行いマクロ的な挙動が調べられてきた。それらの研究の中には，分子動力学に基

づき引力が作用しない剛体の結晶シミュレーション 1.56)や分子動力学シミュレーシ

ョン 1 .57)，回転運動を考慮した水分子のシミュレーション 1.58)等が挙げられる。地

盤分野においても複数のブロックを用いた斜面崩壊シミュレーションが行われて

きた。このブロックは円形／球形要素で表現され，ブロック同士の接触に関してば

ね‐ダッシュポッド‐スライダーが考慮されている 1.59)， 1.60 )。この手法は，個別要

素法（DEM：Discrete Element Method あるいは Distinct Element Method）と呼ばれ，

マクロな離散体を構成するブロック群は剛体仮定された円形／球形要素の集合体

で表現され，ブロックの間の相互作用を考慮することで，ブロック群の集合体挙動

であるマクロな挙動を表現する手法である。しかしながら，粒子数あるいはブロッ

ク数を増やすと自由度数も増え，計算子コストがかかり，その当時，計算機性能も

未発達であったことから比較的シンプルな問題を対象とし簡易的な解析が一般的

であった。計算機性能の進歩に伴い，個別要素法を用いてより複雑な現象を対象と

した解析 1.61)，1.62)が行われるようになってきた。またミクロ構造モデルにおいても，

粒子間の粘着力のモデル化 1.63)，楕円形状ならびに任意形状のブロックにおける接

触判定のモデル化 1.64)，1.65)，粒子粉砕モデルの開発 1.66)が行われてきた。その結果，

個別要素法を用いてより複雑な挙動を対象とした解析が行われるようになった。

Hakuno and Tarumi，Nakese and Takeda は間隙流体を考慮した液状化解析 1.67)， 1.68)，

川口らにより流動層解析 1.69)， 1.70)も行われた。近年においては，ブロック，粒子形

状のモデリング 1.71)，粒子粉砕モデルを用いた要素試験シミュレーション 1.72)， 1.73)

等が行われ，より高度な解析手法が提案され地盤・岩盤のマクロな挙動，応力評価

が検討されている。また，粘土の圧縮挙動を対象としたミクロ解析 1.74)，爆破挙動
1.75)， 1.76)，落石といった複雑な現象を対象とした解析も行われている。さらにより

計算手法が高度化し，Minchinton and Lynch1.77)は Finite Element - Discrete Element 

Model の拡張手法である Blasting Model を用いて亀裂，爆破挙動を再現しており，

個別要素法と流体解析手法とカップリング手法 1.78)， 1.79)も提案されている。しかし

ながら，個別要素法を用いた場合，土粒子や岩盤ブロックを剛体と仮定しているた

め，ブロックの変形を考慮することができない。さらに，ブロック同士の接触に関

して力学的に曖昧な定義が使われているため，土石流を含む流砂のような現象にお

いては粒子間の衝突や回転，エネルギー保存等の問題があり，解の安定性が得られ

ない場合がある。また個別要素法で取り扱う要素は，これまで球形または楕円形要

素が用いられていたが，ブロック構造のモデリング技術の進歩によりブロック形状

が多面体構造となり接触判定がより複雑化している。このようなブロック同士の接

触 判 定 のア ル ゴ リ ズ ム に は直 接 的 な 方 法 と 間接 的 な 方 法 が あ る。 前 者 に は

Referential Plane method （RP 法）1.80)，その改良手法である Main Plane method（MP

法） 1.81)が挙げられ，これらの方法はブロックの辺，面，頂点座標を用いて多面体

ブロック間の幾何学的な関係に基づき正確に接触面が求められる。後者には，

Common Plane method（CP 法）1.82)や改良手法である Fast Common Plane method1.83)，
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Shortest Link method1.84)などが挙げられる。間接的な接触判定法は，複雑な接触判

定アルゴリズムを避けるために，ブロック間に仮想的にブロックを 2 分する面を設

けることでブロック同士の接触判定が行われる。さらに，多面体ブロックの凸頂点

と辺に内接球や円柱を設置し，ブロック同士の判定を簡素化する方法 1.85)， 1.86 )もあ

る。この方法では，接触を球－面，円筒－球，球－球，円筒－円筒に分けて接触が

判定される。また，ブロック同士の接触判定をより簡素化するために，接触の判定

の前処理として，近傍に存在するブロックの検索手法の開発も行われている。

Fig.1.10 にブロック間における接触の概念図を示す。同図（a），（b）には直接法

および間接法における接触アルゴリズムを示し，同図（c）には近傍ブロックの検

索である Sphere-Shell Cover（SSC）1.87)，Cuboid-Shell Cover（CSC）1.88)，Multi-Shell 

Cover（MSC）1.89)の概念図を示す。このように，様々なブロック間の接触手法が提

案されてきているが，凸面の接触に関してある程度の精度はあるものの，そのアル

ゴリズムは複雑で計算コストがかかり，凹面の接触判定は難しく，未だ確立されて

いないのが現状である 1.90)。すなわち，凹凸面を有するブロックを対処とした場合，

精度よく解析を行うことは難しく，このような問題が個別要素法のようにブロック

間の接触を扱う手法の足かせとなっている。  

 一般的に地盤・岩盤分野において，数値計算技術を用いて大変形，崩壊，破壊現

象を数値的に解析する場合，上述した有限要素法や個別要素法が用いられることが

多いが，その他にも離散体解析手法として様々な手法が開発されている。例えば不

連続性岩盤の変形および破壊挙動を評価する手法として，  

� 離散的に亀裂をモデル化する方法  

� 等価な連続体に置き換える方法  

に大別することができる 1.91)。前者には Goodman and Shi により提案されたジョイ

ント要素を用いた有限要素法 1.92)， 1.93)を始め，不連続変形法（DDA：Discontinuous 

Deformation Analysis）1.94)，1.95)，剛体ばねモデル（RBSM：Rigid-Body-Spring Model）
1.96)  - 1.98)，FESM （Finite Element Spring Model） 1.99)が挙げられる。上述した個別要

素法もこれに属す。後者には等価弾性体モデル 1.100)， 1.101)，クラックテンソル理論
1.102)，損傷力学理論 1.103)， 1.104)などがある。離散的に亀裂をモデル化する手法は，ブ

ロック内部の応力・ひずみ分布を評価することができず，解析精度の面で問題を抱

えている場合が多く，対象とする岩盤が膨大な亀裂を有する場合，そのモデル化な

らびに計算処理が煩雑になることから，多数の不連続面を考慮することは難しい
1.91)。不連続変形法においては，緒方ら 1.105)は発破による飛石の 2 次元シミュレー

ションを行い解析的検討を行っているものの，個別要素法同様にブロック構造を考

慮した要素形状を用いた解析や 3 次元問題へ拡張すると，接触判定がより複雑化す

る問題が生じる。また等価な連続体に置き換える手法は，異方的に挙動する岩盤の

マクロな変形特性を表現するのには適しているが，不連続面の幾何学特性と岩盤の

力学特性を結びつける理論が不十分であることが指摘されている 1.91)。また，地盤・

岩盤の大変形，破壊現象を評価する場合においても，上述したジョイント要素を用

いた有限要素法や不連続変形，その他にも境界要素法（BEM：Boundary Element 

Method） 1.106)， 1.107)，有限被覆法（FCM：Finite Cover Method） 1.108)，マニフォール  
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(a) Direct approachs of contact 

(b) Indirect approaches of contact 

(c) Preprocessing of contact SSC, CSC and 
MSC 

Fig.1.10 Illustration of direct – indirect 
approach that polyhedral blocks’contact 
method and searching neighbor block 
methods that are called as the sphere-shell 
cover (SSC) method, cuboid-shell cover 
(CSC) method and multishell cover (MSC) 
method. (from Zhang et al. 2015) 
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ド法（Manifold method） 1.109)などが用いられる。さらに近年においては，要素‐節

点コネクティビティーを必要としない粒子法やメッシュフリー法と呼ばれる手法

の研究が盛んに行われている。これらの手法はメッシュ生成を必要としない，ある

いは意識させないため，亀裂進展解析などの様に，不連続面が任意に生成・進展す

る問題や無数の不連続面を有する問題，大変形を伴うような問題に対しても，少な

い労力で安定した計算を行うことができる。そのため，地盤・岩盤分野においても

その適用範囲が急速に拡大されつつある 1.110) - 1 .113)。粒子法，メッシュフリー法の

代表的なもとして SPH（ Smoothed Particle Hydrodynamics） 1.114) - 1.116)， EFGM

（Element-Free Galerkin Method）1.117)，1.118)，RKPM（Reproducing Kernel Particle Method）
1.119)， 1.120)などのガラーキン法を基本原理としたものと，我が国おいて開発された

MPS（Moving Particle Semi-implicit method）1.121)， 1.122)と呼ばれる手法がある。粒子

法は連続体を粒子の集合体として表現し，SPH では Kernel 関数（Kernel 積分）を

導入し，粒子の物理量を重ね合わすことで偏微分方程式を近似的に解き，MPS では

勾配，発散，ラプラシアンモデルを粒子間相互作用により定義することで，支配方

程式が近似的に解かれる。そのため有限要素法のように，大変形に伴う要素の歪み

による計算破綻，粒子間相互作用による曖昧な材料定数の定義，無数の不連続面を

有する場合においても計算の煩雑化などはない。しかしながら，これらの手法によ

り得られる解に着目してみると，領域境界における精度の低下，圧力振動が頻繁に

発生するなどの問題が指摘されている 1.122)， 1.124)。さらに連続体を粒子の集合体と

して表現するために，ディリクレ型境界条件の厳密な設定が難しいことも指摘され

ている 1.125)。  

 以上のように，これまで多くの数値解析手法が提案されてきたが，地盤・岩盤に

よる大変形，崩壊現象のような極めて不確実な力学的挙動を評価する手法は未だ確

立されていないのが現状である。上記の各手法を用いて評価できる現象は極めて僅

かな範囲であり，例えば有限要素法に弾塑性構成則を導入した場合，対象とする物

体が微小変形挙動を呈している範囲ではその挙動を精度よく評価できるが，大変形

挙動を呈した場合，精度は極めて低下する。また，対象物体が呈する挙動をある程

度評価できた場合においても，粒子間相互作用における材料特性の曖昧な定義や物

理的に意味を持たず理論的な根拠が不十分なパラメータの導入など数値計算上の

テクニックを必要とする場合がある。したがって，地盤・岩盤に大変形，崩壊挙動

等の不確実な挙動を精度よく評価できる手法を構築することは，地盤・岩盤の複雑

な挙動を評価する上で極めて重要であり，解決すべき課題である  
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1.2 研究の目的および論文構成 

 

 本研究では，Lancaster and Salkauskas により開発された移動最小自乗法（MLSM：

Moving Least Squares Method） 1.126)をベースに，地盤・岩盤の大変形，流動化，崩

壊挙動等の極めて不確実な挙動を精度よく評価できる手法の開発を目的とする。具

体的には，亀裂性岩盤を対象とし，岩盤中の先在亀裂を直接的に考慮でき，それら

が進展，結合する様子を高精度かつロバストに解析することができる数値解析技術

を開発する。岩盤内には多数の亀裂（断層，割れ目などとも呼ばれ，広義的には変

位量・規模が大きな断層を含む）が 3 次元空間的に分布しており，これにより強度

低下や透水性が大きくなるなどの問題が生じる。これらの特性・分布を定性的かつ

定量的に把握・モデル化することは極めて重要であるとされ，様々な野外調査，野

外観測が行われ，観測データに基づきモデル化手法が提案されている。1980 年以降，

亀裂の分布特性にフラクタル理論（Fractal theory）1.127)， 1.128)が適用され亀裂の数理

モデル化手法が提案されてきた。その後，亀裂のフラクタル性に関する研究が盛ん

に行われ 1.129)，観測データに基づき亀裂の特性（空間分布特性，長さ，幅，頻度分

布，表面形状等）をモデル化する手法として亀裂ネットワークモデル（DFN model：

Discrete Fracture Network model） 1.130)が提案された。そこで本研究においても亀裂

のモデル化に関して，岩盤中に無数にある先在亀裂は亀裂ネットワークモデルにて

表現する。一般的に亀裂長さは，フラクタル理論に基づき，次式に示すべき乗分布

に従うことが知られている 1.131)  -  1.134)。  

aLCLP −
=)(                             (1.1) 

ここで，L は亀裂長さ，C は比例係数，a はべき乗定数，P(L)は亀裂長さ L の確率

を示す。Fig.1.11 に亀裂ネットワークモデルの概念図を示す。同図（b）にはべき乗

数 a による亀裂ネットワークモデルの違いを示している。べき乗分布に従い亀裂を

配置し，亀裂の不連続面に関しては移動最小自乗法を用いた新たな計算値手法を提

案する。この手法では，対象とする岩盤の弾性領域には回転自由度を有する一般化

有限要素法が適用され，そして亀裂面は要素辺にて表現される。したがって，弾性

状態から亀裂が生じ，破壊に至る過程をロバストに解析できる手法を開発する（第

2 章）。  

 上記の手法では岩盤のマクロ的な亀裂を対象とした亀裂性岩盤における先在亀

裂を考慮できる解析手法を確立するが，第 3 章では岩盤のミクロ構造に着目する。

前章では亀裂は要素辺にて直接的に表現されるため要素形状に大きく依存する。そ

のため，種々の形状を呈する粒状構造を表現することは難しい。そこで，この粒状

構造が考慮できる，亀裂性岩盤の亀裂進展解析手法を開発する。具体的に，第 2 章

で用いた回転自由度を有する一般化有限要素法は要素ベースの手法であったため，

先在亀裂等を要素辺で表現する必要があり，亀裂進展が要素形状に依存する形とな

ったことから，節点ベースの手法である EFMM（Enriched Free Mesh Method） 1.135) -  

1.137)を用いることとした。本手法は，弾性問題において高精度な解を得ることがで

きる手法である。そして，多次元型移動最小自乗法（C-MultiMLSM：Multi-dimensional  
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(b) Case of study (Left: a = 1.0, center: a = 2.0, right: a = 3.0) 

Fig.1.11 Concept of the discrete fracture network model (DFM model) 

 (from Reeves et al. 2013 ) 

(a) 3D and 2D discrete fracture network model 

 (a = 2.0, the bottom left figure is onto slice located in 3D DFN, 
 the bottom right is modified based on left one) 
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Moving Least Squares Method with Constraint condition）1.138)を用いて亀裂による不連

続面を考慮することで，粒子構造を考慮できる解析手法を提案する。  

 第 2 章，3 章では岩盤のマクロおよびミクロな構造を考慮できる新たな解析手法

の開発を行った。そこで第 4 章では，地盤の大変形，崩壊現象を考慮できる手法の

開発を目的とする。前節で述べたように，近年，要素－節点コネクティビティーや

メッシュ生成を必要としない手法であるメッシュフリー法や粒子法の研究が地

盤・岩盤分野において盛んに研究されている。しかしながら，境界付近において境

界条件の設定が難しく精度が低下することが懸念されおり，未だ研究段階である。

そこで，第 4 章ではその粒子法の一つである MPM（Material Point Method）1.139)  - 1.141)

に着目する。MPM は流体解析コードである FLIP（Fluid-Implicit Particle） 1.142)の基

本原理である PIC（Particle-In-Cell）法 1.143)， 1.144)を弾性問題へ拡張した手法とされ

ている。MPM では対象となる物体を Lagrange 粒子の集合体として表現し，支配方

程式を粒子群の背面に設ける Euler 格子（バックグラウンドメッシュ）で解く，Euler

型アプローチと Lagrangian 型のアプローチを併用した手法である。そのため，他の

粒子法と異なり境界条件の設定に曖昧な定義がなく，また境界条件の設定も容易で

ある。近年，MPM は多くの衝撃問題等を対象としその有用性が示されており 1.145) -  

1.147)，Li et al.1.148)は実験値との比較により有用性を検証している。さらに Ma et 

al.
1.149)によると，衝撃問題を対象とし，MPM と SPH を比較した結果，MPM は SPH

に比べ境界条件の設定および物体同士のコンタクトアルゴリズムが容易で，高精度

な解を得ることができると報告されている。さらに，MPM 同士のカップリングに

よる流体解析手法の提案 1.150)，FDM と MPM のカップリングによる爆破シミュレー

ション 1.151)や FEM とのカップリング手法 1.152)，1.153)の提案も行われている。本章で

は，まず弾塑性構成則を用いて MPM を地盤の大変形挙動へ適用し，弾塑性状態に

おける MPM の有効性を示す。そして，MPM は弾性状態が長く継続する場合，弾性

エネルギーが変動するという問題が従来より指摘されているため，本章ではこのエ

ネルギー変動の抑制手法の提案を行う。  

 第 2～4 章では地盤および岩盤の構造に着目し，それらの変形，破壊，崩壊挙動

を解析できる手法が開発された。今後，上記の手法が複雑形状を対象とした場合や

3 次元問題へ拡張した場合，任意構造をモデリングできる技術が必要であると考え

る。現在，観測機器や映像機器，計算機性能の向上により地盤の土粒子や岩盤のブ

ロック構造をモデリングする技術が研究されている 1.154)， 1.155)。Fig.1.12 に Wang et 

al.，Taken et al.により行われた写真画像を用いたモデル化の様子を示す。しかしな

がら，任意多面体を容易にモデリングしブロック構造を構築することは極めて難し

く未だ研究段階である。そこで第 5 章では，多面体形状を有するブロックの幾何モ

デリングシステムを開発する。近年において有限要素法等で使用可能な自動メッシ

ュ生成技術は急速に進歩しており，極めて複雑な形状を有するモデルを対象とした

場合においても要素分割は比較的容易である。本章では，この要素分割技術を用い

て 2，3 次元におけるブロックモデリングシステムの開発を行う。  

 そして最終章である第 6 章では，本研究で得られた知見をまとめ，今後の課題や

今後の展開について述べる。  
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(a) Segmentation result of rock particle (the left is original image, the center is binarization 
result, the right is modified the center image) (from Wang et al. 2008) 

(b) Modeling result of imaging from original picture 
 (from Williams et al. 2014) 

Fig.1.12 Picture of modeling system of blocks from original image 
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第 2 章 岩盤の亀裂ネットワークを考慮した 

不連続体解析手法の提案および亀裂進展解析 

Discontinuous Analysis Model and Crack Propagation Analysis for 

Fracture Network in Brittle Rock Mass 
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2.1 緒言 

 

岩盤中における不連続面の分布特性や微細な先在亀裂を考慮した破壊性状を把

握することは，地下構造物の建設や防災面において極めて重要である。特に，岩盤

中には多数の先在亀裂がランダムに存在しており，岩盤自体の力学特性や水理学特

性に多大な影響を与える。また，亀裂性岩盤は地域の違いによって多種多様な構造

を呈する。したがって，亀裂性岩盤における基本的な破壊性状について，その弾性

状態から破壊に至る過程（パターン）を高精度に解析できるモデルの開発が不可欠

となっている 2.1)。  

 一般に，不連続性岩盤の変形および破壊挙動を解析する手法は，主に，  

(1) 亀裂を等価な連続体に置き換える手法  

(2) 離散的に亀裂をモデル化する方法  

に大別することができる 2.2)。これらの手法のうち前者には，等価弾性体モデル 2.3) -  

2.5)，クラックテンソル理論 2.6)などがあり，後者には個別要素法 2.7)，不連続変形法
2.2)， 2.8)，剛体ばねモデル 2.9)，FESM （Finite Element Spring Model） 2.10)，ジョイン

ト要素を用いた有限要素法 2.11)が挙げられる。  

 等価弾性体モデルでは，微視的な先在亀裂を間接的に加味した巨視的岩盤の力学

特性を評価することが可能であるが，基質の破壊を表現することが難しい 2.12)。一

方，特定の不連続面を仮定する不連続体解析手法では，ブロック内部の応力・ひず

み分布を評価することができず，解析精度の面で問題を抱えている場合が多い。具

体的には，例えば，剛体ばねモデルは，粒子の微細構造を疑似的に評価することが

できる一方で，各ブロックは剛体で定義させていることから，弾性域における挙動

の精度に問題が残されている。また，ジョイント要素に関しては，膨大な不連続面

が存在する場合には，その処理が極めて煩雑になることから，多数の不連続面を有

する問題に適することは難しい 2.12)。  

 このように，極めて不確実な力学的挙動を示す岩盤に対する数値計算手法は，こ

れまで多くの研究者らによって提案されてきているが，問題点も多い。このような

状況下の中，松原らもまた，高精度な解を得ることが数値計算手法の確立を指向し，

中間節点を導入しなくとも高精度な解を算出することが可能な一般化有限要素法  

（GFEM: Generalized Finite Element Method） 2.13)， 2.14)や，節点をベースとする高精

度な数値解析手法等を提案している 2.15) -  2.17)。しかしながら，岩盤特有の多数の先

在亀裂を直接的に考慮し，かつ，弾性変形から破壊に至るまでの過程をロバストか

つ高精度に解析できる手法については未だ確立されていないのが現状である。  

 さて，近年の計算機性能の発達に伴って，有限要素法等で使用可能な自動メッシ

ュ生成技術は急速に進歩しており，三角形あるいは四面体形状に関しては高精度な

メッシュモデルが比較的容易に作製できるようになっている 2.18)， 2 .19 )。特に，三角

形状に関しては解析領域の内部に散在する任意の複雑なパッチ形状を考慮したメ

ッシュ分割も可能である 2.18)， 2.19)。したがって，亀裂性岩盤モデルのひとつである

亀 裂 ネ ッ ト ワ ー ク モ デ ル 2.20) の よ う な き わ め て 複 雑 に 定 義 さ れ る 亀 裂 分 布

（Fig2.1(a)を参照）であっても，その亀裂形状をメッシュ境界にて加味し，正三角  
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形に近い形状のメッシュを短時間で作製することが可能である。また，近年の大規

模計算技術は加速的に進歩しており，産業界においても積極的に利用できる状況に

なっている 2.21)。以上のことから，岩盤中の先在亀裂を直接的に考慮でき，それら

が進展，結合する様子を高精度かつロバストに解析することができる数値解析技術

を開発することは極めて重要であると考えられる。ここで，亀裂ネットワークモデ

ルとは岩盤内の不連続面の幾何学的な分布を実岩盤のボーリング調査や数理モデ

ルに基づいて表現した幾何学モデルのひとつであり，一般的には岩盤内部に浸透す

る地下水の流れ解析に用いられている 2.20)。  

 以上のような背景のもと，本章では，岩盤中に先在する亀裂群を亀裂ネットワー

クモデルにてモデル化し，複雑な先在亀裂パターンを三角形メッシュの境界で直接

考慮し（Fig.2.1(b)を参照），亀裂の不連続性に関しては移動最小自乗法 2. 22 )， 2 . 2 3)を

用いた近似解放にて考慮する新たな数値計算手法を提案する。本手法では，三角形

が健全な状態にある場合は弾性状態を仮定し，高精度解を得ることが可能な回転自

由度を有する一般化有限要素法が適用される。すなわち，亀裂ネットワークで定義

された岩盤モデルに対して，弾性状態から破壊に至る過程を高精度かつロバストに

解析できる手法の確立を目的とする。   

(a) Example of DFN model in Rock mass 

(b) Concept of crack propagation 

Fig.2.1 Illustration of crack propagation simulation  

based on Discrete Fracture Network (DFN) model 

Pre-existing cracks based on DFN model 

Elements 

Cracks 
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2.2 回転自由度を有する一般化有限要素法 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 本章では，Fig 2.1(a)に示すような微細な亀裂が複雑に分布したモデルを取り扱う

ことから，基質部分に関しては，ロバストかつ高精度なメッシュ分割が可能である

三角形要素を採用する。一方，本章で扱う対象は亀裂性岩盤であるから岩盤内部の

応力状態は膨大な微細亀裂の影響により，極めて複雑であることが考えられる。し

たがって，三角形領域を直接的に用いる定ひずみ三角形要素を用いると中間節点を

付与する等，煩雑な処理を必要とする。そこで，本章では Sekiguchi and Kikuchi
2.24)

によって開発させた回転自由度を有する四辺形要素（ QDs: Sekiguchi’s 4-nodes 

Quadrilateral element with Drilling degree of freedoms）と同様にして導かれた，回転

自由度を有する三角形要素（TDs: Sekiguchi’s Triangular element with Drilling degree 

of freedoms）2.25)を用いることにする（以後，“RGNT”と称す）。Fig 2.2 に示すよう

に本要素の頂点には並進方向変位に加えて回転自由度が定義されている。回転自由

度を追加定義することによって，三角形要素に中間節点を設けなくとも高精度な解

を得ることが可能であり，特に，岩盤のように複雑な構造を有しているような対象

には適していると考えられる。また，本要素は Tian
2.14)らによって開発された超高

精度要素である “ひずみ自由度を有する三角形要素 ”への拡張も容易であることか

ら，複雑な形状をした空洞などが存在するような更に複雑な構造を有する岩盤への

展開も期待できる。以下では，回転自由度を有する要素の剛性マトリックスの導出

法について概説する。  

Fig.2.2 Triangular elements with drilling and strain degrees of freedom 

(RGNT and GNT) 

v1 

u1 
θ1 

v2 

u2 

θ2 

v3 

u3 
θ3 

v1 

u1 

θ1 

(a) RGNT (b) GNT 

εx1,  εy1, γxy1 

v3 

u3 

θ3 

εx3,  εy3, γxy3 

v2 

u2 

θ2 

εx2,  εy2, γxy2 
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 RGNT の変位場（uRGNT，vRGNT）は次式で表すことができる。  
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                        (2.1) 

ここで，uRGNT および vRGNT はそれぞれ x 方向変位場および y 方向変位場，u i，v i お

よび θ i は i 節点の x 方向変位，y 方向変位および回転自由度，x，y は要素内部にお

ける任意の座標値，x i，y i は三角形の頂点座標，N i は定ひずみ三角形要素における

節点 i の形状関数 2.26)である（各節点自由度については Fig.2 を参照）。  

よって，式（2.1）から RGNT のひずみ－変位マトリックス（BRGNT）を得ることが

でき，次式にて表すことができる。  
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以上より，RGNT の剛性マトリックス（kRGNT）は一般的に用いられるアイソパラメ

トリック要素の剛性マトリックス同様に，面積座標（ ζ1， ζ2， ζ3）を用いて次式の

ように表すことができる。  

∫ ∫
−

=
1

0
21

1

0
RGNT

T

RGNTRGNT

1

det ζζ
ζ

ddJt BDBk                 (2.4) 

ここで， t は要素の厚さ，T は転置記号，D は応力－ひずみマトリックス，detJ は

ヤコビアンである。なお下付き添え字は，後述する MLSM により算出される剛性

マトリックス（kMLSM）と区別するために表記している。  

また，本要素は 3 次元への拡張も容易であり，以下に回転自由度を有する四面体

要素の剛性マトリックスの導出法について概説する。  

変位場を 3 次元空間に拡張子した場合，回転自由度を有する四面体要素（以下，

RGNQ と称す）における変位場（uRGNQ，vRGNQ，wRGNQ）は次式で表すことができる。  
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ここで，θ ix，θ iy，θ i z は i 節点に生じる各軸（x，y，z 軸）周りの回転自由度である。

さらに，回転自由度を有する四面体要素においては  
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[ ]4321RGNQ BBBB=B                      (2.6) 

なお，  
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である。  

よって，体積座標系（ξ1，ξ2，ξ3，ξ4）を用いると回転自由度有する四面体要素の

剛性マトリックス（kRGNQ）は次式となる。  

∫ ∫ ∫
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ここで，体積座標系と任意座標値（ x， y， z）とは次式の関係が一般的に成り立つ
2.26)。  
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2.3 移動最小自乗法（MLSM: Moving Least Squares Method）による亀裂の表現 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.3.1 三角形辺上の亀裂を考慮した変位場 

ある三角形要素の辺が亀裂面として定義された場合，その辺を共有する隣接要素

との変異は不連続となるから，ジョイント要素 2.11)等の特殊な要素やリメッシング

等の煩雑なメッシュ処理を導入しない限り RGNT に基づいた定式化が不可能であ

る。そこで本節では，このようなメッシュ処理技術を用いなくとも要素の辺上に仮

定された亀裂面を容易に考慮することができる手法を提案する。本手法においては，

Element-free Galerkin method
2.23)に基づいた変位場を採用する。以下にその詳細を述

べる。  

2.3.1(a) MLSM における誤差評価関数 

Fig.2.3 に示すように，三角形要素が亀裂辺を有している場合には，RGNT の変位

場は適用せず，三角形の重心を中心とする円領域を新たに定義する。このとき，重

心点と衛星節点が亀裂を介して関連付くことはない（これは不連続面が存在するこ

とを意味する）。そこで本章では，このような位置に属する節点は“外節点”（Fig.2.3

で“Other nodes”と表記）と再定義することで，これらの節点が三角形領域へ及ぼす

影響を排除した。すなわち，Fig.2.3 のケースでは三角形の重心点と未だ亀裂面と認

識されていない辺の 2 頂点を結び（重心点と Fig.2.3 の点 a および b を結ぶ），こ

の線分と円領域とで構成される局所領域（Fig.2.3 では薄青色で塗られた扇形領域）

を着目三角形の影響領域として定義づけた。このとき，扇形領域と三角形要素領域

における変位場 uM LSM(xI)は，その領域内部にある衛星節点の値を用いて，次式の重

み付自乗和を最小にするように求めることができる。  

h 

a 

b 

Sampling point (Center of gravity)  

Cracked element 

Cracked surface 

Other nodes 

Satellite nodes 

Influence domain 

Fig.2.3 Cracked triangular element: Approximation of Moving Least Squares Method (MLSM) 



41 

( )∑
=

−=
n

I

IIIrwJ
1

2

MLSM )()( uxu                       (2.10) 

ここで，J は残差の自乗和，n は非対象領域（影響領域：Fig.2.3 では薄青色で塗ら

れた扇形領域）の内部にある節点の数，w(rI)は重み関数， r I は重心点と節点 I の距

離，h は影響領域の半径（Fig.2.3 参照），u I は節点 I の変位である。なお，重み関

数 w(r I)に関しては，影響半径の内部で 4 次のスプライン関数 2.23)を仮定した。具体

的には次式にて表すことができる。  
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2.3.1(b) 亀裂を含む三角形領域の剛性 

 前項で示した非対称領域における変位場 uMLSM(x)を次式にて定義する。  

)()( T
xpaxu MLSM =                           (2.12) 

ここで，a は未定係数，p(x)は任意の多項式である。式 (2.12)を式 (2.10)に代入すれ

ば，J 値の停留条件により未定係数 a は次式によって得ることができる。  

uxBxAa )()(1−=                           (2.13) 

ここで，  

∑
=

=
n

I

IIIrw
!

T )()()()( xpxpxA                     (2.14) 

{ })()(,),()()( 11

T

nnrwrw xpxpxB L=             (2.15) 

{ }T

21 ,,, nuuu L=u                    (2.16) 

である。したがって，式 (2.13)を式 (2.12)に代入すると，  

∑
=

=
n

I

II

1

MLSM )()( uxxu φ                        (2.17) 

が得られる。ただし，  

( )∑
=

−=
m

j

jIjI B
1

1 )()()()( xxAxpxφ                    (2.18) 

である。ここで，m は p(x)における多項式の項数である。また，式 (2.18)は有限要

素法の形状関数に相当するものであるから，亀裂を含む三角形領域の剛性マトリッ

クス（kM LSM）は式 (2.4)と同様な形式で次式のように表すことができる。  

∫ ∫
−

=
1

0
21

1

0
MLSM

T

MLSMMLSM

1

det ζζ
ζ

ddJt BDBk             (2.19) 

ここで，BMLSM は式 (2.18)を空間微分することによって得られる変位－ひずみマトリ  
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ックスである。  

以上より，三角形領域が亀裂辺をもたない場合においては式 (2.4)，それ以外の場

合は式 (2.19)に基づいた剛性マトリックスを組み立てることで，着目している三角

形領域が完全な連続性を満足する状態（Fig.2.4(a)；弾性状態）から，完全に独立し

た状態（Fig.2.4(d)；破片）に至る過程をシームレスに解析することが可能となる。

ここで，Fig.2.4(d)の破片の状態における剛性は完全に無視されることになる（体積

積分を実施しない領域と定義される）。しかしながら，このような状況が起こった

としても隣り合う要素に健全な辺が含まれていれば計算が不安手になることはな

い。一方，節点に接続している辺の全てが亀裂辺となった場合には連立方程式の求

解は不可能である。そこで，本章ではこのような状況が発生した場合にはひとつ前

のステップの変位を強制変位としてその節点にあたえることで，システムが発散す

ることを防いだ。  

 以上のような処理を行うことによって，１）すべての処理を移動最小自乗法で解

析した場合に生じる影響領域の検索・設定や剛性行列の計算に係る計算時間が増大

する問題，２）有限要素法等で 2 重節点を設けた場合に生じる計算自由度が増加し

て計算規模が大規模化する問題，３）リメッシングなどの高度な付加技術が必要と

する問題，などを回避することが可能となる。  

 

2.3.2 亀裂発生条件と亀裂進展アルゴリズム 

 岩盤の耐力や亀裂の進展挙動を把握するための手法としては増分解析手法が主

に用いられており，各増分段階において要素を 1 つずつ降伏させていく山田の方法

（Rmin 法） 2.27)や幾つかの要素を同時に降伏させ，反復操作にて解を求める Marcal

の方法 2.28)がある。しかしながら，これらの方法では解析領域全体にわたって降伏

する可能性があり，亀裂の局所化を表現することが難しい。  

 そこで本章では，すべての三角形要素の辺上において最大主応力を静弾性解析に

よって求め，それらが解析領域全体において最大となっている辺を亀裂発生箇所と  

(a) (b) (c) (d) 

Elastic Fragment Crack propagation 

Fig.2.4 Process from the elasticity in an element 

Cracked surface 
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定義し，これらを繰り返すことで亀裂進展現象を表現する方法論を採用した。具体

的には，本手法では解析対象に任意の外力を作用させ，辺ごとにその中央点の最大

主応力を求め，その値が最も大きい辺を検索する。すなわち，  

( )0max

1max

1

>= σ
σ

tfr                         (2.20) 

で定義される r が最も小さい辺を検索する。ここで， f t は材料の引張強度，σ1
max は

辺の最大主応力の最大値である。式 (2.20)は亀裂面の候補として検索された辺の最

大主応力が材料の引張強度に達する倍率を意味している。本手法では引張破壊のみ

を考慮している。また，亀裂の主応力方向は考慮してないが，メッシュをより細か

くすることでそれらが与える影響は少ないと考える。  

 2.2 章で示したように，本章では変位法に基づいた定式を行っていることから，

三角形の辺上では 2 つの相異なる応力値が存在する（Fig.2.5 を参照）。そこで本章

では，辺の中央部における 2 つの最大主応力の平均値で式 (2.20)を評価した。  

 さて，各節点における変位や要素における応力値は，式 (2.20)で定義される r を

用いて次式で修正される。  

σσ

uu

r

ri

=

=
mod

mod

                               (2.21) 

(σ1
A

+σ1
B
)/2 

σ1 
σ1

A
 

σ1
B

 

σ1
A

: Maximum principal stress of A 

σ1
B

: Maximum principal stress of B 

σ1: Maximum principal stress on boundary 

Fig.2.5 Maximum principal stress on element boundaries 

Stress filed of element A 

Stress filed of 

element B 
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ここで，u i
mod および σ

mod はそれぞれ各節点の修正変位および各要素の修正応力であ

る。以上のことをまとめると以下のようになる。  

Step1 解析条件に基づいて微細な外力または強制変位を与え，静弾性解析を行う  

Step2 三角形辺上の最大主応力を算出し，解析領域全体で最大となる辺を検索し

“亀裂面”と定義する  

Step3 Step2 で定義された辺上の最大主応力が引張強度に達する倍率を式 (2.20)に

より算出する  

Step4 Step3 の倍率を Step1 の節点変位および要素応力に乗じて真の解とする  

Step5 Step2 で追加された新しい亀裂面を有するモデルを対象とし，Step1 に戻る  

Fig.2.6 Flow-chart of the proposed approach 

No 

Start 

Read mesh dataset 

Read fracture network 

RGNT-based stiffness 

With crack? 

MLSM-based stiffness 

Set boundary condition 

Add to global stiffness mat.  

Solve linear equation 

Search new crack edge 

Modify physical value 

Unstable? 

Stop 

Yes 

No 

Yes 
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 以上の操作を解析対象全体のひずみエネルギーが低下するまで繰り返すことで

三角形辺にて定義された亀裂が進展することになる。本手法では，静弾性解析を繰

り返し実施することになることから，解析が不安定になる可能性は低く，ロバスト

な亀裂進展解析が期待できる。Fig.2.6 に本手法のフローチャートを示した。なお，

本章では解析対象が完全に 2 分化される等，解析領域が不安定になった場合，すな

わち，連立一次方程式の解が求まらない場合を“不安定状態（Fig.2.6 の Unstable）”

と定義して解析を終了することにした。   
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2.4 亀裂進展パターン解析法の性能評価 

 

 本章では，提案手法の弾性領域における精度と得られる亀裂進展パターンの妥当

性について考察する。なお，式 (2.4)や式 (2.19)で用いられる応力－ひずみマトリッ

クスを変えることで三角形領域の内部における非弾性的な挙動も考慮することが

可能であるが，本論文では三角形領域内部に関しては弾性状態のみを考えるものと

する。また，MLSM で定義する変位場の多項式は，Fig2.4(a)～ (c)の状態，すなわち

弾性状態においては完全 1 次多項式を仮定した (p
T
(x)={ 1, x, y } ; m=3)。したがって，

式 (2.14)の A(x)の逆行列を得るためには，少なくとも 3 つの衛星節点を必要とし，

亀裂を表現するためには 4 個以上の衛星節点が必要となる。そこで，本章では，こ

れ以降全ての例題において，影響領域内部の節点が 10 個前後となるように影響半

径を動的に変化させて設定した。また，解析領域境界において変位の非適合状態が

生じないように，境界条件が与えられている節点を持つ要素には亀裂が発生しない

ことを仮定した。  

 

2.4.1 弾性状態における精度 

 ここで，RGNT を用いた場合の弾性解の計算精度を確認する。本節は，得られる

解の数値のみに着目して議論を進めるため，単位については特に指定しない。Fig2.7

に自由端に放物線上の荷重を（P=1.0）が作用する片持ち梁モデル（L=10.0，D=1.0，

t=1.0） 2.29)を示す。本例題においては，次式に示す変位誤差ノルム ||E||u の収束性に

ついて検証する。  

( ) ( )∫Ω
Ω−−= dE

u

exactTexact uuuu                     (2.22) 

ただし，  

{ }T
u vu=                            (2.23) 

である。ここで，Ω は三角形領域，u は変位の数値解析解，u
exac t は Timoshenko の

変位解であり，本論文では Timoshenko の解 2.29)， 2.30)を厳密解として扱うことにす

る。具体的に示すと，u
exac t は次式で表すことができる。  

( ) ( ) 

















−++−−=

4
236

6

2
2exact D

yxxL
EI

Py
u ν                (2.24) 

( ) ( ) ( ) 







−+++−= 2

2
2exact 354

4
3

6
xxL

xD
xLy

EI

P
v νν             (2.25) 

ここで，E はヤング率，ν はポアソン比， I（=D
3
/12）は断面二次モードである。  

 固定端（Fig.2.7 の左端部）の境界条件は，変位の厳密解を強制変位として与え 2.29)，

ヤング率は 100.0，ポアソン比は 0.2 を仮定した。また，この問題におけるメッシ

ュ分割パターンは，4×40，5×50，6×60，7×70，8×80，9×90，10×100，11×110 の合

計 8 パターンとした。なお，メッシュ形状は Fig2.7 に示すような直角二等辺三角形

とした。  
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 Fig.2.8 に，節点数と変位誤差ノルムの関係を示す。なお，水平軸には節点数の平

方根を対数化した値を示している。また，RGNT の比較対象として，定ひずみ三角

形要素を用いた有限要素法による解（Fig.2.8 では“FEM(CST)”と表記）も同時に示

した。  

 Fig.2.8 より，RGNT と定ひずみ三角形要素（CST）の収束率 R はほぼ等しく，そ

れぞれ R=2.1 と R=2.0 であった。また，精度に関しては RGNT のほうが断然に良い

ことが同図よりわかる。したがって，本要素を用いることで弾性域においては CST

を用いた有限要素法よりも高精度な解が得られることがわかる。  

 

2.4.2 GFEM と MLSM 混在時における一定ひずみ場の表現 

 本章では，亀裂周辺の変位を移動最小自乗法によって決定される場に置き換える

ために，周辺の三角形領域の境界上における変位の連続性は保証されず，非適合状

態となる。また，移動最小自乗法では節点の値と近似場の値が必ずしも一致しない

ために，境界条件が付与される位置では Lagrange の未定乗数法やペナルティー法

などの付加的な処理を施す必要がある 2.23)。  

 そこで，本章では境界条件が与えられている節点を持つ要素には亀裂が発生しな

いことを仮定した。すなわち，境界条件が設定されている三角形領域では有限要素

近似のみが適用される。しかしながら，領域内部の亀裂が増加するにつれて，すな

わち，解析領域内部における移動最小自乗法による近似の数が増加するにつれて，

システム全体における解が収束しない恐れがある。そこで，本節では Fig.2.9(a)に

示すような正方形領域の境界に式 (2.26)および式 (2.27)で表わされる変位量を仮定

したパッチテストを実施し，一定ひずみ条件における解の収束性を確認した。  

 

xxu 002.0)( =                               (2.26) 

yyv 0006.0)( −=                             (2.27) 

 

ここで，u(x)および v(y)はそれぞれ解析領域境界における x 方向変位および y 方向

変位である。本例題では Fig.2.9 にあるように， 5×5(mm)の正方領域の内部に

1×1(mm)の小領域を定義し，この小領域では移動最小自乗法が適用され，それ以外

の領域では有限要素近似が適用される。したがって，この例題において，要素サイ

ズが無限小の場合にパッチテストに合格すれば近似手法としては一定ひずみ条件

を数学的に満たすことになる。  

 本例題では節点数が 218，526，1028，2021，3948 および 9857 の場合を仮定し，

前節同様に式 (2.22)に基づいて節点数と変位の誤差ノルムの関係を調べることにし

た。参考までに，Fig.2.9(b)には節点数が 218 および 2021 の場合のメッシュ分割図

を示した。  

 Fig.2.10 に，節点数と変位誤差ノルムの関係を示す。なお，水平軸には節点数の

平方根を対数化した値を示し，鉛直軸にはそれぞれの誤差ノルムを対数化した値を

示している。同図より，節点数の増加に伴って誤差ノルムは小さくなる傾向がみら

れる。したがって，移動最小自乗法と一般化有限要素法を組み合わせても要素サイ  
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Fig.2.9 Analytical model for patch test 

(b) Examples of mesh division model 

#Node: 218 #Node: 2021 

(a) Analytical condition 

RGNT interpolation area 
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Fig.2.10 Relationship between the number of node and error-norm in displacement 
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ズを小さくすれば一定ひずみ条件を満足できることがわかった。  

 

2.4.3 中央切欠きを有する梁の曲げ問題 

 Gálvez et al.
2.31)は，Fig2.11(a)に示すような中央切欠きを有する梁（スパン長：

600mm，梁せい：150mm，梁の厚さ：50mm）の 3 点曲げ問題において生じた亀裂

進展の様子について議論している。本節では，この実験において得られた亀裂進展

の様子と提案手法にて得られた解析結果と比較する。解析では，境界条件として，

梁の下端部において中央から 75mm および 300mm 離れた個所を，それぞれ垂直方

向固定および完全固定とし，梁上部においては中央から 150mm 離れた個所に強制

変位を作用させた（Fig2.11(a)参照）。また，材料特性として，ヤング率 E は 3,8000 

(N/mm
2
)，ポアソン比 ν は 0.2，引張強度 f t は 3.0 (N/mm

2
)に設定した。解析に用い

たモデルは要素数 15333，節点数は 7863 である。Fig.2.11(b)にメッシュ分割モデル

を示す。なお，本メッシュモデルは，亀裂が進展する領域を考慮し，梁の中央部右

寄りの部分において要素幅が小さくなるように設定した。なお，本例題は解析領域

内部において応力が集中的に生じることから，亀裂進展挙動は材料の非均質性より

も外力による応力集中の程度に依存すると考えられる。したがって，ここでは材料

の非均質性は考慮しないものとした。  

 Gálvez et al.
2.31)の実験によると，亀裂は中央切欠きの先端部分に発生し，その後

外力作用点の方向に曲線を描きながら進展していくことが分かっている。Fig.2.12

に本手法によって得られた亀裂進展の様子を示す。同図より，亀裂は中央の切欠き

先端に発生し，弧を描くように外力作用点の方向に進展している様子がわかる。

Gálvez et al.
2.31)は，切欠き先端部で発生した亀裂は梁上部中央から測って右側 30～

40mm の範囲に到達することを実験において確認している。同図 (d)に示しているよ

うに本解析における到達点は，梁上部中央から右側約 35mm の地点となり，実験よ

り得られた到達点の範囲に合致する結果となった。したがって，梁の曲げ問題にお

いて得られる亀裂パターンの精度は比較的高いと考えられる。  

 

2.4.4 円孔を有する試験体の一軸圧縮問題 

 ここでは，一軸圧縮を受ける円孔を有する試験体の亀裂進展挙動について議論す

る。試験体寸法は，Tang et al.
2.32)の研究と同様に Fig.2.13(a)に示すような長さ 170mm，

幅が 50mm の試験体を仮定し，試験体中央部には直径 20mm の円孔を設けた

（Fig.2.13(a)中の各個内の数字は，各円孔の中心座標を意味している）。試験体の

材料特性として，ヤング率 E は 60 (GPa)，ポアソン比 ν は 0.2，引張強度 f t は 20 (MPa)

と仮定し，解析は変位制御にて行った。なお，Tang et al.
2.32)は試験体の材料分を確

率密度関数である Weibull 分布に従った形で導入しているが，本手法ではそれらの

平均値を与えることとした。  

 Fig.2.13(b)にメッシュ分割モデルを示す。なお，本解析例においては，前項の問

題とは異なり，亀裂の進展個所を明確には事前予測することができないことから，

メッシュ幅は解析領域全体に渡って一様に設定した。また，節点数は 12933，要素

数は 25448 である。  
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#Element: 15333, #Node: 7863 
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(a) Analytical model 

(b) Mesh division model 

Fig.2.11 Analytical and Mesh-division model for 3-point bending test 

E: 38000 (N/mm
2
) 

f t: 3.0(N/mm
2
) 

v: 0.2 
Thickness (t): 50(mm) 

Fig.2.12 State of the crack propagation in 3-point bending test 
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 Fig.2.14 には Tang et al.
2.32)の結果をもとに改めて図化したもの，Fig.2.15 には本

提案手法による亀裂進展の様子を示した。一般に，一軸圧縮を受ける円孔板におけ

る亀裂は，円孔の上下端部に発生し，試験体の上下方向に直線的に進展していくこ

とが知られており，Tang et al.
2.32)の結果も本提案手法による結果も同様な結果が得

られている。また，圧縮応力の値と亀裂進展の関係も定性的にはほぼ一致する結果

となった。したがって，本提案手法は本例題のような応力が著しく集中するような

問題に対しても有効であることが確認された。  

 

 

 

 

 

 

 

Fig.2.13 Uniaxial compression model with a hole 

Unit: mm 

170 

E: 60 (GPa
 
) 

f t: 20 ( MPa
 
) 

v: 0.2  

Thickness (t): 5 (mm) 

20mm 

y 

x 

(25, 85) 
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(a) Analytical model (b) Mesh division model 

# Element: 25448 

# Node: 12933 
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Fig.2.15 State of the crack propagation results with the proposed method 

(a) 18.6MPa (b) 19.7MPa (c) 22.7MPa (d) 24.3MPa 

(a) 18.1MPa (b) 19.7MPa (c) 22.4MPa (d) 24.5MPa 

Fig.2.14 State of the crack propagation result by Tang et al.
2. 31)
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2.4.5 貫通切欠きを有する試験体の圧縮問題 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ここでは，Fig.2.16 に示すような一辺が 150mm の正方形板に 2 つの切欠きが設置

されている問題 2.33)を扱う。同図に示すように，本例題におけるメッシュ幅は前節

同様に一様とした。材料特性については，ヤング率 E は 27.8(N/mm
2
)，ポアソン比

ν は 0.2，外力は変位制御によって作用させた。  

 Zhu and Tang
2.33)の実験によると，本例題では，載荷初期段階においては 2 つの切

欠き先端部分に応力集中箇所が発生し，その後，1 つの切欠き先端で発生した亀裂  

Fig.2.16 Double Center Notch (DCN) model 

(b) Mesh division model 

(#Element: 34560, # Node: 17551) 

1
5

0
 

Unit: mm 

50 50 50 

E = 27.8MPa 

ν = 0.2 

(a) Analytical model 

6
0
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が卓越し，試験体の上下方向に進展していく。このとき，もう片方の切欠き先端に

発生した亀裂に関してはそれと同時には進展せず，先に卓越した亀裂が試験体の上

下面に達した直後に進展を開始する，という結果が得られている。  

 Fig.2.17 に本手法で得られた亀裂進展の様子を示す。同図より，亀裂は Zhu and 

Tang
2.33)の結果と同様に，亀裂の“種”が両切欠き先端部分において発生し，その

後，片方の切欠き先端部分に発生した亀裂が卓越し，試験体の上下面方向に進展し

ている。そして，この亀裂が試験体の下面に達した後，もう片方の切欠き部分の先

端から新たな亀裂が進展する結果となった。また，亀裂の方向も実験結果と同様に

載荷軸に平行となった。さらに，同図 (c)， (d)において，亀裂が境界で集積してい

る様子が見られるが，これは Rao et al.
2.34)の実験においても観察されているもので

ある。このような非対称なモードに分析する亀裂の進展はメッシュ分割の非対称性

によるところが大きいと考えられるが，本手法は亀裂進展過程に関する問題にも適

用可能であると考えられた。  

 以上のように，本手法を用いることによって，定性的ではあるが脆性固体におい

て比較的よく見受けられる複雑な亀裂パターンを精度よく再現できることがわか

った。   

(a) 150step 

Fig.2.17 State of the crack propagation in DCN model 

(b) 300step 

(c) 450step (d) 600step 
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2.5 不連続岩盤モデルの亀裂進展解析 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.5.1 回転自由度有する三角形要素 

 先在亀裂が多数存在する岩盤に地震力などの突然の外力が作用した場合，先在亀

裂のネットワークは岩盤自体の力学特性や耐力に多大な影響を与えると考えられ

る。そこで本章では，岩盤中における地下水の浸透流問題において主に用いられる

亀裂ネットワークモデル 2.20)に基づいた不連続岩盤をモデル化し，それが圧縮力を

受けた場合の亀裂進展挙動について議論することにする。  

 本章では，亀裂ネットワークに関しては，Ankesh et al.
2.35)が用いた亀裂セットの

うち，Table.2.1 に示す 3 つの異なる亀裂セットを用いることにした（表には方位角

の具体的な値とその分散値が示されている）。また，先在亀裂は Table1 の分散値

が成立するような正規分布を仮定し，解析領域内部にランダムに配置した。なお，

亀裂の長さは 10～50mm の範囲で次式が成立するように設定した。  

nN
L

F
1

=                                 (2.28) 

ここで，L は亀裂長さ，FN は L よりも大なる亀裂の累積度数，n はべき乗定数であ

り本章では n=3.1 とした。  

 Mean AZ (Deg) Variance AZ 

Fracture-set 1 47.473 60.74 

Fracture-set 2 102.753 57.16 

Fracture-set 3 162.830 57.48 

Table.2.1 Mean azimuth angles and their variance 

Unit: mm 

Fig.2.18 Rock mass model based on DFN model 

1
0

0
 

100 

E: 97 (N/mm
2
) 

f t: 3.0 (N/mm
2
) 

v : 0.25 

Thickness (t): 1.0 (mm) 

Pre-existing cracks 
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 Fig.2.18 に圧縮外力を受ける不連続性岩盤モデルを示す。本例題おいては，ヤン

グ率 E は 97.0 (N/mm
2
)，ポアソン比 ν は 0.25，引張強度 f t は 3.0 (N/mm

2
)と仮定した。

また，解析は変位制御にて行った。Fig.2.19 に Fracture-set 1 を用いた場合（Model 1），

Fig.2.20 に Fracture-set 1，2 および 3 を組み合わせた場合（Model 2）の亀裂ネット

ワークモデルとメッシュ分割図を示す。なお，節点数および要素数は，Model 1 に

関してはそれぞれ 39317 および 78102，Model 2 に関してはそれぞれ 39583 および

78628 である。同図より，Model 1 の先在亀裂は，斜め右上方向にほぼ一様な分布

を示し，Model 2 の場合は 3 つの方向の亀裂がランダムに配置されていることがわ

かる。また，そのネットワーク構造は極めて複雑であるにも関わらず，先在亀裂面

に沿ったメッシュ分割が実現されていることがわかる。  

 Fig.2.21 および Fig.2.22 に Model 1 および Model 2 における亀裂進展の様子を示

す。Fig.2.21 より，亀裂は亀裂ネットワークで仮定された亀裂の方位角の方向に沿

って進展していることがわかる。これらの亀裂は，初期の段階では領域全体に渡っ

て発生している。そして，その後ある特定の箇所に集中的に発生していることがわ

かる。すなわち，亀裂は自然発生的にある特定の部分に集中化し，大規模な不連続

面を形成していることがわかる。  

 一方，Model 2 に関しては，Fig.2.22 より，複数の方向に亀裂が進展しているこ

とがわかる，そして，ある特定の複数の部分において亀裂の集中化が見受けられる。

この亀裂の集中化は亀裂のネットワークがより多くの交差している部分で見られ

た。  

 以上の計算結果より，亀裂性岩盤おける亀裂進展は先在亀裂の分布状態に極めて

依存することがわかった。一般的に，岩盤中の亀裂の進展は微細亀裂の方向に依存

することがわかっており 2.36)，本結果はそれを裏付ける結果となった。したがって，

先在亀裂を加味した亀裂進展解析は岩盤の破壊面や損傷部位の特定に大いに約立

つものと考えられる。   
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 Fig.2.20 Mesh division model based on Fracture-set 1, 2 and 3 (Model 2) 

(a) DFN model based on Fracture-set 1, 2 and 3 

(b) Analytical model based on Fracture-set 1, 2 and 3 

(# Element: 78628, #Node: 39583) 

Fig.2.19 Mesh division model based on Fracture-set 1 (Model 1) 

(a) DFN model based on Fracture-set 1 

(b) Analytical model based on Fracture-set 1 

(# Element: 78102, #Node: 39317) 
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(a) 450step 

Fig.2.22 State of the crack propagation in Model 2 

(b) 900step (c) 1350step 

(d) 1800step (e) 2250step (f) 2700step 

(a) 450step 

Fig.2.21 State of the crack propagation in Model 1 

(b) 900step (c) 1350step 

(d) 1800step (e) 2250step (f) 2700step 
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2.5.2 ひずみ自由度を有する三角形要素 

 次に，本要素は Tian et al.
2.14)によって開発された超高精度要素である“ひずみ自

由度を有する三角形要素”の変位場は次式に示す。  

∑
=








 −+−+−−=
3

1

)(
2

1
)()(

i

iixyiixiiii Nyyxxyyuu γεθGNT
           (2.29a) 

∑
=








 −+−+−+=
3

1

)(
2

1
)()(

i

iixyiiyiiii Nxxyyxxvv γεθGNT
           (2.29b) 

ここで，εx は x 方向のひずみ，εy は y 方向のひずみ，γxy はせん断ひずみである。こ

の変位場は，回転自由度を有する三角形要素よりも弾性問題において高精度な解を

得ることが可能である。本項では，弾性領域において式 (2.29)を用いて不連続岩盤

モデルの亀裂進展解析を行う。  

 Fig.2.23 に不連続岩盤モデルを示す。本例題おいては不連続岩盤モデルの寸法を

200 mm×100 mm とし，材料特性に関しては前項の例題同様に，ヤング率 E は 97.0 

(N/mm2)，ポアソン比 ν は 0.25，引張強度 f t は 3.0 (N/mm2)と仮定した。また，解析

は変位制御にて行った。Fig.2.24 に Fracture-set 1 を用いた場合（Model 3），Fig.2.25

に Fracture-set 1，2 および 3 を組み合わせた場合（Model 4）の亀裂ネットワークモ

デルとメッシュ分割図を示す。なお，節点数および要素数は，Model 3 に関しては

それぞれ 40260 および 79876，Model 2 に関してはそれぞれ 32076 および 63574 で

ある。同図より，Model 3 の先在亀裂は，Fig.2.19 同様に，斜め右上方向にほぼ一

様な分布を示し，Model 4 の場合は，Fig.2.20 同様に，3 つの方向の亀裂がランダム

に配置した。両図ともに先在亀裂面に沿ったメッシュ分割が実現されていることが

確認される  

 Fig.2.26 および Fig.2.27 に Model 3 および Model 4 における亀裂進展の様子を示

す。両図ともに RGNT 同様に，Model 3 では亀裂は亀裂ネットワークで仮定された

亀裂の方位角の方向に沿って進展し（Fig.2.26 参照），Model 4 に関しては，複数

の方向に亀裂が進展していることが確認された。ひずみ自由度有する三角形要素に

おいても亀裂性岩盤おける亀裂進展は先在亀裂の分布状態に極めて依存すること

が確認された。  
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Unit: mm 

Fig.2.23 Fractured rock mass model based on DFN 

1
0

0
 

200 

E: 97 (N/mm
2
) 

f t: 3.0 (N/mm
2
) 

v: 0.25 
Thickness: 1.0 (mm) 

Pre-existing cracks 

Fig.2.24 Mesh model based Fracture-Set 1 (Model 3) #Element: 79876, #Node: 40260 

Fig.2.25 Mesh model based Fracture-Set 1, 2 and 3 (Model 4) #Element: 63574, #Node: 32076 
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Fig.2.26 State of the crack propagation in 

Model 3 

(a) 500step 

(b) 1000step 

(c) 1500step 

(d) 2000step 

(a) 500step 

(b) 1000step 

(c) 1500step 

(d) 2000step 

Fig.2.27 State of the crack propagation 

in Model 4 
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2.6 結語 

 

 本章では，岩盤中に存在する亀裂群を亀裂ネットワークモデルにてモデル化し，

複雑な先在亀裂パターンを三角形メッシュの境界で直接的に考慮可能な数値解析

手法を提案した。本章で得られた結果を以下に列記する。  

 

1) 回転自由度を有する三角形要素の重心点を移動最小自乗法の近似点として定義

付けることで三角形要素の辺を亀裂面として扱うことが可能となった。これに

よって，三角形要素が弾性状態から破壊に至る過程をシームレスに計算できる

ようになった。  

2) 本手法によって得られる亀裂進展パターンは，既存の実験結果と高い精度で一

致することがわかった。  

3) 本手法により，亀裂ネットワークモデルに基づいた亀裂進展解析が可能となっ

た。  

4) 亀裂ネットワークを考慮した亀裂進展解析の結果，得られる亀裂パターンは亀

裂ネットワークに極めて依存した形で現れた。そして，ある特定の箇所に集中

化し，大規模な破壊面を形成することがわかった。  

本章で扱った三角形領域は弾性状態のみを仮定している。したがって，実現象に

より近い形のシミュレーションを実現するためには，三角形要素の内部において，

弾塑性モデル等の非線形モデルを導入する，あるいは亀裂面（要素辺）においてば

ね剛性などのすべりを考慮したモデルを導入する必要がある。特に，岩盤解析にお

いてはすべり面を考慮することが極めて重要であると考えられ，例えば，剛体ばね

モデル 2.9)などの要素境界にせん断ばねモデル等を導入できる手法を本手法に追加

適用することで，これらのことを考慮することも可能である。また，亀裂ネットワ

ークが大型化，複雑化するにつれて計算規模も大型化することが容易に予想される

ことから，本手法の大規模計算への応用展開も重要な課題となる。また，実験値と

の定量的な評価が不足しており，これらのことについても今後の課題となろう。  
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離散亀裂進展解析手法の開発および性能評価 

Development of Discrete Crack Propagation Analysis Method for 
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3.1. 緒言 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

岩石やコンクリートなどの脆性材料には様々な破壊パターンが存在する。これは，

材料の微視的構造に起因している場合が多く，特に岩石においては空隙，先在亀裂，

不均一に分布している材料物性，あるいは岩石自体の生成過程など様々な要因が複

雑に絡み合っている。たとえば，琉球列島に広く分布している砕屑性の琉球石灰岩
3.1)に関しては（Fig.3.1 を参照），巨視的には多数の空隙や亀裂が分散し，微視的

には多角形状の粒子が複雑に重なり合っている構造を有している。したがって，岩

石自体の強度は極めてばらついた形となって現れる 3.2)  - 3.4)。このような不確実な部

分の多さが相俟り，琉球列島においては琉球石灰岩を主とする岩盤の崩落事故が現

在もなお頻繁に起こっている事実もある 3.5)。以上のように，琉球石灰岩などの堆

積岩に関しては構造的に不確定な要素が多いことから，破壊力学的にも未解明な部

分が多いのが現状である。  

さて，近年の計算機性能の発達に伴って，有限要素法（FEM） 3.6)や有限差分法

（FDM），最近ではメッシュフリー法や粒子法等の要素を用いないメッシュレス法

の研究が工学の様々な分野で盛んに行われ，固体力学，流体力学等の連続体問題に

適用され，あらゆる問題に応用されるようになった 3.7) - 3.14)。現在に至っては，こ

れらの手法は工学上の問題や現象を解明するためのツールとして欠くことのでき

ないものとなっている。  

不連続性岩盤の変形および破壊挙動を解析する手法は，主に，１）亀裂を等価な

連続体に置き換える手法，２）離散的に亀裂をモデル化する方法に大別することが

できる 3.15)。前者には，等価弾性体モデル 3.16)，3.17)，クラックテンソル理論 3.18)など，

後者には個別要素法（DEM）3.19)，不連続変形法（DDA）3.15)， 3.20)，剛体ばねモデル

（RBSM） 3.21)，FESM（Finite Element Spring Model） 3.22)などが挙げられる。  

Fig.3.1 An example of Ryukyu lime stone 

(a) Appearance (b) Microstructure (SEM images) 
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等価弾性体モデルでは，巨視的な破壊領域を加味した岩盤の力学特性を評価する

ことが可能であるが，岩石の微細構造（以後，粒子と呼ぶ）の界面におけるすべり

や微細亀裂を考慮することは難しい。一方，個別要素法や不連続変形法では陽な形

で岩盤の亀裂を組み込むことが可能であるため，不連続性を有する岩盤斜面の挙動

などの問題に適している。一方，剛体ばねモデルや FESM においては，粒子の微細

構造を疑似的に評価することができるが，剛体ばねモデルに関しては，弾性域にお

ける挙動の精度に問題が残されている。FESM に関しては，連続体から不連続体ま

でを含めて，変形，破壊挙動の解析に適用することが可能であることから，その詳

細な検討は現在も進められている。さらに，亀裂を陽な形で考慮する手法として，

拡張有限要素法（X-FEM）3.23)， 3.24)，境界要素法（BEM）3.25)， 3.26)，Cellular automaton

（CA） 3.27)， 3.28)，Rock failure process analysis（RFPA） 3.29) - 3.31)などが挙げられる。

X-FEM は，亀裂面等の不連続面を亀裂周辺の要素節点に新たな自由度ならびに内

挿関数を付加することで表現する手法であり，BEM も同様に，亀裂面等の境界に

内挿関数を付加し境界を表現する手法である。CA は解析領域を Cell と呼ばれる格

子にて離散化し，Cell の大きさ，状況，近傍の Cell に応じて，時々刻々と状態を変

化させる手法である。また，Tang によって開発された RFPA は，材料の非均質性を

考慮した有限要素法に基づき，複雑な破壊の非線形挙動を簡素化した近似式にて表

現した不連続解析手法である。しかしながら，上記の手法は亀裂面が増加すると共

に，亀裂境界における方程式の増加や応力緩和の収斂計算負荷が増加するなど，解

の収束に関する問題が残っている。  

このように，極めて不確実な力学的挙動を示す岩盤に対する数値計算手法は，こ

れまで多くの研究者らによって提案されてきている。このような状況下の中，松原

らもまた，高精度解析手法の確立を指向し，節点をベースとした数値計算手法を提

案してきた 3.12)  - 3.14)。しかしながら，岩石特有の微細構造，空隙および先在亀裂の

影響を同時に考慮でき，かつ弾性変形から破壊に至るまでの亀裂進展挙動を高精度

に解析できる手法の確立については，未だ発展途上の段階である。  

以上のような背景のもと，本章では，砕屑性の堆積岩を対象に，粒子を多角形で

近似し，岩石自体の亀裂は各粒子の界面にて発生することを仮定とした節点ベース

の離散亀裂進展解析法を提案する。具体的には，弾性問題において高精度な解を得

ることのできる Enriched Free Mesh Method（EFMM）3.10)  - 3.12)と，任意の位置で高精

度 な 近 似 関 数 を 得 る こ と が で き る 付 帯 条 件 付 き 多 次 元 移 動 最 小 自 乗 法

（C-MultiMLSM：Multi-dimensional Moving Least Squares Method with Constraint 

condition） 3.14)を併用することで，固体の弾性状態から破壊に至る過程をロバスト

に解析できる新たな解析手法を提案することを目的とする。  
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3.2. Enriched Free Mesh Method (EFMM)  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.2.1 概要 3.10) - 3.12) 

EFMM は節点に接続されている要素群（2 次元領域では三角形要素群（Fig.3.2 を

参照），3 次元領域では四面体要素群），すなわち局所パッチを用いて節点の剛性

を評価する手法である。本手法では，変位場は局所要素ごとに，応力場は局所パッ

チごとに定義されており，それぞれが独立している。変位場と応力場を関連付ける

方法としては，最小自乗法 3.10)と Hellinger-Reissner の変分原理 3.11)， 3.12)によるもの

が提案されているが，本章では変位の連続性が保障されている後者を採用すること

にした。以下では，二次元領域における節点剛性マトリックスの算出方法を概説す

る。  

Hellinger-Reissner の変分原理に基づいた u - σ 仮定型の汎関数は次式で示される
3.6)。  

∫∫

∫∫

ΓΩ

ΩΩ

−

Γ−Ω−

Ω+Ω−=∏

dd

dd,

tubu

uBσσDσuσ

TT

T1T

2

1
)(

                   (3.1) 

ここで，σ は応力，u は変位，B は変位－ひずみマトリックス，D は応力－ひずみ

マトリックス，b は体積力， t は境界 Γ における表面力，Ω は局所パッチ領域であ

る。一般に，Hellinger-Reissner の変分原理を FEM に適用する場合，変位場および

応力場は一つの要素にて定義される 3.6)。これに対して EFMM では，変位場は要素

ごとに，応力場は局所パッチごとに定義される。ここで，応力場ならびに変位場を

次式で定義する。  

i

u uNu =                                   (3.2a) 

exPσ )(=                                  (3.2b) 

Patch-wise strain/stress field 

Satellite nodes 

Central node 

Fig.3.2 Patch-wise and element-wise concepts in a local mesh 

Element-wise displacement field 
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ここで，N
u は定ひずみ三角形要素の形状関数，u i は各節点における変位，P(x)は応

力場に関する任意の関数，e は応力場に関する未定係数である。なお本章では，応

力場を完全一次多項式にて定義した。  

 式 (3.1)の停留条件より，次式に示すマトリックス方程式が得られる。  









=














−

fu

e

C

CA 0

0T
                            (3.3) 

ただし，  

∫Ω
− Ω= d)()( 1T

xPDxPA                              (3.4a) 

∫Ω Ω= dBxPC
T)(                                 (3.4b) 

( ) ( )∫∫ ΓΩ
Γ+Ω= dd uu

tNbNf
TT

                        (3.4c) 

ここで，“T ”は転置を意味している。式 (3.3)から，未定係数 e を静的縮約すると次

式が得られる。  

fuK =EFMM                                  (3.5) 

ただし，  

CACK 1T
EFMM

−≡                              (3.6) 

である。マトリックス KEFMM は，有限要素法における剛性マトリックスに相当する

ものである。なお，下付き添え字は，後述する C-MultiMLSM により算出される剛

性マトリックス（KC-Mult iMLSM）と区別するために表記している。  

 

3.2.2 評価節点における積分領域 

式 (3.5)によって中心節点 i における剛性マトリックスを得るためには，節点ごと

に領域積分を実行する必要がある。節点ごとに積分を実施する方法に関して，節点

積分法 3.12),  3.32)  - 3.34)があるが，これらは節点周りの領域の面積を乗じることで求め

ている。そこで，本章ではこれらの研究を参考にして，Fig.3.3 に示すように中心節

点ごとに局所的な領域を定義し，Gauss の数値積分を用いて評価することにした。

具体的には，解析領域全体における積分の重複を避けるために，隣合う要素におけ

る要素の内接円内の点同士を結ぶことで生成される領域を積分領域とした。Gauss

の数値積分に関しては，内接円内の点，内接円内の点同士を結ぶ線分と各要素の辺

との交点および中心節点からなる三角形領域に適用した。本手法により，中心節点

i における剛性マトリックス KEFMM は，  

( ) ( ) ( )∑∑
= =

−
=

s gN

s

N

g

gsgsgsgs

gw
1 1

,1,T,,
EFMM CACK                 (3.7) 

にて表すことができる。ここで，Ns は中心節点周りの積分領域における三角形領

域の数，s は着目している三角形領域の番号，Ng は三角形領域における Gauss の積  
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分点の数，g は着目している Gauss の積分点，wg は Gauss の重み関数である。なお，

後述する C-MultiMLSM の W は移動最小自乗法における重み関数であり，式 (3.7)の

wg とは異なるものである。  

 

 

  

Integration domain 

Gaussian Point 

Central node 

Integration domain 

Boundary of integration domain 

Fig.3.3 Illustration of integration domain 
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3.3．粒状構造を考慮した離散亀裂進展解析手法 

 

 Fig.3.1 に琉球石灰岩の一例を示したように，堆積岩は粒子状の微細構造を有して

いる場合が多く，一般に粒子界面の強度は低い。したがって，堆積岩における亀裂

は微視的には主に粒子界面に沿って進展していくことが考えられる。そこで本章で

は，岩石を構成する粒子を 3.2 章で定式化した EFMM の積分領域とし，亀裂は Fig.3.3

に示した積分領域の境界に沿って進展する離散亀裂進展解析法を提案する。すなわ

ち本手法では，積分領域と岩石を構成する粒子の形状は等しいと仮定する。粒子を

EFMM の積分領域として定義することで，式 (3.2b)により粒子内部における応力場

を任意に仮定することが可能である。更には，積分領域をランダムな形状に設定す

ることで，複雑な粒子形状の設定も可能となる。以下では，粒子界面における応力

の評価方法と亀裂発生後の節点剛性の算出方法を示す。  

 

3.3.1 亀裂進展解手法および粒子界面における亀裂発生応力の算出法  

 岩石の耐力や亀裂の進展挙動を把握するためには，増分解析手法が主に用いられ

ており，各増分段階で要素を 1 つずつ降伏させていく山田の方法 (Rmin 法 )3.35)， 3.36)

や幾つかの要素を同時に降伏させ，反復操作にて解を求める Marcal の方法 3.37)があ

る。しかしながら，これらの方法では解析領域全体にわたって降伏する可能性があ

り，亀裂の局所化を表現することが難しい。  

 そこで本章では，すべての粒子界面における最大主応力を静弾性解析によって求

め，それが解析領域全体において最大となっている粒子界面を亀裂発生箇所と定義

し，これを繰り返すことで亀裂進展現象を表現する方法論を採用した。具体的には，

本手法では解析対象に任意の外力を作用させ，粒子界面ごとに界面の最大主応力を

求め，最大主応力が最も大きい粒子界面を検索する。すなわち，  

( )0max
1max

1

>= σ
σ

Q
tfr                      (3.8) 

で定義される r が最も小さい粒子界面を検索する。ここで，f tは材料の引張強度，σ1
max

は粒子界面の最大主応力の最大値である。式 (3.8)は，亀裂面の候補として検索され

た粒子界面の最大主応力が材料の引張強度に達する倍率を意味している。なお本章

では，亀裂の発生に関しては，材料の引張強度のみを考慮しており，せん断強度は

考慮していない。したがって引張応力が発生しない場合，すなわち，解析領域にお

ける粒子界面の主応力が全て圧縮になった場合，解析は終了する。  

 3.2 章で示したように，EFMM では節点ごとに応力場が設定されることから，

Fig.3.4 に示すように粒子界面では相異なる応力値が存在する。そこで本章では，粒

子界面の中央部における 2 つの最大主応力において，高い値の方を粒子界面の中央

部における最大主応力とし，式 (3.8)を評価した。すなわち，前章同様に，本手法に

おいても引張破壊のみを考慮し，亀裂の進展方向は先在亀裂の方向に仮定する。  

 さて，各節点における変位および応力値は，式 (2.21)同様，式 (3.8)で定義される r

を用いて次式で修正される。  
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Fig.3.5 Relationship between central node and satellite nodes after cracked 

Integration domain 

(a) Occurrence of crack surface 

Other nodes 

Satellite nodes 

Central node 

Crack surface 

(Discontinuity surface) 
Discontinuity surface 

(b) Fragment 

σ1 

σ1
CN (=σ1

max) 

σ1
SN  

σ1
CN: Maximum principal stress of CN 

σ1
SN: Maximum principal stress of SN 

σ1: Maximum principal stress on boundary 

Fig.3.4 Maximum principal stress on boundary surface in integration domain 

Central node (CN) 

Satellite node (SN) 
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ii r uu =mod                                 (3.9) 

ii r σσ =mod                                (3.10) 

ここで，u i，σ i は各節点における変位ならびに応力，u i
mod，σ i

mod は各節点の修正変

位ならびに修正応力である。以上の操作を解析対象全体のひずみエネルギーが低減

するまで繰り返すことで粒子界面にて定義された亀裂が進展することになる。本手

法では，静弾性解析を繰り返し実施することになることから，解析が不安定になる

可能性は低く，ロバストな亀裂進展解析が期待できる。  

 

3.3.2 亀裂発生後における節点剛性の評価方法：C-MultiMLSM の導入  

Fig3.5 に示しているように，亀裂が生じた状態において，中心節点と衛星節点が

亀裂面を介して関連付くことはない（すなわち，不連続面が存在する）。しかしな

がら，EFMM における変位は局所パッチ上で連続であるから，EFMM では粒子界面

における亀裂を評価することができない。そこで本章では，亀裂発生箇所と判断さ

れた粒子界面を有する節点に関しては，付帯条件付き多次元型移動最小自乗法

(C-MultiMLSM ： Multi-dimensional Moving Least Squares Method with Constraint 

condition)3.14)により定義される変位場を用いて解析を行うことにした。以下に

C-MultiMLSM に基づいた節点剛性の算定方法を示す。  

 

(a) C-MultiMLSM における誤差評価 3.14) 

Fig.3.6 に，移動最小自乗法（MLSM：Moving Least Squares Method）と付帯条件

付き多次元型移動最小自乗法（ C-MultiMLSM： Multi-dimensional Moving Least 

Squares Method with Constraint condition）の概念図を示す。同図に示すように，

C-MultiMLSM は，Lancaster & Salkauskas3.38)によって開発された，1 次元の誤差空

間（Fig.3.6(a)を参照）における MLSM を，多次元の誤差空間における近似法に拡

張し，さらに回転やひずみ等の物理量が節点の変位関数の自由度として定義付ける

ことができるような付帯条件を付与した手法である。ここで付帯条件とは，内挿さ

れた変位の値をその点に離散化された変位の値に拘束するという拘束条件を意味

する 3.39)。すなわち，評価点 i で定義されている関数 f(x,y) においては次式を満足

することを意味する。  

iii fyxf =),(                              (3.11) 

ここで，x i，y i は評価点の座標値である。式 (3.11)は，x = x i，y = y i のときに評価点

i における値 f i を必ず通過することを意味している。したがって，評価点において

計算された関数の値と評価点における値に誤差が生じることはない。  

 つぎに，節点 i にて設定された影響半径（任意の節点に影響を及ぼす円領域の半

径：Fig.3.7 を参照）内に存在する n 個の近傍節点の物理量を利用して，節点 i の物

理量を補間する問題を考える。デカルト直交座標系 (x, y)で定義された l 個の物理量   

f1(x,y)， f2(x,y)，…， f l(x,y)が，m 個のパラメータ α1，α2，…，αm を介して関連付け  
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Fig.3.6 Illustration of MLSM and C-MultiMLSM 

……  

(a) MLSM (b) C-MultiMLSM 

δf1 δf1 δf1 

δf2 δf2 

δf3 

Fig.3.7 Illustration of displacement field based on C-MultiMLSM 

h  

Influence domain 

Central node 
Radius of integration area 

Crack surface 

(Discontinuous surface) 

(a) Concept of influence domain (b) Influence domain in cracked place 

Satellite nodes 

h 

Other nodes 
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られているとする。このとき，節点 i の関数値と計算値の間に生じる残差の平方和

は，重み係数を考慮すると次式で定義される。  

( )jjjj
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l
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h

kiji

yyyxxx

fyxfhrWJ
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             (3.12) 

ここで，J i は残差の平方和，W(r i j, h)は重み関数， r i j は節点 i と節点 j の距離，h は

影響半径（任意の節点に影響を及ぼす一定領域の半径，Fig.3.7(a)を参照）である。

なお重み関数は，影響領域の範囲外でゼロとなるような関数であり，2 章同様（式

(2.11)を参照）に，本章においても次式で表される 4 次のスプライン関数 3.40)を用い

た。  
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(b) C-MultiMLSM に基づく節点の変位場 

ここでは，式 (3.12)で示した評価関数を用いて，近傍粒子の変位で評価節点 i の

変位場を離散化することを考える。並進方向変位に関して，任意の点 (x, y)に位置す

る節点 i 周りにて，2 次の項までテイラー展開すると，次式が得られる。  
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また，ひずみおよび回転は，弾性理論（微少変形理論）によって次式のように定義

される。  
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∂
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ここで， εx は x 方向のひずみ， εy は y 方向のひずみ， γxy はせん断ひずみ，θ は回転

である。したがって，式 (3.14)に式 (3.15)の関係式を適用すると，節点 i まわりの変

位 (u, v)は次式のようになる。  

uu
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ここで，  
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( )T,,,,,, yixyxixyyiyxiyyixxixixyiyixi

u γγεεεεγεεθ=D    (3.17b)  

である。式 (3.16)および式 (3.17)において，u i および v i は中心節点 i の並進方向変位，

θ i は中心節点 i の回転，ε ix，ε iy，ε ixy は中心節点 i のひずみ，ε ix ,x，ε ix ,y，ε iy ,x，ε iy ,y，γ ixy ,x，

γ ixy ,y は中心節点 i のひずみの微分量であり，“, x”は x 方向微分，“, y”は y 方向微分

を意味している。本論文では，ひずみの空間微分量，すなわち ε ix ,x，ε ix ,y，ε iy ,x，ε iy ,y，

γ ixy ,x， γ ixy ,y を曲率自由度と定義する。この項を考慮することで曲げが卓越する問題

や比較的複雑な応力場を持つような問題に対して高精度な解が期待できる。なお，

変位 ( u, v )に対して，回転およびひずみのみを考慮（1 次のテイラー展開）した場

合，式 (3.17)は次式のようになる。  
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( )Tixyiyixi

u γεεθ=D                    (3.18b)  

 次に，式 (3.16)にて定義した節点の変位場を C-MultiMLSM に適用する。式 (3.16)および

式 (3.17)を式 (3.12)に適用すると，節点 i の評価関数 J i は次式となる。  
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(3.19) 

ここで，n は近傍粒子数である。式 (3.19)の評価関数が最小となるためには，次式を

満足する必要がある。  
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0
T
=

∂

∂
u

iJ

D
                            (3.20) 

式 (3.20)を係数ベクトル D
u でまとめると次のマトリックス方程式が得られる。  

uuu yx bDA =),(2                          (3.21) 

ここで，式 (3.21)の A2
u(x, y)（10×10 のマトリックス）や  ベクトル b

u は式 (3.20)を

マトリックス形にまとめることで陽な形で得ることができる。ここで，式 (3.21)の

ベクトル b
u は次式に示すようにマトリックス分解することができる。  

juCb ⋅= uu                             (3.22a) 

T
1111j )( −−= nnii vuvuvu Lu                (3.22b) 

ここで，マトリックス C
u はベクトル b

u に含まれている係数をマトリックス形式に

展開したものである。u j は任意の評価節点 i および近傍節点の自由度 ( u j, v j )である。 

式 (3.21)および (3.22)より，評価節点 i の変位場 uC-Mult iM LSM  (u, v)は，近傍節点の変

位で離散化することができる。すなわち，式 (3.16)の節点 i の変位関数は次式のよ

うに表すことができる。  

jMultiMLMSC u⋅+
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=− Nu
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v

u

v

u
                  (3.23) 

ただし，  

uuu yxyx CAFN
1

22 )),((),( −≡                   (3.24) 

である。ここで，uC-Mult iMLSM は C-MultiMLSM に基づいて定式化した変位場であり，

式 (3.2)の変位場とは異なる。また N も同様に，C-MultiMLSM に基づいて定式化し

た変位関数であるため，式 (3.2)の形状関数とは異なるものである。なお，中心節点

i の変位場として式 (3.18a)の F1
u(x, y)を適用した場合におけるマトリックス N の導

出方法も上記と同様であり，この場合のマトリックス A1
u(x, y)のサイズは，4×4 と

なる。  

 

(c) C-MultiMLSM に基づいた節点剛性マトリックス 

 ここでは，式 (3.23)で表わされる評価節点の変位場を利用して，評価節点におけ

る剛性マトリックスを導出する。式 (3.24)の空間微分を行うと，  
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となる。ここで， (A2
u(x, y)) -1 の空間微分は，A2

u(x, y)・ (A2
u(x, y)) -1=I であることに

注意して，以下のように求めることができる 3.40)。  
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したがって，式 (3.25)および式 (3.26)を利用することで，有限要素法のひずみ‐変位

マトリックスに相当するマトリックスを BC-Mult iM LSM 導出することが可能となる。よ

って，節点 i の剛性マトリックスは，仮想仕事の原理により，有限要素法と同様な

形式で次式のように求めることができる。  

MultiMLSMCMultiMLSMC
T

−−Ω
=Ω∫ uKσε d                 (3.27) 

ただし，  

∫Ω −−− Ω= dMultiMLSMC
T

MultiMLSMCMultiMLSMC BDBK           (3.28) 

Dεσ =                            (3.29) 

である。ここで，Ω は Fig.3.3 に示す積分領域の体積である。よって，本手法は弾

性領域においては変位場を要素で，応力場を要素の集合体で定義し，亀裂発生箇所

に関しては，EFMM の応力場は排除し，変位場を要素から影響半径内の領域（影響

領域：Fig.3.7 を参照）を変位場とし定義することで不連続面を考慮した解析を行う

ことになる。以上より，亀裂界面を有する中心節点の剛性は式 (3.28)で評価し，そ

れ以外の剛性は式 (3.6)で評価することで，粒子界面に沿った亀裂の進展を扱うこと

が可能となる。  

 

(d) 影響領域の動的設定 

 亀裂界面が存在する粒子における節点剛性は，式 (3.28)で求めることができるが，

亀裂界面の増加にともない，影響領域内に関連する節点が少なくなり，最終的に関

連する節点が全く存在しない場合が想定される。このような事態が生じると，式

(3.24)の A2
u(x, y)の逆行列が存在せず，解析が破たんする。  

 そこで本章では，このような事態を避けるために，式 (3.17a)の変位関数の次数を，

領域内の節点数に合わせて低下させることにした。具体的には，任意の節点周りの

衛星節点数が 10 以上の場合（Fig.3.7(b)を参照）は，二次の変位関数（式 (3.17a)）

を用い，10 未満かつ 4 以上の場合は一次の変位関数（式 (3.18a)），4 未満かつ 1 以

上の場合は回転項のみ（式 (3.17a)における回転項にあたる成分のみ），そして任意

の節点に関連する節点がなくなった場合，つまり，中心節点の周りの粒子界面全て

が亀裂になった場合（Fig.3.5(b)を参照）は，式 (3.17a)のすべての成分をゼロとし，

中心節点の変位場を式 (3.23)の右辺第一項のみに変更する。したがって，この粒子

は破片領域（他の構造に影響を与えない領域）として定義される。本手法は，個別

要素法（DEM）や不連続変形法（DDA）等の動的つり合い式を用いた不連続解析手

法ではないため，破壊により連続体がいくつかの塊に分離するといった現象を表現

することはできないが，破片を表現することは可能である。本手法により，粒状構

造を有する脆性材料において，その弾性状態から破壊に至る過程をロバストに解析

することが可能となる。  
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 本手法の計算フローチャートを Fig.3.8 に示す。なお，本数値解析に用いた計算

機の性能は，メモリが 2Gbytes，コンパイラは gcc version 4.5，CPU は Intel® Core™ 

i7-960，OS は Fedra release 14 (Laughlin)である。また，第 3.5 章以下に示す亀裂進

展解析は，この計算機を用いて数時間程度の計算時間であったことを明記しておく。 

  

Fig.3.8 Flow-chart of the proposed approach 
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3.4. 静弾性問題における EFMM の精度 

 

本章では，EFMM の弾性問題における理論解に対する計算精度の検証を行う。特

に，Fig.3.3 に示す積分領域をランダムに変化させた場合における解の精度について

議論する。なお，本章では，得られる解の数値のみに着目して議論を進めるため，

単位については特に指定しない。  

 

3.4.1 片持ち梁における精度評価 

 本章では，弾性状態にある箇所では EFMM が用いられる。また，亀裂が存在し

ない箇所においても EFMM の近似解を用いる。そこで，ここでは EFMM の弾性状

態における精度を検証するために，Fig.3.9 に示す片持ち梁（L = 8.0，d = 2.0，t = 1.0）

の自由端に放物線状の荷重（P = 1.0）が作用する静弾性問題 3.41)を対象とし，次式

に示す変位誤差ノルム | |E||u とエネルギー誤差ノルム | |E||e の収束性について検証す

る。なお，本論文においては，Timoshenko の解 3.41)， 3.42)を厳密解として扱うことに

する。  

∫Ω Ω−−= dE u )()(|||| exactNumericalTexactNumerical uuuu            (3.30a) 

∫Ω Ω−−= dE e )()(
2

1
|||| exactNumericalTexactNumerical

σσεε           (3.30b) 

である。ここで，u
Numerica l，ε

Numer ica l，および σ
Numerica l はそれぞれ変位，ひずみおよ

び応力の数値解析解であり，u
exac t，ε

exac t，および σ
exac t はそれぞれひずみおよび応

力の厳密解である。変位および応力の厳密解は次式で表わされる。  
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P
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ここで， I(=d
3/12)は断面二次モーメントである。また，ひずみの厳密解は，次式に

示すように応力の厳密解に応力‐ひずみマトリックスの逆行列 D
-1 を乗じて算出し

た。  
exact1exact

σDε
−=                          (3.32) 
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Fig.3.9 Timoshenko’s cantilever beam (8.0×2.0) 

E = 1000.0, v = 0.2 P=1.0 

L = 8.0  
d

 =
 2

.0
 

Thickness (t) =1.0 

x 

y 
exact

yu ),0(
 exact

yv ),0(
 

-5.00 

-4.00 

-3.00 

-2.00 

-1.00 

0.00 

0.00 0.50 1.00 1.50 2.00 

△ FEM (CST) ： R = 2.0
○ EFMM ： R = 2.9

R

1

log(sqrt(N))

lo
g(

||E
|| u

)

Fig.3.10 Distribution of the error norm in displacement (EFMM v.s. FEM(CST)) 
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固定端（Fig.3.9 の左側）の境界条件は，Fig.3.9 に示しているように，変位の厳

密解を強制変位として与え 3.42)，ヤング率 E は 1000.0，ポアソン比 ν は 0.2 を仮定

した（Fig.3.9 を参照）。また，この問題において，8×2，16×4，24×6，32×8，40×10，

48×12，56×14，64×16，72×18，80×20，88×22，96×24 の 12 パターンの要素分割モ

デルを用いた。なお，本問題において積分を評価する際の積分領域は，隣合う要素

における要素の内接円の中心を結んでできる領域を積分領域とした。  

 Fig.3.10 および Fig.3.11 に，それぞれ，節点数と変位誤差ノルムおよび節点数と

エネルギー誤差ノルムの関係を示す。なお，水平軸には節点数の平方根を対数化し

た値を示し，鉛直軸にはそれぞれの誤差ノルムを対数化した値を示している。また，

EFMM の比較対象として，定ひずみ三角形要素を用いた有限要素法における解も同

時に示した。なお，以下に示す FEM とは定ひずみ三角形要素を用いた有限要素法

のことである。  

Fig.3.10 より，変位誤差ノルムの値は，8×2 の最も粗である要素分割モデルにお

いて，EFMM では 6.20×10 -2，FEM では 2.29×10 -1 となり，96×24 の最も密である

要素分割モデルにおいては，EFMM では 9.41×10 -5，FEM では 2.95×10 -3 となり

EFMM は FEM よりも要素分割によらず高い精度となった。また，要素分割を細か

くしていくことでその差が広がっていくことが分かった。  さらに，厳密解への収

束率 R を比較すると，EFMM は R=2.9，FEM は R=2.0 となり，収束率に関しても

EFMM が FEM よりも高い結果となった。  

つぎに，エネルギー誤差ノルムの EFMM と FEM の比較を行う。Fig.3.11 より，

要素分割が 8×2 において，EFMM は 2.61×10 -1，FEM は 1.94×10 -1 となり，96×24

において，EFMM は 7.70×10 -3，FEM は 2.45×10 -2 となり，要素分割が粗い場合に

おいては FEM が，要素分割が細かい場合においては EFMM の解の精度が高くなる

ことが分かった。また，厳密解への収束率 R の比較を行うと，EFMM は R=1.9，FEM

は R=0.9 となり，これも変位誤差ノルムと同様に，EFMM が FEM よりも高い値と

なった。   

以上より，EFMM は本例題に関しては，定ひずみ三角形要素を用いた有限要素法

よりも精度が高い手法であることが確認された。すなわち，試験体の一部が弾性状

態となっている場合，亀裂が生じていない領域に関して高精度な解が期待できる。

なお，より詳細な精度検証に関しては参考文献 3.10)を参照されたい。  

 

3.4.2 積分領域の変形と精度の関係 

前節では，隣合う要素の内心点を結んでできる領域を積分領域とした。しかしな

がら，岩石を構成する粒子の形状は多種多様である。したがって，Fig.3.12 に示す

ように，様々な形の粒子が存在する可能性がある。そこで，本節では積分領域の変

形にともなう精度の変化に対する検証を行う。ここで，積分領域の変形を 1 要素で

検証した場合，EFMM の変位場は FEM と等価であるため，ここでは複数の要素を

用いて検証を行った。3.2 章で示したように，EFMM における積分領域は隣合う要

素における要素の内接円内の点（以下，内円点と呼ぶ）同士を結ぶことで構築され

ている。この内円点は，各要素にて定義された内接円の半径に乱雑度 q rand（0≦q rand   



85 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig.3.13 Integration domains with increasing q rand  

(a) q rand: 0.0 (b) q rand: 0.5 (c) q rand: 0.99 

Nodes 

Integration area 

Boundary of integration area 

Movable range of inner point Small Large 
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≦1.0：q rand = 1.0 の時内接円の半径と等しい）で定義されるランダムな係数を乗じ

て定義される任意の半径内に設定される。すなわち，Fig.3.13 に示すように乱雑度

qrand が大きいほどに積分領域は歪な形に設定されることになる。このような設定は

ランダムな形の亀裂面（すなわち，ランダムに設定された粒子の界面形状）を自動

的に生成することを意図している。  

本節では，上記で定義した乱雑度 q rand を変化させることによって，EFMM で得ら

れる解に変動がみられるかどうかを検討する。Table.3.1 に，各要素分割モデルにお

いて， q rand を 0.1 刻みに 0.0～0.8 まで与え，積分領域を変形させた時の誤差ノルム

の平均値，標準偏差を示す。同表より，変位誤差ノルム，エネルギー誤差ノルムと

もに，8×2 の最も粗である要素分割モデルにおける標準偏差は，10 -3 のオーダー程

度であることから，積分領域の変形が解析精度に及ぼす影響は少ないと考えられる。

したがって，積分領域の境界にて定義される粒子界面をランダムに設定しても問題

はないと考えられた。なお，本章における以下の例題では，q rand を 0.1 に設定し解

析を行った。  

 

 

  

Model
||E||u ||E||e

平均 標準偏差 平均 標準偏差

8×2 5.96×10-2 1.20×10-3 2.58×10-1 2.07×10-3

16×4 1.03×10-2 4.24×10-4 1.04×10-1 1.09×10-3

24×6 3.70×10-3 3.53×10-4 5.90×10-2 2.66×10-4

32×8 1.73×10-3 1.98×10-4 3.87×10-2 3.26×10-4

40×10 9.98×10-4 1.54×10-4 2.79×10-2 1.98×10-4

48×12 6.31×10-4 1.13×10-4 2.14×10-2 1.01×10-4

56×14 4.37×10-4 1.15×10-4 1.71×10-2 3.67×10-5

64×16 3.25×10-4 1.08×10-4 1.41×10-2 6.95×10-5

72×18 2.45×10-4 8.65×10-5 1.18×10-2 3.02×10-5

80×20 1.90×10-4 7.29×10-5 1.00×10-2 3.75×10-5

88×22 1.62×10-4 9.03×10-5 8.84×10-3 8.18×10-5

96×24 1.34×10-4 8.40×10-5 7.70×10-3 4.30×10-5

Table.3.1 Evaluation of the error norms with shape of integrate area 
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3.5．離散亀裂進展解析手法の性能評価：亀裂進展経路に関する検討 

 

 ここでは，本論文で提案している離散亀裂進展解析手法の妥当性を検討するため

に，中央切欠きを有する梁の曲げ問題および複数の円孔を有する試験体の一軸圧縮

問題における亀裂進展パターンに関する本手法の精度について議論する。  

 

3.5.1 中央切欠きを有する梁の曲げ試験 

 Galvez et al.3.43)は，Fig.3.14 に示すような中央切欠きを有する梁（スパン長：600mm，

梁せい：150mm，梁の厚さ：50mm）の 3 点曲げ問題において生じた亀裂進展の様

子について議論している。本節では，この実験において得られた亀裂進展の様子と

本提案手法にて得られた解析結果とを比較することにする。解析では，境界条件と

して，梁中央部から 75mm および 300mm 離れた箇所をそれぞれ垂直方向固定およ

び完全固定とし，梁中央から 150mm 離れた箇所に外力を作用させた。また，材料

特性として，ヤング率 E は 38000 (N/mm2)，ポアソン比 ν は 0.2，引張強度 f t は 3.0 

(N/mm2)に設定した。  

Fig.3.15 に解析モデルを示す。本解析における要素分割に関して，要素幅は解析

領域全体に渡って一様に設定した。また，節点数は 3643，要素数は 7016 である。  

 Fig.3.16 に解析によって得られた亀裂進展の様子を示す。梁中央の切欠き先端に

亀裂発生し，外力作用点方向に進展している様子が分かる。Galvez et al.の実験にお

いても同様な結果が得られており，亀裂は梁上部の中央から 30～40mm の範囲に到

達する，との報告がなされている（同図 (B)参照）。本解析における到達点は梁中

央部から 40mm の地点となり，亀裂は実験より得られた到達点の範囲内の結果とな

った。したがって，本手法は亀裂進展挙動を再現できる手法であることが分かった。 

 

3.5.2 複数の円孔を有する試験体の一軸圧縮試験 

ここでは，一軸圧縮を受ける円孔を有する試験体の亀裂進展挙動の検討を行う。

試験体寸法は，Fig.3.17 に示すように，長さ 200mm，幅が 100mm，厚さが 50mm の

試験体であり，試験体内部には，直径の異なる複数の円孔を設けた（Fig.3.17 中の

括弧内の数字は，各円孔の中心座標である）。試験体の材料特性として，ヤング率  

E は 30000 (N/mm2)，ポアソン比 ν は 0.25，引張強度 f t は 2.4 (N/mm2)と仮定した。

また，解析は変位制御にて行った。Fig.3.18 に解析モデルを示す。なお，亀裂進展

の箇所が不明確であるため，本モデルにおけるメッシュ幅は，前節と同様に，一様

に設定し，円孔の数を 1，3 および 5 の計 3 パターンの計算モデルにて解析を行っ

た。それぞれのモデルにおける節点数は，7197，6112 および 5521 である。  

Fig.3.19 に亀裂進展の様子を示す。一般的に，一軸圧縮を受ける円孔板（円孔の

数は 1 つ）における亀裂は，円孔の上下端部に発生し，試験体の上下方向に直線的

に進展していくことが知られている 3.44)。Fig.3.19(A)より，亀裂は，本解析におい

ても円孔の上下端部に発生し，粒子界面の影響を受けながら試験体の上下面に向け

て進展していく結果が得られた。円孔の数を増やした場合の亀裂進展挙動を，

Fig.3.19(B)および (C)に示す。Fig.3.19(B)より，円孔の数が 3 つの場合，亀裂進展開  
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Fig.3.14 Boundary condition for 3-point bending test 

E: 38000 (N/mm2) 
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Fig.3.15 Analytical model for 3-point bending test 
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 Fig.3.18 Analytical model for uniaxial compression model 

(a) #Hole: 1 

(#Element: 14016 
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Fig.3.17 Uniaxial compression model with multi-holes 
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Fig.3.19 State of the crack propagation for uniaxial compression test with multi-holes 

(c) Number of holes: 5 

(b) Number of holes: 3 

(a) Number of holes: 1 
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始直後は各円孔の上下端部から試験体の上下面に向けて進展している様子が伺え

る。しかし，亀裂が進展するに伴い，各亀裂は隣接する円孔に流れるように進展し，

円孔同士が連結する結果となった。また，Fig.3.19(C)に示すように，円孔の数を増

やした場合も円孔数が 3 つの場合同様に，初期亀裂は直径の大きな円孔の上下端部

において発生し，円孔同士が亀裂によって連結するような形となった。上記の結果

は，筆者の予備解析（要素分割を粗くした場合あるいは細かくした場合）において

も，亀裂の進展経路は粒子形状の違いによって若干異なるものの，進展方向は全て

一致する結果が得られている。これは，Tang et al.3.44)が行った解析結果とほぼ同様

である。  
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3.6. 先在亀裂を含む試験体の破壊プロセス解析 

 

Fig.3.1 にも示したように，多くの岩石の中には無数の先在亀裂が存在している。

これらの亀裂は大小様々であるが，亀裂の量や分布が要因となって大規模な破壊に

つながる可能性もある。3.3 章で説明したように，本章で提案している離散亀裂進

展解析手法では，粒子界面における界面亀裂を任意に設定することも可能である。

したがって，解析を実行する前に，粒子界面における亀裂を先在亀裂としてランダ

ムに設定しておくことで，試験体における先在亀裂の影響を疑似的に加味した亀裂

進展解析を行うことができる。そこで本章では，本手法の応用例として，先在亀裂

の分布の違いに伴う亀裂進展挙動の変動について議論することにする。  

Fig.3.20 に示すように，一辺が 150mm の正方形板に 2 つの切欠きが設置されてい

る問題 3.45)を扱う。材料特性については，ヤング率 E を 27.8(N/mm2)，ポアソン比 ν

を 0.2 に仮定し，外力は変位制御によって作用させた。Fig.3.21 にメッシュ分割モ

デルを示す。なお，本例題においては，試験体の空隙は考慮しないものとした。  

Zhu and Tang3.45)によると，本例題では，はじめ 2 つの切欠き先端部分に応力集中

部が発生し，その後，1 つの切欠き先端から亀裂が卓越する。実験では，この時点

においてもう片方の切欠きからの進展は確認されず，最初に発生した亀裂が試験体

の上下面に達した後に進展が開始することが分かっている。  

Fig.3.22(A)に本手法で得られた，“先在亀裂「なし」（同図においては「Pre-existing 

cracks: 0%」と表記）”の場合の亀裂進展状況を示す。亀裂は，Zhu and Tang3.45)の

結果と同様に，片方の切欠き上下先端部分から亀裂が発生し，試験体の上下面方向

に進展していることが分かる。そして，亀裂が試験体の上面に達した後，他方の切

欠き部分の亀裂が進展している。一方，Fig.3.22(B)および Fig.3.22(C)は，先在亀裂

は，それぞれ先在亀裂の分布が一様になるように発生させた場合の結果である（乱

数の発生は C 言語の疑似乱数関数を利用）。なお，モデル内部に存在する粒子界面

全体の 4%がそれにあたるように設定している。同図の (B)と (C)における先在亀裂の

位置は，一様分布に従って決定しているため，先在亀裂の量は等しいが，先在亀裂

の位置は異なっている。同図から明らかなように，“先在亀裂「なし」”の場合よ

りも多様な亀裂進展の様子が観察できる。Fig.3.22(B)においては，初期段階おける

亀裂進展挙動は“先在亀裂「なし」”の場合と同様に，片方の切欠き上下先端部分

から亀裂が発生し，試験体の上下面方向に進展している。その後，他方の切欠きか

ら亀裂が進展していくが，試験体中央においても亀裂が進展する結果となった。ま

た，Fig.3.22(C)においては，片方の切欠きから亀裂が試験体の上面に進展すると同

時に，他方の切欠きからも試験体の下面に向け亀裂が進展している。また，亀裂進

展の終盤には剛体化した欠片のような部分も観察できる（Fig.3.22(C)の (c)：左側切

欠きの下部分）。このことから，試験体に存在する先在亀裂が，亀裂進展プロセス

に与える影響は極めて大きいことが理解できる  

以上のように，試験体における先在亀裂は，その分布の違いだけでも様々な亀裂

パターンを生み出し，岩石における多様な破壊形態の一要因となっていることが， 
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Fig.3.20 Analytical model for Double Center Notch 
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Fig.3.21 Mesh division model for DCN for proposed method 
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数値シミュレーションの結果からも理解することが可能となった。したがって，本

手法は，このような問題に対しても有効な手段のひとつになり得ると考えられる。 

 

 

  

 (A) Pre-existing cracks: 0% 

(B) Pre-existing cracks: 4% (Pattern: 1) 

Fig.3.22 State of the crack propagation in Double Center Notch model 

(Pre-existing crack 0% v.s. 4%) 

(C) Pre-existing cracks: 4% (Pattern: 2) 

(a) 50step (b) 100step (c) 150step (d) 200step 

(a) 120step (b) 240step (c) 360step (d) 480step 

(a) 120step (b) 240step (c) 360step (d) 480step 
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3.7. 結言 

 

本章では，砕屑性の堆積岩を対象に，粒子を多角形にて近似し，岩石自体の亀裂

は各粒子の界面で発生することを仮定とした節点ベースの離散亀裂進展解析法を

提案した。本手法は，弾性状態においては，Enriched Free Mesh Method（EFMM），

亀裂を含んでいる場合には，付帯条件付き多次元移動最小自乗法 (C-MultiMLSM：

Multi-dimensional Moving Least Squares Method with Constraint condition)を用いるこ

とで，ロバストな解析を実現している。本章で得られた結果を以下に列記する。  

 

1. EFMM と C-MultiMLS 法に基づいた，ロバストな離散亀裂進展解析法を定式化

した。  

2. EFMM の静弾性問題における精度は有限要素法（定ひずみ要素を用いた場合）

よりもはるかに高く，積分領域の変形がその精度に及ぼす影響は極めて少ない

ことが示された。  

3. 中央切欠きを有する試験体の曲げ試験の亀裂進展挙動に関して，本手法による

結果は Galvez らの実験時における亀裂進展挙動とほぼ一致した。  

4. 一軸圧縮を受ける円孔を有する試験体に関して，亀裂が円孔の上下端部から進

展する様子を解析することができた。また，複数の円孔を有する場合において

は，亀裂は円孔同士を連結するように進展することが分かった。   

5. 岩石等に先在する亀裂を考慮した解析を行い，亀裂進展パターンが先在亀裂に

極めて依存していることが分かった。  

本論文では，EFMM と C-MultiMLS 法を併用した亀裂進展解析手法を開発し，弾

性状態における精度や亀裂進展パターンに関して検討した。しかしながら，本手法

を岩盤崩壊解析などの実問題に適用するためには，3 次元問題への拡張や大規模解

析への展開が必要となる。特に，実形状を考慮した解析を行う際には，これらの事

項は必須であることから，今後は，本手法の応用展開を積極的に進めていく必要が

ある。  
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第 4 章 Material Point Method（MPM）における 

エネルギー変動問題に対する抑制手法の提案とその検証 

Development and Verification of Energy Suppression Scheme for the 

Material Point Method (MPM) 
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4.1. 緒言 

 

土石流や地すべり等の斜面崩壊は，降雨等により地盤内に水が溜り弱面（すべり

面）が形成され，抵抗力が弱くなり一気に滑り落ちる，マルチフィジックスな現象

である。地盤の大変形，崩壊現象を精度よく評価することは，地盤内部の状態を高

い精度で把握することが容易ではないことから，極めて困難な問題である。例えば，

地すべりや土石流等の地盤の大変形問題の安定性を評価する場合，円弧・非円弧す

べり法やニューマーク法等を用いてすべり面を計算により算定し，すべり面の上部

に存在する移動層の密度などの材料特性等を考慮し安全率を加え評価されている
4.1)。しかしながら，この方法は極限平衡状態のみに着目しており，地盤等の変形に

ついては考慮されていない。そのため，必ずしも計算による算定通りのすべり面と

は成らない場合がある 4.2)。また，材料特性が複雑な場合のすべり面の算定は極め

て困難となる。  

近年，地盤や岩盤の崩壊，変形，移動挙動等の物理特性を評価するための手法と

して，数値シミュレーション技術が積極的に適用されている。  斜面崩壊等の大変

形を考慮する手法には，ジョイント要素を用いた有限要素法（FEM）4.3)，有限差分

法（FDM）4.4)， 4.5)，個別要素法（DEM）4.6)，不連続変形法（DDA）4.7)  -  4 .9 )などが挙

げられる。しかしながら，有限要素法では，要素の大きな変形に伴って計算破綻や

精度低下等の問題が生じる場合がある 4.10)， 4.11)。また，地すべり現象における移動

層（土塊）の分離現象を再現することは難しく，岩盤崩落等の岩塊が明確に分離す

る現象を安定的に解くことは極めて困難である。有限差分法に関しては，支配方程

式である運動方程式を陽解法にて定式化することにより，安定した解析を行うこと

は可能であるが，解析対象の形状が複雑形状化するにつれモデル化が困難となるた

め，岩盤内の先在き裂や微細構造等の複雑形状を考慮することは難しい。個別要素

法においては土粒子や岩盤ブロックを剛体と仮定しているため，ブロックの変形を

考慮することができず，さらに，ブロック同士の接触に関して力学的に曖昧な定義

が使われているため，土石流を含む流砂のような現象においては粒子間の衝突や回

転，エネルギー保存等の問題があり，解の安定性が得られない場合がある 4.12)，4.13)。

不連続変形法において，2 次元問題に関してはある程度精度の良い結果が得られて

いるものの，3 次元問題においてはブロック同士の接触に関する定式化が極めて複

雑であるため 4.14) -  4 .17)，3 次元問題への拡張の足かせとなっていると考えられる。

さらに，大小様々なブロックを有する問題において，ブロック同士の貫入制御が難

しく，ブロック同士の透過やブロックが飛び散るなど実現象では有り得ない挙動が

得られる場合もある。以上のように，不連続岩盤の大変形問題を動的に解析するた

めの数値シミュレーション手法は存在するが，未だ確立されていないのが現状であ

る。  

一方，計算手法の多様化に伴い，SPH 法，MPS 法や RKPM 等の粒子法やメッシ

ュフリー法等の要素を用いないメッシュレス法に関する研究が盛んに行われ 4.18)  -  

4.27)，その簡便さから様々な分野で用いられている。地盤の変形，破壊問題に対し

ても，例えば，液状化現象に対しては，地盤をビンガム流体とし扱った SPH 解析
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4.28)や側方流動を考慮した EFGM 解析 4.29)などがある。また，MPS 法においても，

構成則にモール・クーロンモデルやドラッカー・プラガーモデル等の弾塑性構成則

を適用することで，地盤の大変形や崩壊現象の解析が行われている 4.30) - 4.32)。しか

しながら，上記の手法は，連続体を粒子の集合体として表現するために，ディリク

レ型境界条件の厳密な設定が難しいことが指摘されており 4.33)，地盤の自由表面に

おける解析精度の低下が懸念されている。   

以上のような状況下において，地盤解析分野においては，有限要素法等で用いら

れる Euler 型のアプローチと粒子法等で用いられる Lagragian 型のアプローチを併

用した手法である Material Point Method（MPM）と呼ばれる手法が注目されている
4.34)， 4.35)。MPM は PIC（Particle In Cell）法 4.36)を固体問題に適用した手法であり，

連続体は Lagrange 粒子群にて表現し，支配方程式は粒子群の背面に設けられる

Euler 格子にて解く手法である。本手法は，有限要素法をベースとしており，支配

方程式を Euler 格子で解くことから，SPH 法や MPS 法とは異なり境界条件を設定す

る際に曖昧な定義が無く，ディリクレ型境界条件の設定も容易である。また，異な

る連続体同士の接触に関しても定式化が行われており 4.37)， 4.38)，力学的に曖昧な定

義はなく，数値解析上安定的に解析することが可能な手法である。地盤解析分野以

外においても，破壊力学問題，接触問題，衝突問題等の問題への適用が盛んに試み

られており，その有用性が示されている 4.39) - 4.44)。しかしながら，MPM を用いた

動弾性解析においても，時間増大に伴いエネルギーが増大または減衰するといった

エネルギー変動に関する問題が指摘されている。勿論，この問題に対しては様々な

抑制手法が提案されている 4.45) - 4.48)が，未だその解決には至っていないのが現状で

ある。  

 そこで本章では，動弾性解析における MPM の解の変動特性を把握し，弾性エネ

ルギーの変動に関する抑制手法を提案することを目的とする。また，MPM の比較

対象として，Bardenhagen et al.4.47)により提案された，MPM の高精度手法である

Generalized Interpolation Material Point Method（以下 GIMP と記す）の解も同時に検

証することとした。  
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4.2.  MPM および GIMP の概要 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

前述したように，MPM は Harlow により提案された PIC（Particle-in-Cell）法を固

体力学に応用した手法であり，連続体を Lagrange 粒子（Material Point）群で離散化

し，そして支配方程式の解は，粒子群の背面に設けられる Euler 格子を用いて算出

する手法である（Fig.4.1 参照）。そのため，要素のひずみの増加に伴い計算が不能

になるといった問題は生じず，また有限要素法等で要求される高度なリメッシング

技術の必要が無い手法である。したがって，地すべり問題のような大変形問題に適

している手法であると考えられる。なお，時刻歴計算に関しては，一般的に陽解法

が採用されている。以下に MPM および GIMP の概要を記す。  

 

4.2.1 支配方程式および弱形式化 

 MPM および GIMP は，粒子が持つ物理量を Euler 格子における節点の内挿関数を

用いて Euler 格子に集約させ，Euler 格子にて運動方程式を解き，算出された物理量

を再び内挿関数を用いて粒子に集約することで，連続体の変形，移動現象を表現す

る手法である。このとき，連続体における質量保存則および運動方程式は次式で表

わされる。  

0=⋅∇+ vρ
ρ
td

d
                           (4.1) 

bσa ρρ +⋅∇=                            (4.2) 

ここで，ρ：密度，v：速度，a：加速度，σ：応力，b：体積力である。また，ひず

みと速度およびひずみと応力は次式のように関連付けられる。  

Lagrangian particles 

Eulerian grid 

x 

y 

Continuum: Ωp 

Fig.4.1 Illustration of Material Point Method (MPM) 
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( )T

2

1
vv

ε
∇+∇=

dt

d
                         (4.3) 

εDσ =                                (4.4) 

ここで，ε：ひずみ，D：応力－ひずみマトリックスであり，上付き添え字 T は転置

を意味する。次に，式 (4.2)に任意ベクトル w（境界上：S でゼロとなるベクトル）

を乗じ，Gauss の発散定理を考慮し積分すると，次式のような弱形式化された支配

方程式が得られる。  

∫∫∫∫ ΩΩΩ
Ω⋅+⋅+Ω∇⋅−=Ω⋅ ddSdd

S
bwτwwσaw ρρ          (4.5) 

ここで，Ω：連続体の領域，τ：境界上の応力である。  

 

4.2.2 支配方程式の離散化 

 粒子の内挿関数 χp を次式にて定義する。  

xx ∀=∑ 1)(pχ                         (4.6) 

ここで，x：空間座標である。この粒子の内挿関数を用いると各粒子の体積 Vp，質

量 mp，密度 ρp は次式にて表される。  

∫ Ω∩Ω
Ω=

p

dV pp )(xχ                           (4.7) 

∫ Ω∩Ω
Ω=

p

dm pp )()( xx χρ                         (4.8) 

p

p

p
V

m
=ρ                                 (4.9) 

ここで，Ωp：粒子の内挿関数が作用する領域である。また，粒子の運動量 pp，応力

σp は次式にて表される。  

∫ Ω∩Ω
Ω=

p

dpp )()()( xxvxp χρ                     (4.10) 

∫ Ω∩Ω
Ω=

p

d
V p

p

p

)(
)(

x
xσσ

χ
                     (4.11) 

したがって式 (4.6)より，連続体の質量，運動量は次式より得られる。  

∫∑∫∑ ΩΩ∩Ω
Ω=Ω= ddm

p

p

p

p
p

)()()( xxx ρχρ                (4.12) 

∫∑∫∑ ΩΩ∩Ω
Ω=Ω= dd

p

p

p

p
p

)()()()()( xvxxxvxp ρχρ           (4.13) 

ここで，任意の座標 x における物理量を f(x)は，粒子の物理量 fp を用いると，  

∑=
p

ppff )()( xx χ                       (4.14) 

となる。したがって，式 (4.5)に式 (4.6)～ (4.14)を代入すると，  
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∫∑ ∫

∑∫∑ ∫

⋅+Ω⋅+

Ω∇⋅−=Ω⋅

Ω∩Ω

Ω∩ΩΩ∩Ω

S
p

pp
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p

pp

p

p

dSd
V

m

ddχ
V

m

p

pp

τwbw

wσvw

χ

χ&

      (4.15) 

となる。ここで，vp：粒子の速度，bp：粒子の体積力であり，「・」は時間微分を

意味する。  

 次に，粒子の背面に設けた Nn 個の節点から成る Euler 格子を考える。Euler 格子

における節点の内挿関数 N i（有限要素法における形状関数）を用いると，任意座標

は次式にて表される。  

∑=
nN

i

iiN xxx )(                         (4.16) 

ただし，  

xx ∀=∑ 1)(
nN

i

iN                       (4.17) 

ここで，x i：節点 i の座標値である。この時，任意座標同様に任意ベクトルならび

に任意ベクトルの空間勾配も，  

∑=
nN

i

iiN wxw )(                      (4.18a) 

∑=
nN

i

i
i

d

dN

d

d

x

x
w

x

w )(
                    (4.18b) 

となるので，式 (4.18)を式 (4.15)に代入すると，次式を得る。  
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上式を整理すると，  

extint
iiiim ffv +=&                          (4.20) 

ただし，  

∑=
p

ipppii mm φvv &&                         (4.21) 

∑−=
p

ip

ppi
d

d
V

x
σf

φint                        (4.22) 

∫∑ +=
S

i

p

ipppi dSNm τbf φext                    (4.23) 
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∫ Ω∩Ω
Ω=

p

dχN
V

pi

p

ip )()(
1

xxφ                    (4.24) 

∫ Ω∩Ω
Ω=

p

dχ
d

dN

Vd

d
p

i

p

ip )(
)(1

x
x

x

x

φ
                (4.25) 

ここで，m i：節点の質量， iv& ：節点の加速度，f i
int，f i

ext：節点の内力，外力である。

MPM および GIMP では，粒子の内挿関数に関してはそれぞれ次式にて定義されて

いる。  

ppp V)()(MPM
xxx −= δχ                      (4.26) 



 <Ω∈

=
otherwise

)(

0

1
)(GIMP pp

p

lxx
xχ                 (4.27) 

ここで，χp
MPM，χp

GIMP：それぞれ MPM と GIMP における粒子の内挿関数，2lp：粒

子サイズであり，初期の粒子サイズ 2lp
0 は格子サイズを格子内の粒子数で除すこと

で得られる 4.47)。したがって，一次元における MPM の内挿関数および内挿関数の

空間勾配は，   
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となる。また，GIMP における内挿関数は  
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となり，内挿関数の空間勾配は次式となる。  
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ここで，L：格子サイズである。なお，3 次元における内挿関数は次式より得る 4.49)。  

)()()()( zyx φφφφ =x                         (4.32) 

粒子のひずみ εp ならびに応力 σp は，式 (4.3)， (4.4)より，  
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ε

φφ
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pp εDσ ∆=∆ :                            (4.34) 

となる。ここで，∆t：時間増分である。また，質量保存則（式 (4.2)）より，次式を

得る。  

)(1 p

t

ptt

p
tr ε∆+

=∆+ ρ
ρ                          (4.35) 

このとき，”cpGIMP”は式 (4.35)を用いて次式を満足し  

0
p

tt

p

tt

p ll
∆+∆+ = G

                          
(4.36) 

ただし，  

( ) t

pp

tt

p t GvG ∆∇+=∆+ 1
                      

(4.37) 

である。ここで，G：変形勾配である。また，Wallstedt et al.
4.48)は次式を満たす GIMP

を”uGIMP”としている。  

0
p

t

p ll =
                             

(4.38) 
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4.3 MPM を用いた地盤の大変形解析（北上原斜面崩壊） 4.50) 

 

 近年，地盤工学分野において粒子法（SPH，MPS，EFGM 等）を用いた研究が盛

んに行われている。本節では，その粒子法の一つである MPM を実際に発生した地

すべりへの適用を行い，MPM の有用性を検証する。対象とする地すべりは，2006

年 6 月 10 日に沖縄県中頭郡中城村で発生した北上原地すべりとした。本地すべり

は，移動層の斜面長が 237m、最大鉛直深度が 15.8m4.51)と大規模な斜面崩壊であり，

沖縄県においては特異的な斜面崩壊現象となった 4.52)。また本地すべりに関して，

Tokashiki and Aydan4.53)は Bishop 法，Simple 法，Spencer 法，Aydan 法 4.54)を用いて，

安定解析手法の違いによる内部摩擦角と安全率，間隙水圧と安全率の関係を算出し

考察を行っている。また同論文において，Tokashiki and Aydan は簡易的な解析モデ

ルを作成し移動距離の再現を行っている。そのモデルは，移動層を複数のブロック

に分割し，複数のすべり面から構成される運動方程式を差分法を用いて解くことで

移動層の移動距離の再現を行っているが，移動層の詳細な地すべり崩壊挙動の把握

は行われていない。本章では，MPM を用いて移動層の崩壊挙動の把握ならびにそ

の時の内部の応力についての検証を行った。さらに内部摩擦角の違いによる崩壊挙

動および応力状態の違いについても検証を行った。  

 

4.3.1 北上原斜面崩壊の地質特製および地すべり発生時の環境特性 

 Fig.4.2 に本地すべりの発生箇所を示す。北上原斜面崩壊が発生した地域は，沖縄

県本島の中南部に位置し，東海岸側であった。沖縄県本島の中南部の東斜面側には，

海岸線に平行な北東－南西方向の丘陵が発達しており，多くの地すべり地形が分布

し，地すべり危険個所が複数存在すし，本地すべりの発生箇所もその一つであった。

沖縄県本島の中南部の地質は，島尻層群泥岩であり，沖縄県本島中南部から宮古島

にかけて分布する新第三紀の堆積軟岩である。Table.4.1 に地盤の強度特性を示す。

本地斜面崩壊地帯の地質特性はいくつか調査報告されており 4.53)，地すべり地域の

砂岩は多孔質であり，強度は 300～340 kPa と極めて弱く，泥岩の強度は含水状態

で 1.2～3.6 MPa であったと報告されている。また宜保ら 4.51)， 4.52)によると，粘着力

のピーク強度は 70 ～100 kPa であり，内部摩擦角のピーク強度は 23 から 27 degrees

であり，残留粘着力ならびに内部摩擦角はそれぞれ 0 kPa，11degrees と報告されて

いる。さらに，山口大学の試験結果では，内部摩擦角のピーク強度は 15～29degrees

で，残留内部摩擦角は 9～13degrees であったと報告されている 4.53)。  

斜面崩壊時の降雨状況を Fig.4.3 に示す。斜面崩壊時にはかなりの量の雨が降っ

ており，6 月 7 日から 10 日の午後 4 時までで 152mm の降雨量が確認されている。

本地すべりは 6 月 10 日午後 5 時に発生したと報告されている。したがって，降雨

により間隙水圧が上昇し，その結果，地質的構造弱面が形成され，斜面崩壊が発生

したと考えられる。事実，地質的構造弱面は複数確認されている 4.55)， 4.56)。  
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Fig.4.2 Location map for Kita-Uebaru landslide (Taken by Chen et al.,  2007) 

Kita-Uebaru landslide 

1. Ryukyu-limestone  
2. Shimajiri-mudstone 
3. Strike and dip of Ryukyu-limestone 
4. Strike and dip of Shimajiri-mudstone 
5. Axial of Nakagusuku dome  
6. Fault 

1. 2. 3. 4. 

5. 6. 
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4.3.2 北上原斜面崩壊の解析モデル 

Fig.4.4 に解析モデルを示す。同図 (a)は Tokashiki and Aydan4.53)が北上原斜面崩壊

の動的挙動の再現解析で用いたモデルであり，解析モデルは上部の移動層と下部の

不動層とで成り立つ。同図 (b)には，本解析で用いた解析モデルを示す。解析モデル

における上部の移動層は 15,558 の粒子で表現している。材料特性として，斜面崩

壊時にはかなりの降雨量であったことを考慮し，ヤング率を 1.34 MPa，ポアソン比

0.45 とした。さらに，本地すべりは間隙水の上昇により弱面（移動層と不動層の境

界）が形成され斜面崩壊が発生したことから，弱面付近は間隙水が多いと仮定した。

すなわち，弱面付近の湿潤密度を低く設定した。Fig.4.5 に密度分布を示す。弾塑性

構成則には Drucker-Prager の降伏関数 4.57)， 4.58)を用いた。  

021 =−+= KJIf β                           (4.39) 

ただし，  

)(1 σtrI =                                 (4.40) 








 −== ijijijijij IsssJ δσ
3

1

2

1
2                        (4.41) 

a

a

2tan129

tan

+
=β                             (4.42) 

a

c
K

2tan129

3

+
=                             (4.43) 

ここで，s：偏差応力，a：内部摩擦角，c：粘着力，β，K：材料パラメータを表す。

この時，降雨によるサクションの減少は粘着力を低下させることより，本章では粘

着力は 0 kPa とした。  

 

4.3.3 摩擦面上における接触アルゴリズム 4.59) 

 斜面崩壊や土石流のような流動解析を行う場合には，移動層（Fig.4.4 の上端）が

不動域（Fig.4.4 の下端）を滑り落ちるため摩擦を考慮する必要がある。以下に摩擦

面上における計算方法を示す。  

 まず境界面上の節点において，境界面の接線方向には接線摩擦力，法線方向には

反発力が作用するとし，境界面上を滑る物体と境界面との間に相対速度が生じてい

る場合にはクーロン摩擦力が働き，相対速度が生じない場合，物体に作用している

力と同じ大きさをもつ力が摩擦力として働くものとする。これらの特性は節点加速

度および速度を用いて表現される。次式を満たす時，境界面に対して物体が法線方

向に力が作用する。  

0>⋅ b

i

k

i na                              (4.44) 
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ここで，a
k

i は第 k ステップにおける節点 i の加速度，n
b

i は接点 i の境界面に対する

内向きの法泉ベクトルである。そして，摩擦力は境界面上の節点速度を用いて表さ

れる。すなわち，  

( )
( ) ( )[ ] ( )
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vµ
µ                 (4.45) 

とし，接点加速度次式にて更新し，摩擦力の影響を取り入れる。  
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i sign nanvnnannan ⋅××−××=×× 'µ      (4.46) 

ここで，µ は動粘性係数であり，本研究では 0.1 としている。また法線方向に関し

て，法線成分を 0 にすれば良く次式より表わされる。  

0=⋅ k

i

k

i na                              (4.47a) 

01 =⋅+ k

i

k

i nv                              (4.47b) 
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Fig.4.3 Rainfall of 4 days before the landslide 

Pre-landslide 
 at 4 p.m. on 10 June 2006 

7-June 8-June 9-June 10-June 

Friction angle
(degrees)

Cohesion
(kPa)

Friction angle
(degrees)

Cohesion
(kPa)

Peak 23 - 27 70 - 100 15 - 29 -

Residal 11 0 9 - 13 -

University of the Ryukyus Yamaguchi University

Table.4.1 The friction angle and cohesion for Kita-Uebaru landslide 
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Fig.4.4 Numerical landslide model 

(b) The sliding part 

 

45° 

10° 

24° 0 100 m 

(a) The Landform 

Fig.4.5 The distribution of the mass density for the landslide model (×103  [kg/m3]) 
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4.3.4 数値解析結果 

 Fig.4.6 に時間と移動層先端の到達距離の関係を示す。同図より，内部摩擦角が

25 degrees（ピークの内部摩擦角の範囲内）の時，移動層はほとんど動いていなこ

とが分ける。一方，内部摩擦角が 12 degrees（残留内部摩擦角の範囲内）の時，50

秒間における移動距離は 110.7 m となり，宜保ら 4.52)の観測結果とほぼ同等な値と

なった。このことから，斜面崩壊が発生する時の地盤の強度特性はピーク強度から

著しく低下していることが示唆される。また，Tokashiki and Aydan4.53)の解析結果

（109.87m）と比較すると，解析開始時から 15 秒において，Tokashiki and Atdan の

結果では移動層の移動距離は線型的に増加している。一方で，本解析結果において

は，二次関数的に移動距離が増加していることがわかる。すなわち，本解析結果で

は斜面崩壊は突発的に発生したことがわかる。Fig.4.7 に，内部摩擦角が 12 degrees

と 25 degrees における北上原斜面崩壊のシミュレーション結果を示す。同図におい

ても，内部摩擦角が 25 degrees の時，移動層がほとんど移動してないことがわかる。  

 Fig.4.8 には，地すべり時における移動層の応力状態を示す。2.4 秒の時（移動層

の移動開始直後）において，内部摩擦角が 12 degrees の時よりも 25 degrees の場合

の方が，地盤内部のせん断応力が高い値となった。そして，4.8 秒においても 25 

dgrees における地盤内部のせん断応力が極めて高い結果となった。すなわち，内部

摩擦角が高い場合，地盤内部のせん断抵抗力が高く，斜面崩壊現象が生じないとこ

とがわかる。その後，内部摩擦角が低い場合の地盤内のせん断応力は，内部摩擦角

が高い場合よりも低い値であることが同図よりわかる。また内部摩擦角によらず，

移動層と不動層の境界付近のせん断応力は常に高い値であるが，内部摩擦角が低い

場合において，斜面崩壊現象は生じた。すなわち，地質構造的弱面のせん断抵抗が

高く場合においても，弱面から離れた箇所のせん断応力が低い場合においても斜面

崩壊現象は生じることが示唆される。このように地盤内部の応力状態を可視化する

ことで，斜面崩壊現象のメカニズムに解明につながり，メカニズムを考慮した対策

を行えることが可能になると考える。したがって，地盤内部の応力状態の可視化は

極めて有用でありと思われる。  

Fig.4.9 には，各内部摩擦角における時間と到達距離の関係を示す。同図より，内

部摩擦角が 8，10，14，16 degrees の時，移動距離はそれぞれ 205.9 m，176.7 m，63.0 

m，32.5 m であった。このことから、移動距離が 12 degrees を境に突然変化してい

ることがわかる。すなわち，斜面崩壊時における内部摩擦角の閾値の存在が，数値

解析的に示唆される結果となった。  

 以上の結果より，MPM を用いて斜面崩壊を数値解析に検討することは可能であ

り，MPM を用いることで，地盤内部の応力状態や内部摩擦角の違いによる移動層

の挙動の変化等を考慮した数値解析な検討を行うことも可能であると考える。すな

わち，MPM の地盤・岩盤の大変形問題，大変位問題への適用は極めて重要である

と考えられる。しかしながら，上記で述べたように MPM は弾性状態が長く続く場

合において，エネルギーが変動しエネルギー保存則が成り立たないという問題が指

摘されている。本節における解析対象モデルのように，解析対象が塑性状態になる

前提でかつ，弾性状態が長く続かない問題においては，上記の問題の影響は少ない  
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 Fig.4.7 The proposed landslide behaviors 
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Fig.4.6 Numerical result for the runout distance 
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 Fig.4.8 The distribution of shear stress for the landslide model (x103 [N/m2]) 

(A) 12 degrees (B) 25 degrees 
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と思われが，今後，MPM を用いて，岩盤の落石のような弾性状態が長く続き，あ

る時刻を過ぎ，突発的に崩壊等の大変形が起こるような現象を対象とした場合，

MPM を用いることは難しい。そこで次節にて，この問題の抑制手法の開発を行う。  
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4.4. エネルギー変動に関する抑制法 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ここでは，MPM の動弾性解析における弾性エネルギー変動問題に関する抑制手

法を提案する。この問題は，ひずみエネルギーの誤差の蓄積が原因であるとされて

おり，このエネルギー変動に関して Bardenhagen et al.4.45)は，MPM の一般的なアル

ゴリズムである MUSL（Modified Update Stress Last）4.35)において，アルゴリズムの

最後に行っていたひずみ増分値の算出を先に求めることで，この問題に対応してい

る。また，Nairm et al.4.46)は，ひずみ増分値を先に求め，その後節点速度を求め，

そしてその節点速度を用いて，ひずみ増分値を求めることで変動を抑えた。  すな

わち，両者ともにひずみ増分値を求めるアルゴリズムを変えることでエネルギー変

動の抑制を行っていることになる。また，Søren et al.4.60)は節点速度より求めた粒子

の応力（式 (4.34)参照）を，次式に示すように，質量を重みにし，内挿関数を用い

て節点の応力を求め，そして再び内挿関数を用いて粒子の応力を求める手法を提案

している。  

∑
=

=
1p i

pipp

i
m

mφσ
σ                         (4.48) 

∑
=

=
1

modified

i

ipip φσσ                       (4.49) 

そこで本章では，粒子のひずみ値に着目し，エネルギー変動の抑制を行うことを試

みる。具体的には，着目粒子のひずみ増分値を，移動最小自乗法（MLS 法：Moving 

Least Squares Method） 4.61)を用いて近傍粒子のひずみ増分値で補間することで，誤

差の蓄積を抑制する手法である。以下に本手法の詳細について述べる。  

h 

Fig.4.10 Illustration of influence domain for MLSM 

Influence domain 

Satellite particles 

Central particle 

Influence radius 
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4.4.1  Moving Least Squares MPM (MLS-MPM) 

(a) MLSM における評価関数 

本章では，着目粒子のひずみ増分値を近傍粒子のひずみ増分値を用いて補間する

ことで，エネルギー変動に対する抑制を行った。具体的には，近傍粒子のひずみ増

分値を用いて次式の重み付き自乗和を最小にすることで，着目粒子の修正ひずみ増

分値 ∆εmodif ied が求められる。  

( )∑
=

∆−∆=
n

I

II hrWJ
1

2

modified),( εε                    (4.50) 

ここで，J：残差の自乗和，n：影響領域内（Fig.4.10 に示す円領域）にある粒子数，

rI：着目粒子と近傍粒子 I との距離，h：影響領域の半径（Fig.4.2 参照），∆ε I：近

傍粒子 I のひずみ増分値である。なお重み関数 W(r I, h)に関して，次式に示す 3 次

のスプライン関数 4.62)を用いた。  
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(b) 修正ひずみ増分値の導出 

 前項で示した着目粒子のひずみ増分値 ∆εmodif ied を次式にて定義する。  

)(T
modified xFcε =∆                          (4.52) 

ここで，c：未定係数，F(x)：任意の多項式である。式 (4.52)を式 (4.50)に代入し，J

値の停留条件より式を整理すると，未定係数 c は次式によって得られる。  

IεxBxAc ∆= )()(-1                         (4.53) 

ただし，  

∑
=

− =
n

I

III hrW
1

T1 )()(),()( xFxFxA                  (4.54) 

{ })(),(,),(),()( 11
T

nn hrWhrW xFxFxB L=           (4.55) 

{ }T

1 ,, nI εεε ∆∆=∆ L                      (4.56) 

である。したがって，式 (4.53)を式 (4.52)に代入すると，  

∑
=

∆Φ=∆
n

I

II

1
modified )( εxε                      (4.57) 

が得られる。ただし，  

{ }∑
=

−=Φ
m

l

lIlI

1

1 )()()( xBxAxF                    (4.58) 
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である。ここで，m：F(x)における多項式の項数である。したがって，本章では式

(4.57)を着目粒子のひずみ増分値とし解析を行うものとする。  

 

4.4.2 MLS-MPM のアルゴリズム 

MPM におけるアルゴリズムに関して，一般的に MUSL（Modified Update Stress 

Last） 4.35)，USF（Update Stress First） 4.45)，MUSL と USF の平均的なアルゴリズム

である USAVG（Update Stress Avaraged） 4.46)の 3 つの手法があるが，本章では，提

案手法の有用性を示すために，Sulsky らによって示された MUSL をベースとした。 

初めに粒子 p の座標を用いて，前節に示した内挿関数および内挿関数の空間勾配

を求める。そして，粒子の質量 mp を用いて，各節点の質量 m i を求める。  

∑=
p

k

pip

k

i mm )(xφ                        (4.59) 

ここで，k はステップ数を表わす。そして式 (4.22)， (4.23)より，粒子の応力 σp，体

積力 bp を用いて，節点の外力および内力を求め，節点の加速度 a i を求める。  

k

i

k

i

k

ik

i
m

ext,int, ff
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+
=                          (4.60) 

節点加速度を用いて，節点の速度を更新する。  

tk

i

k

i

L

i ∆+= avv                           (4.61) 

そして，節点速度を用いて，粒子の速度ならびに座標を更新する。  
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このとき，運動量保存則より，k+1 ステップにおける節点速度を求める。  
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そして，k+1 ステップにおける節点速度を用いて，粒子のひずみ増分値を求める。   
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このとき，式 (4.57)より，着目粒子のひずみ増分値を近傍粒子のひずみ増分値で補

間する。  

∑
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+ ∆Φ=∆
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L

II

k
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1

1
modified, )( εxε                      (4.66) 

そして，修正したひずみ増分値を用いて，粒子の応力と密度を更新する。   
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このとき GIMP において，粒子サイズは次式にて更新される 4.48)。  

011
p

k

p

k

p ll
++ = G                           (4.69) 

ただし，  

k

pp

k

p t GvG )1(1 ∆∇+=+                       (4.70) 

である。なお以下に示す解析結果においては，式 (4.69)を満たす GIMP を“cpGIMP”

とし，次式を満たす GIMP を“uGIMP”と  している。  

01
p

k

p ll =+                             (4.71) 

Fig.4.11 に MLS-MPM のフローチャートを示す。なお，通常の MPM のアルゴリ

ズム（MUSL）は，同図に示す「着目粒子のひずみ増分値の補間（MLS 法）」の項

目が無い。また，MPM は陽解法であるため，時間増分は Courant 条件 4.63)により制

限される。したがって本章では，時間増分値に関して，次式を満足するように時間

増分値を決定した。  

( )0.1<
∆

= αα Q
L

tc
                     (4.72) 

ここで，α：クーラン係数，c：弾性波速度である。  
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Fig.4.11 Flowchart for MLS-MPM 
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4.5. 数値解析例 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

本章では，従来の MPM ならびに GIMP と提案手法との比較検証を行い，得られ

る解について考察する。また，式 (4.40)に示す関数 F(x)は 3 次多項式とし，計算の

破綻を防ぐために影響領域内に 4 つ以上の粒子が存在しない場合，その着目粒子の

ひずみ増分値の補間は行わないものとした。なお，影響半径は格子サイズに任意の

定数を乗じ決定した。  

 

4.5.1 棒の準静的問題 

 ここでは，Fig.4.12 に示す試験体に，体積力（重力加速度等）が作用する一次元

準静的圧縮問題 4.47)を対象とし，次式に示す応力の理論解との比較を行った。  

∆≤≤
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ただし，  

2
0

0
0

2
L
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L

ρ
+=∆                          (4.74) 

ここで，E：弾性係数，b：体積重量，∆：試験体の長さである。境界条件は同図に

示すように，試験体の底部（x = 0.0）において完全固定とした。本問題における材

料特性は，Bardenhagen et al.4.47)同様に，弾性係数は 1.0×106，初期密度は 1.0，初

期の試験体の長さは 50，試験体の断面積は 1.0，時間増分値は 1.0×10 -4（クーラン

系数：0.1），粒子数は 100 とした。  

 Fig.4.13～4.15 に，粒子の座標を試験体長さ ∆ で除した値と，応力を s0 (= b/A： A：

断面積 )で除した正規化応力との関係を示す。なお，同図は初期試験体長さを弾弾

性波速度で除した時間における結果であり，Euler 格子の格子サイズは 1.0 とした。 

x 

L
0 =

 5
0

.0
 

b 

E = 1.0×106 
ρ0 = 1.0 
dt = 1.0×10 -4  

W =ρ0 |b | L0 

Fig.4.12 Quasi-static compression test of bar 

rigid wall 

# Particle: 100 
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Fig.4.13 Distribution of axial stress at W = 1000 
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Fig.4.14 Distribution of axial stress (unused MLSM) 
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Fig.4.15 Distribution of axial stress (used MLSM) 
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 Fig.4.13 に W 値 (=ρ0 |b |L0)が 1000 の場合の結果を示す。Bardenhagen らと同様に，

MPM ならび GIMP ともに，理論解と同程度の値が得られた。しかしながら，Fig.4.14

に示すように，MPM において W=12500 の時，試験体内部において高い応力値が得

られ，試験体全体において応力値の振動が見られた。また，位置が 0.6 付近におい

て，隣合う粒子の応力値が急激に変化している様子も見られる。GIMP においては

同図に示すように，W=100000 の時，uGIMP（同図 (b)参照）では試験体の境界側で

応力値の振動が見られ，MPM 同様に，隣合う粒子同士の応力値が急激に変化して

いる箇所も存在する。cpGIMP（同図 (c)参照）では，uGIMP に比べ応力値の振動は

少ないものの，試験体全体において微小な振動が見られた。Fig.4.15 に，MLS-MPM

の結果を示す。同図に示すように，移動最小自乗法を導入すると，全ての手法にお

いて解の振動が抑えられ，応力値が滑らかになり，隣合う粒子の応力値の急激に変

化する箇所も少なくなる結果となった。したがって，準静的問題において本手法は

妥当であると考えられる。  

 

4.5.2 棒の動的問題 

 ここでは，Fig.4.16 に示す試験体に初速度を与えた場合の試験体内部における応

力の精度検証を行う。このとき，応力の理論解 4.47)は次式となる。  









−

−
= 10

ct

tvct
Eσ                         (4.75) 

ここで， c：弾性波速度，v0：初期速度である。なお，本問題において， v0 = c/50

とした。試験体の材料特性は上記の問題と同様な値を用いており 4.47)，本問題にお

いても，Euler 格子の格子サイズは 1.0 とした。  

 Fig.4.17，4.18 に，応力波が試験体の 8 割を通過した時における粒子の座標を初

期試験体長さで除した値と，得られた応力を理論解で正規化した正規化応力との関

係を示す。Fig.4.17 より，どの手法においても応力波が伝播している様子が見られ

るが，MPM においては，試験体内部の応力より境界付近における応力が高い結果

となった。また，本問題における応力波は，通常滑らかになるものの，応力波が角

張る結果となった。これは，MPM においては粒子の内挿関数に Dirac のデルタ関数

を用いているためだと考えられる。また，GIMP は粒子の内挿関数に粒子サイズを

用いているため，従来の MPM に比べ内挿関数に幅が生じ，その結果 MPM に比べ

滑らかな応力波が得られているものの，  解が若干振動している様子が見られた。

Fig.4.18 に MLS-MPM の結果を示す。同図より，MPM ならびに GIMP に実装した場

合ともに，境界に近づくにつれ応力波が減衰している様子が見られ，さらに極めて

滑らかな応力波が得られる結果となった。したがって，本例題においても提案手法

の妥当性を確認することができた。  

 

4.5.3 物体の平行移動問題 

ここでは，Fig.4.19 に示す試験体の平行移動問題を対象として，弾性エネルギー

の変動ついて検討する。平行移動の空間を D = 50 とし，試験体の初期位置を空間  
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L0= 50.0 

v0 = c/50.0  

E = 1.0×106 
ρ0 = 1.0 
dt = 1.0×10 -4

 

Fig.4.16 Dynamic compression test of bar 

rigid wall 

# Particle: 100 

(a) MPM (b) uGIMP (c) cpGIMP 

Fig.4.17 Distribution of normalized stress (unused MLSM) 
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Fig.4.18 Distribution of normalized stress (used MLSM) 
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Fig.4.20 Fluctuation of normalized energy (unused MLSM) 
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Fig.4.21 Fluctuation of normalized energy (used MLSM) 
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Fig. 4.19 Parallel translation test of bar 

rigid wall rigid wall 
D = 50.0 
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の中心（x = 25）とし，初期条件として初期速度 v0 = 2.0 を与えた。材料特性は，同

図に示すように，試験体長さは 5.0，弾性係数は 500，密度は 1.0 とした。本問題に

おける，格子サイズは 0.5 としており，時間増分値に関して，クーラン係数を 0.1

として決定した。  

 Fig.4.20，21 に，時間と初期のエネルギーで正規化した正規化エネルギーとの関

係を示す。Fig.4.20 より，MPM において，試験体が x=50.0 に位置する壁に到達し，

壁に跳ね返り x=0.0 に位置する壁に到達すると（同図 (a)の 30 秒付近），ひずみエ

ネルギーが徐々に上昇し，その結果，エネルギー保存則が成り立たなくなっている。

また，3 回目の壁への衝突の時（同図 (a)の 60 秒付近）にひずみエネルギーが高く

なり，その後運動エネルギーが大きくばらつく結果となった。GIMP においては，

uGIMP ならびに cpGIMP ともに MPM に比べ安定した解を得ているが，2 回目の壁

への衝突を機にひずみエネルギーが増加する結果となった。Fig.4.21 に MLS-MPM

の結果を示す。MPM においては，4 回目の壁への衝突後（同図の 90 秒付近），若

干エネルギーの変動があったものの，どの手法も壁の衝突後におけるひずみエネル

ギーが安定しており，エネルギー保存則が成り立つ結果となった。すなわち，着目

粒子のひずみ増分値を近傍粒子で補間することで，各粒子におけるひずみ増分値の

誤差が少なくなり，連続体のひずみエネルギーの誤差を抑えることが可能であるこ

とがわかった。  

以上より，MPM ならびに uGIMP では，連続体に作用する荷重により応力値が高

く評価される場合あるが，cpGIMP では MPM，uGIMP にくらべ安定した応力が算

出される。しかしながら，cpGIMP においても応力値が振動するため，MLS 法と併

用する必要があることがわかった。よって，MLS 法と cpGIMP を併用することで，

応力値が高く評価されることを抑え，安定した解析を行うことが可能であると考え

る。  
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4.6. 結語 

 

 本章では，粒子法の一つである Material Point Method（MPM）に関して，動弾性

解析時における解の変動特性を把握し，弾性エネルギーの変動に関する抑制手法を

提案した。具体的には，移動最小自乗法（MLS 法：Moving Least Squares Method）

に基づき，着目粒子のひずみ増分値を近傍粒子のひずみ増分値で補間することで，

エネルギー変動の抑制を行った。本章で得られた結果を以下に列記する。  

(1) MLS 法に基づき，MPM の着目粒子のひずみ増分値を補間する MLS-MPM を提

案した。  

(2) 棒の準静的問題において，MPM ならびに GIMP ともに理論解と同程度な解が得

られるものの，W 値 (=ρ0 |b |L0)が高くなると理論解から離れ，応力値が振動する

ことがわかった。また，uGIMP に比べて cpGIMP は解の振動が少ないことがわ

かった。そして，MLS 法を導入することで応力値の振動を抑えることができる

結果となった。  

(3) 棒の動的問題において，MPM では角張った応力波が得られ，GIMP においては

MPM にくらべ滑らかな応力波となったものの，角張った箇所が見られる応力波

となった。そして，MLS 法を導入することで，MPM ならびに GIMP ともに応

力波が滑らかになり，境界に近づくにつれ，応力波の減衰も見られる結果とな

った。  

(4) 物体の平行移動の問題においては，MPM および GIMP ともに壁への衝突後，ひ

ずみエネルギーが高くなりエネルギー保存則が成立しなくなった。一方，MLS

法を導入することで，壁への衝突後のエネルギー変動が抑えられ，エネルギー

保存則を満たすことが可能となった。  

 本章では，MPM のエネルギー変動問題に対する抑制手法の提案を行い，弾性体

の準静的，動的，平行移動問題にて精度検証を行った。今後は，地盤，岩盤の崩壊，

変形，移動挙動への本手法の更なる発展が期待できる。  

  



128 

参考文献 

 

4.1) 土田孝，湯怡新：港湾構造物における最適な円弧すべりの安全率，土木学

会論文集，No.596/III-43，pp.295-306，1998．  

4.2) 菊沢正裕，長谷川高士，内田一徳，片平辰義：層状斜面の延伸模型実験と

安定解析，土木学会論文集，No.430/III-15，pp.49-58，1991．  

4.3) Goodman, R.E., Taylor, R.L. and Breeke, T. L.: A model for the mechanics of 

jointed rock, Journal of the Soil Mechanics & Foundations, Division. ASCE, 

pp.637-660, 1968. 

4.4) Cundall, P. A. and Board, M.: A microcomputer program for modelling 

large-strain plasticity problems, Proc. 6th Int Conf on Numerical Methodsin 

Geomechanics, Innsbruck, Austria, pp.2101-2108, 1988 

4.5) 中川光雄，蒋  宇静，江崎哲郎：大変形理論の岩盤挙動および安定性評価へ

の適用，土木学会論文集，No.575/Ⅲ -40，pp.93-104，1997．  

4.6) Cundall, P. A.: Computer model for simulating progressivelarge scale movements 

in blocky systems, Proc.of ISRM Symp., Nancy, II-8, pp.129-136, 1971. 

4.7) 大西有三，佐々木猛，Shi, G. H.：不連続変形法（DDA），丸善，2005．   

4.8) 小山倫史，赤尾悟史，西山哲，大西有三：岩盤斜面の地震応答解析におけ

る不連続変形法（DDA）の適用に関する研究，土木学会論文集 C，Vol.65，

No.3，pp.644-662，2009．  

4.9) Shi, G. H. and Goodman, R. E.: Generallization of two-dimensional 

discontinuous deformation analysis for forward modeling, International Journal 

of Numerical and Analytical Methods in Geomechanics, Vol.13, pp.359-380, 

1989. 

4.10) Marsden, J. E. and Hughes, T. J. R.: Mathematical Foundations of Elasticity, 

Dover, 1994. 

4.11) Bathe, K. J.: Finite Element Procedures, Prentice Hall, 1996. 

4.12) 長田健吾，清水義彦，若井明彦：個別要素法を用いた流砂解析における問

題点に関する考察，応用力学論文，Vol.7，No.2，pp.1033-1041，2004．  

4.13) 藤岡奨，牛島省：エネルギーの保存性を考慮した DEM における接触力の評

価法，水工学論文集，Vol.49，No.1，pp.751-756，2005．  

4.14) Wu, J. H., Juang, C. H. and Lin, H. M.: Vertex-to-face contact searching 

algorithm for three-dimensional frictionless contact problems, International 

Journal for Numerical Methods in Engineering, Vol.63, pp.876–897, 2005. 

4.15) Yeung, M. R., Jiang, Q. H. and Sun, N.: A model of edge-to-edge contact for 

three-dimensional discontinuous deformation analysis, Computers and 

Geotechnics, Vol.34, pp.175-186, 2007. 

4.16) Wu, J. H.: New edge-to-edge contact calculating algorithm in three-dimensional 

discrete numerical analysis, Advances in Engineering Software, Vol.39, pp.15-24, 

2008. 



129 

4.17) Beyabanakia, S. A. R., Mikolab, R. G. and Hatamib, K.: Three-dimensional 

discontinuous deformation analysis (3-D DDA) using a new contact resolution 

algorithm, Computers and Geotechnics, Vol.35, pp.346-356, 2008.  

4.18) Liu, G. G. R. and Liu, M. B.: Smoothed Particle Hydrodynamics: A Meshfree 

Particle Method, World Scientific, 2003. 

4.19) Shaofan, L. and Wing K. L.: Meshfree Particle Methods, Springer, 2004. 

4.20) Li, S. and Liu, W. K.: Meshfree Particle Methods, Springer, 2007. 

4.21) Belytschko, T., Lu, Y. Y. and Gu, L.: Element-free Galerkin methods, 

International Journal for Numerical Methods in Engineering, Vol.37, pp.229-256, 

1994. 

4.22) Belytschko, T., Krograuz, Y., Organ, D., Fleming, M. and Krysl, P.: Meshless 

methods: An overview and recent developments, Computer Methods in Applied 

Mechanics and Engineering, Vol.139, pp.3-47, 1996. 

4.23) 越塚誠一：粒子法，培風館，2005. 

4.24) Matsubara, H. and Yagawa, G.: Convergence studies for Enriched Free Mesh 

Method and its application to fracture mechanics, Interaction and Multiscale 

Mechanics: An International Journal, Vol.2, No.3, pp.277-293, 2009. 

4.25) Yagawa, G. and Matsubara, H.: Enriched Free Mesh Method: An Accuracy 

Improvement for Node-based FEM, Computational Plasticity, Springer, Vol.7, 

pp.207-219, 2007. 

4.26) 松原仁，矢川元基：Patch by Patch 型混合法における基底関数の応用とその

精度，応用力学論文集，Vol.10，pp. 201-209，2007．  

4.27) Tian, R., Matsubara, H. and Yagawa, G.: Advanced 4-node tetrahedrons, 

International Journal for Numerical Methods in Engineering, Vol.68, 

pp.1209-1231, 2006. 

4.28) Naili, M., Matsushima, T. and  Yamada, Y.: A 2D Smoothed Particle 

Hydrodynamics method for liquefaction induced lateral spreading analysis, 

Journal of applied mechanics, JSCE, Vol.8, pp.591-599, 2005. 

4.29) 佐藤忠信，松丸貴樹：メッシュフリー法による地盤の液状化・流動解析，

土木学会論文集 C，Vol.813，pp.89-101，2006．  

4.30) 五十里洋行，後藤仁志：MPS 法弾塑性解析による粘性土河岸崩落過程の計

算力学，水工学論文集，Vol.53，pp.1069-1074，2009．  

4.31) 五十里洋行，後藤仁志，吉年英文：斜面崩壊誘発型津波の数値解析のため

の流体－弾塑性体ハイブリッド粒子法の開発，土木学会論文集 B2（海岸工

学），Vol.65，No.1，pp.46-50，2009．  

4.32) 吉田郁政：MPS 法を用いた地盤構造物の地震時破壊挙動解析のための基礎

的検討，土木学会論文集 A2（応用力学），Vol.67，No.1，pp.93-104，2011．  

4.33) 井鳥聖也，入部綱清，仲座栄三：MPS 法における圧力ポアソン方程式のデ

ィリクレ境界条件判定の改善，土木学会論文集 B2（海岸工学），Vol.68，

No.1，pp.17-28，2012．  



130 

4.34) Sulsky, D., Chen, Z. and Schreyer, H. L.: A particle method for 

history-dependent materials, Computer Methods in Applied Mechanics and 

Engineering, Vol.118, pp.179-196, 1994. 

4.35) Sulsky, D., Zhou, S. J. and Schreyer, H. L.: Application of a particle-in-cell 

method to solid mechanics, Computer Physics Communications, Vol.87, 

pp.236-252, 1995. 

4.36) Harlow, F. H.: PIC and its progeny, Computer Physics Communications, Vol.48, 

pp.1-10, 1988. 

4.37) Bardenhagena, S. G., Brackbill, J. U. and Sulskyc, D.: The material-point method 

for granular materials, Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, 

Vol.187, pp.529-541, 2000. 

4.38) Huang, P., Zhang, X., Ma, S. and Huang, X.: Contact algorithms for the material 

point method in impact and penetration simulation, International Journal for 

Numerical Methods in Engineering, Vol.85, pp.498-517, 2011. 

4.39) Andersen, S. and Andersen, L.: Modelling of land-slides with the material-point 

method, Computational Geosciences, Vol.14, pp.137-147, 2010. 

4.40) Zhang, H.W., Wang, K.P. and Chen, Z.: Material point method for dynamic 

analysis of saturated porous media under external contact/impact of solid bodies, 

Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, Vol.198, 

pp.1456-1472, 2009. 

4.41) Beuth, L., WiReckowsk, Z. and Vermeer, P. A.: Solution of quasi-static 

large-strain problems by the material point method, International Journal for 

Numerical and Analytical Methods in Geomechanics, Vol.35, pp.1451-1465, 

2011. 

4.42) Andersen, S. and Andersen, L.: Analysis of spatial interpolation in the 

material-point method, Computers & Structures, Vol.88, pp.506-518, 2010. 

4.43) 桐山貴俊：MPM を用いた三軸供試体のせん断帯形成に関する数値解析的検

討，土木学会論文集 A2（応用力学），Vol.70，No.2，pp.I_441-I_451，2014．  

4.44) 阿部慶太，JOHANSSON Jőrgen，小長井一男：MPM を応用した高速長距離

土砂流動の運動範囲予測のための数値解析手法，土木学会論文集 C，Vol.63, 

No.1，  pp.93-109，  2007．  

4.45) Bardenhagen, S. G.: Energy Conservation Error in the Material Point Method for 

Solid Mechanics, Journal of Computational Physics, Vol.180, pp.383-403, 2002. 

4.46) Nairn, J. A.: Material Point Method Calculations with Explicit Cracks, Computer 

Modeling in Engineering & Sciences, Vol.4, No.6, pp.649-663, 2003. 

4.47) Bardenhagen, S. G. and Kober, E. M.: The generalized interpolation material 

point method, Computer Modeling in Engineering & Sciences, Vol.5, pp.477-495, 

2004. 

4.48) Wallstedt, P. C. and Guilkey, J. E.: An evaluation of explicit time integration 

schemes for use with the generalized interpolation material point method, 



131 

Journal of Computational Physics, Vol.277, pp.9628-9642, 2008. 

4.49) Steffen, M., Wallstedt, P. C. and Kirby, R. M.: Examination and Analysis of 

Implementation Choices within the Material Point Method (MPM), Computer 

Modeling in Engineering and Sciences, Vol.31, No.2, pp.107-127, 2008. 

4.50) Edo, T., Matsubara, H. and Hara, H.: Kita-Uebaru Landslide Analysis by using 

Material Point Method (MPM), Proceedings of the 7th International Joint 

Symposium on Problematic Soils and Geoenvironment in Asia, pp.127-130, 2013. 

4.51) 宜保清一 , 中村真也 , 木村匠 , 陳伝勝：沖縄 , 島尻層群泥岩分布地域におけ

る初生型地すべりの縦断面形状と発生場の特徴 -地すべりの危険度評価に

関連して -，日本地すべり学会誌，Vol.46，No.3，pp.154-161，2009．  

4.52) 宜保清一，佐々木慶三，周亜明，中村真也：2006（平成 18）年 6 月 10 日沖

縄県中城村で発生した北上原地すべりの調査報告，日本地すべり学会誌，

Vol.43，No.2，pp.44-47，2006．  

4.53) Tokashiki, N. and Aydan, Ö.: Kita-Uebaru natural rock slope failure and its back 

analysis, Environmental Earth Sciences, Vol.62, pp.25-31, 2011. 

4.54) Aydan, Ö., Kumsar, H., Ulusay, R. and Shimizu, Y.: Assessing limiting 

equilibrium methods (LEM) for slope stability by discrete finite element method 

(DFEM), Proceedings of IACMAG, Wuhan, pp.1681-1686, 1997. 

4.55) 木村匠，宜保清一，中村真也，佐々木慶三，周亜明：島尻層群泥岩地すべ

りの発生・再滑動に関与する強度 -沖縄 , 安里地すべりを事例として -，日本

地すべり学会誌，Vol. 47，No. 3，pp.138-146，2010．  

4.56) 中村真也，宜保清一，木村匠，ブッディシワンタヴィタナ：各種地すべり

形態におけるすべり面平均強度定数 -沖縄 , 島尻層群泥岩地すべりを事例と

して -，日本地すべり学会誌，Vol. 48，No. 5，pp.251-262，2011．  

4.57) Drucker, D. C. and Prager, W.: Soil mechanics and plastic analysis or limit 

design. Quarterly of Applied Mathematics, Vol.10, No.2, pp.157-165, 1952. 

4.58) Drucker, D. C. and Prager, W.: Soil Mechanics and Plastic Analysis or Limit 

Design, Quaterly of applied mathematics, Vol.10, No.2, pp.157-65, 1952. 

4.59) 阿部慶太，Jorgen Johansson，小長井一男：MPM を用いた乾燥砂の流動解析，

土木学会地震工学論文集，Vol.28，No.96，pp.1-10，2005．  

4.60) Søren, A. and Lars, A.: Analysis of Stress Updates in the Material-point Method, 

Proceedings of the Twenty Second Nordic Seminar on Computational Mechanics, 

pp.129-134, 2009. 

4.61) Lancaster, P. and Salkauskas, K.: Surfaces generated by moving least squares 

methods, Mathematics of Computation, Vol.37, No.155, pp.141-158, 1981. 

4.62) Chaniotis, A. K. and Poulikakos, D.: High order interpolation and differentiation 

using B-splines, Journal of Computational Physics, Vol.197, pp.253-274, 2004. 

4.63) Belytschko, T. and Mullen, R.: Explicit integration of structural problems, Finite 

elements in nonlinear mechanics, Vol.2, pp.697-720, 1977. 



132 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

第 5 章 多面体形状を有する幾何モデリングシステムの開発 

Development of Geometrical Modeling for Arbitrary Polyhedral 

Blocks 
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5.1 緒言 

 

 地盤岩盤分野において，これまで多くの研究者が地盤・岩盤の大変形問題を精度

よく評価することを試みてきた。その評価手法は様々で，斜面内部のすべり面（弱

面）を円弧と仮定し，そのすべり土塊を複数個に分割し，そのブロック間に作用す

る応力を考慮せず極限状態を単純化し，地盤のせん断応力，有効応力，間隙水圧，

せん断強さを用いてその斜面の安定を評価するフェレニウス法（Fellenius 法） 5.1)，

ブロック間に作用する応力をモデル化したビショップ法（Bishop 法）5.2)や，すべり

土塊を剛体とみなし土塊の変形量を算定するニューマーク法（Newmark 法）5.3)  - 5.5)

等がある。さらに，地盤工学の発展，観測・計算機器の発展に伴い，上記の簡易法

等を用いた場合においても土塊の安定性評価が可能になってきており，今なおこれ

らの手法が多く用いられている現状がある。異常気象や地震の多発に伴い，地盤・

岩盤の崩壊，大変形や崩壊後の流動挙動が複雑化してきており，Newmark 法等を用

いた簡易法では，それらの複雑な挙動を高精度に解くことは不可能である。したが

って，より詳細な挙動を把握できる評価手法の開発が重要であると思われる。  

このような挙動の解明に数値計算技術が適用され，多くの評価手法の開発が行わ

れてきている 5.6)， 5.7)。その中でも粒子法（SPH 法，MPS 法等），メッシュフリー法

要素を用いないメッシュレス法に関する研究が近年盛んに行われ 5.8) - 5 .17)，地盤・

岩盤分野においても地盤・岩盤の変形，破壊問題に適用されている 5.18) - 5.22)。第 4

章において，著者が用いた解析手法（MPM：Material Point Method）もその粒子法

の一つである。また地盤・岩盤の大変形，崩壊現象等の離散体挙動を評価する手法

として，これまでにジョイント要素を有する有限要素法（FEM） 5.23)や大変形理論

を考慮した有限差分法（FDM） 5.24)等が用いられ，地盤の変形挙動に適用されてき

た。しかしながら，大変形に伴い計算破断や多くの亀裂を有する岩盤等の複雑化す

るモデルに対して，計算コストが膨大にかかるなどの問題が指摘されてきた。その

他にも不連続岩盤の変形挙動を解析する手法として，等価弾性体モデル 5.25)， 5.26)，

クラックテンソル理論 5.27)，個別要素法（DEM）5.28)，不連続変形法（DDA）5.29)  - 5.31)，

剛体ばねモデル（RBSM）5.32)，修正仮想変位法（FESM）5.33)等がある。これらの解

析手法を用いて評価する場合，モデルの作成が必須となるが，複雑形状を有する場

合においてはモデルの作成は極めて困難となる。さらに，地すべり面がわかってい

るような簡易的な形状においても，その土塊を複数のブロックで構成させることは

難しく，さらに複数の多面体ブロックを構成させることは極めて困難である。  

 そこで本章では，複数の多面体を有する任意形状におけるブロックモデリングシ

ステムの開発を目的とする。大西ら 5.31)は不連続変形法（DDA）における 2 次元の

解析モデルを作成する際に，解析対象となるモデルより大きいボロノイ図を作成し，

そこに解析対象となるモデルの座標点をマッピングし，そして線分を切り，得られ

た線分データを用いて多角形ブロックを有する解析モデルの作成を行っている。し

かしながら，モデル形状が簡易的な場合，線分を作成することは容易であるが，複

雑化した場合，線分を作成することは容易ではない。また，このモデル化技術を 3

次元へ拡張をした場合，ボロノイ図の中から 2 次元平面における線分と等価な平面
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を作成することは難しいと考えられる。そこで本章では，自動メッシュ生成技術に

着目した。近年において有限要素法等で使用可能な自動メッシュ生成技術は急速に

進歩しており，機械部品のように極めて複雑な形状を有する対象であっても高い精

度のメッシュモデルが比較的容易に作成できるようになっている。本章ではこの技

術を 2，3 次元における多面体ブロックモデリングシステムに用いた。2 次元ブロッ

クのモデリングには，オープンソースの 2 次元高精度メッシュジェネレータである

“Triangle” 5.34) - 5.36)を用いており，3 次元のブロック形状をモデル化する場合に

は”TetGen”
5.37) - 5.39)を用いている。そして，上記の自動メッシュ生成技術を用いて

任意形状を要素分割し，要素分割された任意形状をブロック化し，多面体ブロック

のモデリングを行う。以下に，そのブロックモデリングシステムの詳細を示す。  
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5.2 多面体ブロックのモデリングシステムの開発 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5.2.1 任意形状の要素分割 

 近年，計算機性能の進歩に伴い，有限要素法 5.40)等で使用可能な自動メッシュ生

成技術 5.41)は急速に進歩している。三角形あるいは四面体形状に関しては高精度な

メッシュモデルが比較的容易に作成可能である 5.34) - 5.39)。そこで本章では，2 次元

および 3 次元高精度メッシュジェネレータである“Triangle” 5.42)および“TetGen”
5.43)を用いて，任意形状の三角形要素または四面体要素に分割した。Fig.5.1 に TetGen

を用いて任意形状を四面体一次要素に分割したモデルを示す。同図に示すように，

高精度メッシュジェネレータを用いると極めて複雑な形状においても，容易に要素

分割することができ，高品質な要素の作成が可能である。Fig.5.2 に Tiangle ならび

Fig.5.1 The tetrahedrons of three-dimensional arbitrary models by TetGen 

(a) Sample 1 (b) Sample 2 

(c) Sample 3 
(d) Sample 4 
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に TetGen で用いられる poly ファイルの形式を示す。Fig.5.3，5.4 に，一例として，

その形式を用いた場合における三角形および四面体要素モデルを示しており，

Fig.5.3 においては縦×横：1×1，Fig.5.4 には縦×横×高さ：1×1×1 の簡易形状を

用いた。なお，Triangle ならびに TetGen におけるファイルの形式に関して，その他

に node ファイル，ele ファイルなど複数のファイル形式が存在するが，各ファイル

形式の詳細は参考文献 5.42)，5.43)を参照されたい。Fig.5.3，5.4 より，Triangle お

よび TetGen を用いることで容易に任意形状の要素分割が可能であることが確認さ

れる。また Fig5.3(B)(b)において，境界付近でいくつかの要素形状が他の要素形状

より極端に変形していることがわかる。この様な要素を FEM 等の格子法で用いる

と，応力を算出する際に極端に高い応力を算出してしまう。このようなメッシュは

一般に品質が悪いとされている。一方，Triangle のコマンドライン引数を変更する

と（Fig.5.3(B)(c)参照），境界付近において極め変形していた要素形状はなくなり，

品質の良いメッシュが作成されていることが確認できる。 5.4(B)に示すように，

TetGen においも同様に，コマンドライン引数を変えることで要素形状が異なること

が確認できる。すなわちコマンドライン引数を用いることで恣意的に要素形状を変

えることができ，要素数，節点数，要素の品質を変更することが可能である。この

ことは以下にて後述するが，本手法はブロック形状を作成する際に，このメッシュ

ジェネレータを用いていることから，このコマンドライン引数はブロック形状に大

きく関係し，大小様々なブロックモデルや砂の様な同程度な粒径を有するブロック

構造を作成する場合，極めて重要になってくる。Fig.5.5 に任意形状モデルの一部を

恣意的に細かくしたモデルを示す。同図（b）に示すように，部分的に細かくする

ことで，種々の要素形状が存在することが確認され，また要素数および節点数が増

えていることがわかる。このように上記のメッシュジェネレータを用いると，任意

形状内において一部だけ要素形状を小さくすることも可能であり，また空洞を有す

るモデルの作成も容易に行える。具体的に空洞を有するモデルを作成する場合，

poly ファイルにおいて，「Part 1 -node list」に空洞の座標値を付加し，「Part 3 –hole 

list」にて空洞の個数ならびに各空洞の中心または空洞内の座標値を付加すること

で作成することが可能である。すなわち，複数の空洞を有し，大小様々な形状を有

する地盤や岩盤のモデル化も容易に作成することができる。  

 

5.2.2 ブロック構造のモデリングシステム 

 ここでは，2 次元および 3 次元における多面体ブロックのモデリングシステムに

ついて述べる。本章では，多面体ブロックの構造を作成する際に，前項にて詳説し

た三角形要素ならびに四面体要素を用いる。  

 

(a) 2 次元多面体ブロック 

 Fig.5.6 に，2 次元のブロックモデリングシステムの概念図を示す。2 次元におけ

るブロック構造は三角形要素を用いて作成した。同図 (a)において，緑色の点は三角

形要素の頂点，赤色の点は要素辺の中点，青色の点は三角形要素内における内接円

の中心点を示す。まず同図（a）に示すように，各三角形要素の頂点（緑色の点）  
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Fig.5.2 An example of poly file format of Triangle and TetGen 

Part 1 - node list 
� First line: <# of vertices> <dimension (must be 2)> <# of attributes> <# of boundary markers (0  

or 1)> 

� Following lines: <vertex #> <x> <y> [attributes] [boundary marker] 

...  

 

Part 2 - segments list 
� One line: <# of segments> <# of boundary markers (0 or 1)> 

� Following lines: <segment #> <endpoint> <endpoint> [boundary marker] 

...  

 

Part 3 - hole list 
� One line: <# of holes> 

� Following lines: <hole #> <x> <y> 

� Optional line: <# of regional attributes and/or area constraints> 

� Optional following lines: <region #> <x> <y> <attribute> <maximum area> 

...  

(a) Poly file format of Triangle 

Part 1 - node list 
� First line: <# of points> <dimension (must be 3)> <# of attributes> <# of boundary markers (0 

or 1)> 

� Remaining lines list # of points: 

� <point #> <x> <y> <z>[attributes] [boundary marker] 

...  

Part 2 - facet list 
� One line: <# of facets> <boundary markers (0 or 1)> 

� Following lines list # of facets:  

� <facet #> 

...  

� where each <facet #> has the following format: 

� One line: <# of polygons> [# of holes] [boundary marker] 

� Following lines list # of polygons: 

� <# of corners> <corner 1> <corner 2> .. . <corner #> 

...  

� Following lines list # of holes: 

� <hole #> <x> <y> <z> 

...  

 

Part 3 - hole list 
� One line: <# of holes> 

� Following lines list # of holes: 

� <hole #> <x> <y> <z> 

...  

 

Part 4 - region attributes list 
� One line: <# of region> 

� Following lines list # of region attributes: 

� <region #> <x> <y> <z><region number><region attribute> 

(b) Poly file format of TetGen 
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  # Part 1 - node list  

  # node count, 3 dim, no attribute, no boundary marker 

4 2 0 0 

  # Node index, node coordinates 

1  0 0  0 

  2  0 1  0 

  3  1 0  0 

  4  1 1  0 

 

  # Part 2 – segments  list 

  # segment count, no boundary marker 

  4  0 

  # facets 

  1  1  3  0 

  2  3  4  0 

  3  4  2  0 

  4  2  1  0 

 

  # Part 3 - hole list 

  0            # no hole 

(A) An example of poly file (1x1.poly) 

(a) Command line:  –p 

(#Element: 2:, #Node: 4) 

Fig.5.3 Mesh modeling a box (1x1) using Triangle 

(B) Examples of mesh-division 

(b) Cpmmand line:  –pa0.01 

(#Element: 1587,#Node: 820) 

(c) Command line: –pqa0.01 

(#Element: 1545, #Node: 809) 
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  # Part 1 - node list  

  # node count, 3 dim, no attribute, no boundary marker 

  8  3  0  0 

  # Node index, node coordinates 

  1  0.0 0.0 0.0 

  2  1.0 0.0 0.0 

  3  1.0 1.0 0.0 

  4  0.0 1.0 0.0 

  5  0.0 0.0 1.0 

  6  1.0 0.0 1.0 

  7  1.0 1.0 1.0 

  8  0.0 1.0 1.0 

 

  # Part 2 - facet list 

  # facet count, no boundary marker 

  6  0 

  # facets 

  1            # 1 polygon, no hole, no boundary 

marker 

  4  1 2 3 4   # front 

  1 

  4  5 6 7 8   # back 

  1 

  4  1 2 6 5   # bottom 

  1 

  4  2 3 7 6   # right 

  1 

  4  3 4 8 7   # top 

  1 

  4  4 1 5 8   # left 

   

  # Part 3 - hole list 

  0            # no hole 

 

  # Part 4 - region list 

  0            # no region 

(A) An example of poly file (1x1x1.poly) 

Fig.5.4 Mesh modeling a box (1x1x1) using TetGen 

(a)Command line:  –p 

(#Element: 6:, #Node: 8) 

(B) Examples of mesh-division 

(b) Command line: –pqa0.1 

(#Element: 18,#Node: 16) 

(c) Command line –pq1a0.1 

(#Element: 22, #Node: 22) 
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ならびに要素辺の中点（赤色の点），三角形要素における内接円の中心点（青色の

点）を探し，要素辺の中点と内接円の中心点を結ぶ（同図（b）参照）。そして，

その結び囲まれるできる領域（同図（d）における茶色の領域）を，2 次元における

ブロック構造とした。すなわち，連続体の内部においては各頂点を囲む領域がブロ

ック構造となる。ただし同図（c）に示すように，境界においては頂点，要素辺の

中点，内接円の中心点とで囲まれる領域をブロック構造とした。ここで，上記のよ

うにブロック構造を作成する場合，常に頂点，要素辺の中点，内接円の中心点を用

いると，Triangle の要素分割技術は極めて高く，Fig.5.3 に示すように，境界付近に

おいては大きく変形した要素を作成することはできるが，部分的に細かくする場合

を除き，内部においてあまり要素形状は大きく異なることはないため，ブロックの

形状にあまり変化がなく常に類似したような形状ができる。また上述したように，

コマンドライン引数を用いることで境界における大きく変形した要素を修正し，全

領域において同程度な要素（高品質なメッシュ）を作成することは容易である。し

かしながら，自然界においてブロックの形状，大きさ等は多種多様であり，実存す  

(a) Base model (#Element: 7639, #Node: 1693) 

(b) Remeshing model (#Element: 49556, #Node: 9416) 

Fig.5.5 Comparison between base model and remeshing model 
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Fig.5.6 Modeling from triangle element to 2D blocks 

(a) Model 1 (b) Model 2 

(c) Blocks (d) Concept of block 

Fig.5.7 Illustration of heterogeneous modeling 

(b) Heterogeneous model (a) Basic model 

Inner point 

Inscribed circle of a triangle 

Transplantable area 
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る地盤・岩盤を対象とする場合，そのような多種多様なブロック構造から成るモデ

ルを作る必要がある。  

そこで本章では，任意にブロック構造の形状を複雑化するために，三角形要素に

おける内接円の中心点ではなく，内接円内の点をランダム用いることで多種多様な

形状を有するブロック構造の作成を行った。Fig.5.7 にその概念図を示す。同図（a）

に示すように，基本的なモデルでは全要素における内接円の中心点を用いたが，ブ

ロック構造を多種多様にし，複雑化させるために内接円内の点をランダムに用いる

ことにした。Fig.5.8 に，内接円の中心点ならびに内接円内の点を用いた場合におけ

るブロック構造を示す。同図に示すように，内接円内の点をランダムに用いること

で，より自然なブロック構造に近い形状が作成されると思われる。また，より均質

な構造に近いモデルを作成する場合，Fig.5.7(b)に示すように，内接円内の点に移動

可能領域（Fig.5.7(b)における灰色の領域）を設けることで，容易に作成可能である。  

 

(b) 3 次元多面体ブロック 

 Fig.5.9 に 3 次元のブロックモデリングシステムの概念図を示す。3 次元における

ブロック構造は四面体一次要素を用いて作成した。同図（b）において，緑色の点

は四面体一次要素の頂点，赤色の点は要素辺の中点，青色の点は四面体要素の面に

おける内接円の中心点を示す。3 次元のブロック構造おいて，ブロックの面は四面

体要素の頂点，各要素辺の中点，各要素面の重心，要素の重心を用いて形成するこ

とを仮定した。したがって，ブロック面は必ず 4 つの点で構成される。同図に示す

ように四面体要素が一つの場合，この要素から作成されるブロックは 4 つであり，

各ブロックは 6 つの面を有している。各ブロック面は頂点，辺の中点，面の重心，

辺の中点からなる面が 3 面，要素の重心，要素面の重心，要素辺の中点，要素面の

重心からなら面の 3 面が存在する。隣接する四面体要素が存在する時，隣り合うブ

ロック同士の重複する面を取り除いてできるブロックを 1 ブロックとした。すなわ

ち四面体要素における頂点が解析領域の境界に位置していない場合，2 次元ブロッ

ク同様に，その頂点はブロック面を形成する点としては用いないものとする。  

Fig.5.10 に円柱のブロック化の概念図を示す。同図に示すように，上記のように

3 次元のブロック構造を作成することで，TetGen 等を用いて四面体一次要素で構成

される物体は全てブロック化することが可能である。Fig.5.11 に形状の異なる 3 次

元ブロック構造の概念図を示す。同図に示すように，TetGen において要素数の異な

るモデルを作成することで（Fig.5.4 参照），粒径の異なる 3 次元ブロック構造を作

成することも容易である。ここで，2 次元ブロック構造同様に，3 次元においても

より自然界に存在するような多種多様な 3次元ブロック構造を作成する必要がある。

2 次元ブロック構造においては，三角形要素における内接円内の点をランダム移動

させることで多種多様なブロック構造の作成を可能としたが，3 次元において，同

様なアルゴリズムを用いる計算時間をかなり費やしてしまい，計算コストが膨大に

かかる。上記の手法では，ブロックのサイズは要素サイズに依存するため，任意形

状のモデルを四面体要素にて分割する際に，要素サイズを均一に分割した場合には

各ブロックのサイズは均一となり，要素サイズをランダムに分割すると大小様々な  
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(A) Homogeneous model 

(B) Heterogeneous model 

(b) Homogeneous blocks 

(b) Homogeneous blocks 

(a) Original mesh and its refinement 

(a) Original mesh and its refinement 

Fig.5.8 Modeling of homogeneous and heterogeneous blocks 
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Fig.5.10 3D block modeling of a cylinder 

(a) Continuous body (b) Tetrahedron 

elements model 

(c) 3D blocks model 

(a) Tetrahedron 

element 

Fig.5.9 3D blocks modeling 

(b) Added nodes on 

tetrahedron element 

(c) 3D Blocks 
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ブロックを有すモデルの作成が可能となる。そこで，TetGen を用いて任意形状のメ

ッシュを作成時に，対象モデル内で部分的に細かい箇所や粗い箇所を作成するほう

が計算時間を抑えることが可能であると考えた。したがって，3 次元ブロック構造

に関しては，TetGen で四面体一次要素を作成する際に，Fig.5.5 に示すように部分

的に粗細個所を作成し，大小様々な要素形状を有するメッシュを作成し，上記のブ

ロックモデリングシステムを適用することで，多種多様な 3 次元ブロック構造モデ

ルの作成を行った。  

  

Fig.5.11 3D block model with difference block size 

(a) Continuous body 

(b) 3D block model (Pattern 1) 

(c) 3D block model (Pattern 2) 
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5.3 3 次元地形のモデル化 

 

5.3.1 移動層のモデル化 

 ここでは，3 次元地形のモデル化手法について述べる。モデル化する地形の平面

を x-y 平面とし，高さ方向を z 方向とする。Fig.5.12 に地すべりモデルにおける移

動層を模擬した 3 次元ブロックでモデリングした地形モデルを示す。同図（a）示

すように，まず 2 次元のメッシュを二つ用いて，斜面部と底面部を作成する。底面

部は z=0 とし作成し，斜面部は z 方向に任意の座標値を与え作成した。斜面部と底

面部はその地形の表面パッチとなることから TetGen おける poly ファイルとして用

いることが可能であり，そこに斜面部と底部を結ぶ境界（側面）における節点同士

の情報を付加することで表面パッチ（poly ファイル）を作成する（同図（b）参照）。

そして，TetGen を用いて四面体要素に分割し，上記の 3 次元ブロックモデリングシ

ステムを適用することでブロック構造の作成が可能である（同図（c）参照）。な

お，同図（c）に示すブロック構造は，各ブロック構造を明瞭にするために恣意的

に小さくし表示している。Fig.5.13 に，より小さな粒径から成る 3 次元ブロック構

造を示す。このモデルでは斜面をモデリングする際に，あらかじめ最初に用いる 2

次元メッシュの表面を細かくし，そして TetGen で四面体要素の分割する際にも要

素形を小さくし作成することで，Fig.5.12 に比べ，より微細なブロック構造を作成

した。  

 Fig.5.14 ならびに Fig.5.15 に砂山を模擬したモデルを示す。このモデルも上記の

移動層と同様に，まず底面となる 2 次元平面のメッシュを作成し， z 方向に任意の

値を用いて上部面の形状を作成する。そして，底面と上部面における境界の節点同

士を結び表面パッチを作成する（各図（b）参照）。そして本ブロック作成技術を

用いて砂山を作成する。このとき，TetGen において四面体要素形状を大きく作成す

ると，岩のようなブロックの集合体からなる地形モデルができ（Fig.5.14(c)参照），

四面体要素形状を小さくするとブロックの形状は小さくなり，より砂のようなブロ

ックから成る地形が作成される（Fig.5.15(c)参照）。また Fig.5.16 に示すように，

それぞれで作成したブロックモデルを結合させることで，ブロック形状や大きさが

異なるモデルの作成も可能であり。したがって，Fig.5.17 に示すように，複数の微

細粒径と極めてブロックサイズが異なるブロックから成る移動層モデルも容易に

作成可能である。  
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Fig.5.12 Modeling of 3D moving part (Rough model) 

(c) Modeling 3D blocks 

(b) Making the poly file of TetGen 

(a) Two triangle meshes (one is the slope surface and the other is bottom) 
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Fig.5.13 Modeling of 3D moving part (Fine model) 

(c) Modeling 3D blocks 

(b) Making the poly file of TetGen 

(a) Two triangle meshes (one is the slope surface and the other is bottom) 
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Fig.5.14 3D dune model (Rough blocks) 

(c) The perspective views using PovRay 

(b) Modeling the surface mesh of sandpile model 

(a) Two triangle meshes (one is upper side and the other is bottom) 
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Fig.5.15 3D dune model (Fine blocks) 

(c) The perspective views using PovRay 

(b) Modeling the surface mesh of sandpile model 

(a) Two triangle meshes (one is upper side and the other is bottom) 
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(a) Continuous body model composed a box and dune 

(b) PovRay view that is some blocks and dune model 

Fig.5.16 Concept of the modeling 3D blocks composed some blocks with different physical 

properties 
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Fig.5.17 3D complex landslide model with many small and large blocks 

(a) The perspective view of 3D landslide model 

(b) The side view of 3D landslide model 
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5.3.2 不動層および移動層から成る地形のモデル化  

不連続変形法（DDA）や個別要素法（DEM）のように斜面崩壊現象をシミュレー

ションする場合，Fig.5.18 に示すように，地形データに基づき上部の移動層と下部

の不動域が作成される 5.44)。一般的に不動域は 1 ブロックで表わされ，移動層に比

べ，ブロックのサイズは極めて大きい。これは不動域の崩壊はなく，移動層のみが

崩壊するとしているためである。ここでは，そのような不動域と移動層から成る地

形モデルの作成方法について述べる。まず（1）項の方法を用いて，不動域の地形

モデルを作成し，表面パッチを作成する。この表面パッチを用いて 1 ブロックの不

動域を作成する。このとき 5.2 節（2）項（b）で述べたように，ブロック面は 4 つ

の点で構成されるため，表面パッチを形成する三角形要素内に点を設け，三角形要

素の頂点，要素辺の中点，要素内の点で構成される 4 点をブロックの面とした。す

なわち Fig.5.19 に示すように，1 つの三角形要素からできるブロック面は 3 面であ  

Fig.5.18 DDA simulation result of deep-seated landslide 

(a) Analytical model 

(b) Analysis result by using DDA 

Moving part 

Immobile part 
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Fig.5.19 Illustration of triangle element 

Center of triangle 
Midpoint of element 

edges 

Nodes 

Start 

Modering surface patch 

Division tetrahedron element  

(Modeling moving part) 

Applied making block system 

Combining moving part and immobile part 

End 

Immobile part ? 

Determination logical model 

Modeifying surface patch  

(Modeling immobile part) 

Yes 

No 

Fig.5.20 Flowchart of 3D block generation system with moving part and immobile part 
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る。この面を用いることで，不動域が 1 ブロックにて表現可能となる。Fig.5.20 に

移動層および不動域からなる 3 次元地形のモデル化のフローチャート示す。まず，

地形データの決定し，表面パッチを作成する。そして，その表面パッチが移動層の

場合，上記の方法にて，表面パッチを構成する三角形要素を用いてブロック面を作

り，不動域を 1 ブロックで表現する。移動層の場合には，5.2 節（2）項（b）で述

べたように，その表面パッチを用いてブロック構造を作成する。最後に移動層と不

動域を結合させることで地形モデルを作成する。本手法を用いることで，任意形状

の不動域ならびに移動体の作成が可能となる。  

Fig.5.21 に本手法における 3 次元地形モデルの例を示す。同図に示すように，移

動層は 8686 のブロックで構成されており，不動層は 1 ブロックで構成されている。

同図（c）に示すように，移動体と不動域の結合を行うことで容易に任意形状の 3

次元地形をモデル化することが可能となる。また 3 次元地形データが存在する場合
5.45)  - 5 .48)，より精度のよい，現実性のある 3 次元モデルの作成も容易に行える。  

本手法の応用例として Fig.5.22 に地盤および地盤内にあるマンホールを模擬した

モデルを示す。同図に示すように，まずマンホールの形状を決め，表面パッチを作

成し，マンホールを 1 ブロックで表現する。そして，その形状の空洞を有する地形

モデルを作成し，その表面パッチをブロック化する。そして，地形モデルとマンホ

ールモデルを結合させることで作成可能である。このモデルは液状化現象を評価す

る場合の 3 次元モデルを想定している。これまで数値計算技術を用いてこのような

液状化モデルを作成する場合，マンホールのような連続体においても複数の粒子の

集合体と見なし作成されることが一般的であったが，本手法を用いることでそのよ

うな連続体を複数の粒子の集合体とせずとも，1 ブロックで表現することが可能と

なる。複数の粒子で連続体を表現する場合，数値解析を行い際に，種々の定義（粒

子間力，ゴースト粒子等）が必要となり，幾つかの曖昧な定義を必要とする場合が

ある。しかしながら，本手法を用いることで連続体は 1ブロックで表現されるため，

そのような定義を少なくすることが可能であると考える。したがって，今後，  3

次元のブロック間の接触判定，条件等の向上による 3 次元ブロック構造を有する計

算手法（DEM，DDA, etc）の進歩も考えられることから，本手法は極めて有意義な

手法であると考える。  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



156 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Fig.5.21 Concept of 3D deep-seated landslide modeling 

(c) Combining moving part and immobile part (#Block: 8687) 

(b) Bottom side (Immobile part, #Block: 1) 

(a) Upper side (Moving part，#Block: 8686) 
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Fig.5.22 3D ground liquefaction model with around a manhole 

(a) A manhole model composed one block 

Ground (#Block: 1225)  Manhole (#Block: 1)  

Grand and Manhole (#Block: 1226)  

(b) PovRay views 
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5.4 3 次元大規模地形モデルの構築 

 

ここでは，上記の多面体ブロックのモデリングシステムの応用例として，移動層

および不動域から成る大規模 3 次元モデルを示す。任意の地形形状のモデル化なら

びに多種多様なブロック構造を用いてモデル化した。以下にその詳細を述べる。  

Fig.5.23 に，一例として移動層および不動域から成る 3 次元大規模地形モデル示

す。まず，移動層の作成を行う。2 次元メッシュジェネレータである Triangle を用

いて，同図（a）に示す形状を作成し，さらに不動域の基礎となる 2 次元メッシュ

（z=0）を作成する（同図（b）における長方形メッシュ）。そして，移動層の z 方

向一定の値を与え，同図（c）に示すように移動層と不動域とのメッシュと重ね，

x-y 平面において移動層内にある座標を不動域にマッピングする（同図（d）におけ

る赤い点）。次に，不動域の 2 次元メッシュを用いて任意の地形形状を作成する。

このとき，本章では次式を用いた。  

c
a

yx
bz +







 +
=

22

exp                            (5.1) 

ここで，a，b，c は任意の係数である。このとき，マッピングされた点（同図（e）

における赤い点）の z 方向に任意に座標値を与え，z 方向の座標値を下げることで

斜面崩壊現象におけるすべり面を作成し，深層崩壊を模擬した不動域のモデル化を

行った（同図（e）における中段の図）。そして，5.3 節（2）項で述べたように，

今，上下の 2面からなる不動域の境界において節点同士を結び表面パッチを作成し，

その表面パッチを用いて不動域を 1ブロックで表現する。移動層に関して，同図（a）

で作成したメッシュに，上記の不動域におけるすべり面を作成する際に用いた座標

値を与え，移動層の底面部を作成する。そして式 (5.1)を用いて z 値を与えることで

上部面を作成する。なお，このとき上記の不動域を作成する際に用いた式と同等な

式を用いる。そして，5.3 項（1）節で述べたように，境界における節点同士を結び，

表面パッチを作成し，ブロック構造を作成する。最後に，同図（g）に示すように，

移動層と不動域を結合することで任意の 3 次元大規模地形モデルが完成する。  

 Fig.5.24 には上記と同様な手順で作成した，100,000 個のブロックを有する移動層

と 1 ブロックで構成された不動域の地形モデルを示す。このように，ブロックの個

数が 100,000 個を超える場合においても本手法は容易に 3 次元地形をモデル化する

ことができる。Fig.5.25 に 100,000 ブロックにおける体積のヒストグラムを示す。

同図（a）に示すグラフは，移動層を作成する際，TetGen において要素形状をおお

むね同程度な形状で作成した場合の結果を示しており，同図（b）は，Fig.5.5(b)に

示すように，複数の箇所において任意に粗細個所を設け作成した場合におけるブロ

ック体積のヒストグラムを示す。Fig.5.25 に示すように，本手法ならびにオープン

ソースである 3 次元高精度メッシュジェネレータ TetGen を用いることで，複数の

多面体ブロック構造を有し，多種多様なブロックから成る 3 次元大規模地形モデル

が容易に作成可能であることが確認される。すなわち本手法は，フィールド調査等

により対象とする地形のブロック形状のヒストグラム等のデータが存在する場合， 
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Fig.5.23 3D large-scale deep-seated landslide model composed of moving part and 

immobile part 

y 

x 

z 

x 

y 

(a) Base triangle model of moving part (b) Base triangle model of moving part and 

immobile part 

(c) The perspective view base triangle elements of two parts 

(d) Mapping point of the same x  and y coordinate moving part and immobile part 
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z 
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(e) Modeling of large-scale immobile part (#Block: 1)  

Fig.5.23 3D large-scale deep-seated landslide model composed of moving part and 

immobile part 
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(f)  Modling of large-scale moving part  

(g) Large-scale deep-seated landslide model 

Fig.5.23 3D large-scale deep-seated landslide model composed of moving part and 

immobile part 
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(a) Moving part composed more than 100,000 blocks 

(b) Immobile part composed one block 

Fig.5.24 3D large-scale landslide model with more than 100,000 blocks 
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Fig.5.24 3D large-scale landslide model with more than 100,000 blocks 

(c) Large-scale landslide model 
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容易にそれを模擬した 3 次元のモデル化が可能であり，より現実的な 3 次元地形モ

デルの作成が可能な手法である。   

Fig.5.25 Frequency distribution of large scale 3D model 
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(a) Case of homogeneous mesh (#Block: 100,824) 

(b) Case of heterogeneous mesh (#Block: 100,996) 
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5.5 結語 

 

 本章では，不連続変形法（DDA）や個別要素法（DEM）等で用いられる，2，3

次元地形のモデル化技術を開発した。具体的に，2 次元においては，オープンソー

スの 2 次元高精度メッシュジェネレータである Triangle を用いて任意形状を三角形

要素分割し，三角形要素の頂点，要素内における内接円の中心点，要素辺の中点と

で囲まれる領域をブロックとして作成した。隣接する三角形要素が存在する場合，

隣り合うブロック同士の重複する辺を取り除きできる領域，すなわち三角形要素の

頂点座標を囲むようにできる領域をブロックとした。また，多種多様なブロック構

造を作成するために，本章では，各要素において三角形要素内における接円内の中

心点を円内で移動させることで種々のブロック構造を有する 2次元モデルの作成を

可能とした。3 次元においては，2 次元同様に，オープンソースの TetGen を用いて，

任意形状を四面体要素分割し，要素の頂点，要素辺の中点，重心，要素面の重心を

用いて 3 次元ブロックを作成した。すなわち，各ブロック面は要素の頂点，要素辺

の中点，要素面の重心，要素辺の中点からなる面が 3 面，要素の重心，要素面の重

心，要素辺の中点，要素面の重心からなら面の 3 面が存在するものとした。隣接す

る四面体要素が存在する時，隣り合うブロック同士の重複する面を取り除いてでき

るブロックを 1 ブロックとした。すなわち四面体要素における頂点が解析領域の境

界に位置していない場合，その頂点はブロック面を形成する点としては用いないも

のとする。したがって，ブロックのサイズは要素サイズに依存するため，任意形状

のモデルを四面体要素にて分割する際に，要素サイズを均一に分割した場合には各

ブロックのサイズは均一となり，要素サイズをランダムに分割すると大小様々なブ

ロックを有する地形モデルの作成が可能となる。さらに本章では，表面パッチを用

いることで，複雑形状を有するモデルにおいても 1 ブロックで構築する技術の開発

も行った。具体的には，表面パッチを形成する三角形要素内に点を設け，要素の頂

点，要素辺の中点，要素内の点で構成される 4 点をブロックの面とした。すなわち，

一要素あたり 3 つのブロック面ができ，表面パッチを形成する要素数の 3 倍の面の

数から構成されることとなる。一般的に，個別要素法（DEM）や不連続変形法（DDA）

のように斜面崩壊をシミュレーションする場合，複数のブロックからなる移動層と

1 ブロックで構成される不動域とに分けられるが，本手法を用いることで，この不

動域のモデリングも容易に行える結果となった。3 次元ブロックを用いた数値計算

手法において，現在，ブロック同士の接触判定等が極めて難しく，また，未だ計算

手法の確立には至っておらず，さらに，このような膨大なブロックを有する問題で

は自由度が増加に伴い計算コストも膨大となる。このような問題が明解になり手法

が確立された時，3 次元における任意地形モデル化技術は極めて重要となる。した

がって，本手法は大変有意義な手法であると思われる。今後，計算機性能の進歩に

伴い，数千万，数億自由度を対象とする場合，3 次元多面体ブロック構造用いて容

易に地形モデルを作成する本手法は極めて重要な技術となるであろう。  
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6.1 研究のまとめと今後の課題  

 

 本研究では，地盤・岩盤における大変形，流動化，崩壊，破壊挙動等の極めて複

雑かつ不確実な挙動を精度よく評価できる手法を開発した。以下に本研究で得られ

た知見について述べる。  

 まず第 1章において，研究背景を述べると共に国内外における地盤・岩盤の崩壊，

崩落事例を列挙し，それらの現象により多くの人的被害が生じている現状を把握し

た。また将来，異常気象に伴い豪雨件数の増加を示唆し，斜面安定の評価手法なら

びに崩壊挙動の解明の重要性を述べた。斜面安定性の評価手法には，物理的モデル，

統計的モデルなど多くのモデルがあり，地盤・岩盤分野においては，すべり面を仮

定し，すべり面に沿う永久変位量が算出できるニューマーク法が一般的に多く用い

られてきているが，地盤・岩盤の変形挙動が複雑化すると精度良く評価できないこ

とから，高精度に解析できるモデルの開発を示唆した。数値計算手法を用いた斜面

評価手法には，有限要素法（FEM）や有限差分法（FDM）を用いた格子法や個別要

素法（DEM），不連続変形法（DDA）等の亀裂などによる不連続面を直接モデルに

て表現可能な手法が用いられてきたことを示し，その問題点を呈した。具体的には，

格子法において，斜面崩壊等の大変形を生じる場合，要素形状が大きく歪むため精

度が極端に低下してしまい，また不連続面を直接モデルで表現手法においてはブロ

ックの内部の応力，ひずみの評価ができず，対象とする地盤および岩盤が複数のブ

ロックまたは無数の亀裂を有している場合，計算処理が煩雑するなどの問題を抱え

ている。さらには，凹凸面を有する多面体ブロックの接触判定が極めて困難であり，

現在も種々の研究が行われていることを示した。その他の斜面評価手法としてメッ

シュフリー法および粒子法の存在を示唆し，境界付近での解の不安定さ，境界条件

の設定が困難であり，これらの挙動を精度よく評価できる手法が確立されていない

ことを示した。そして地盤・岩盤における変形，崩壊挙動を精度よく評価でき手法

開発の重要性を呈した。  

 第 2 章では，亀裂性岩盤を対象とし弾性状態から崩壊に至る過程をロバストに解

析できる手法の提案を行った。具体的には，2 次元高精度メッシュジェネレータで

ある“Triangle”および亀裂ネットワークモデル（DFN model）を用いて，亀裂を直

接要素辺にて表現し，弾性領域においては回転自由度有する一般化有限要素法を用

い，亀裂を有する箇所に移動最小自乗（MLSM）を用いることで不連続面を考慮で

きる手法の開発を行った。始めに回転自由度を有する一般化有限要素法の定式化を

示し，亀裂を有する変位場における剛性マトリックスの導出を述べた。そして精度

検証として，まず弾性状態において一般化有限要素法の精度検証を行い，定ひずみ

三角形要素有する有限要素法より精度が良いことを示した。次に，パッチテストに

おいて，一般化有限要素法と移動最小自乗法が混在する一定ひずみ場の精度検証を

行った。その結果，要素サイズを小さくすることで一定ひずみ条件を満足できるこ

とが確認された。亀裂進展解析例として，まず中央切欠きを有する梁の 3 点曲げ問

題を対象とし，Gálvez et al.の実験結果と比較検証を行い，亀裂パターンが実験結果

と比較的類似した結果を呈することを示した。円孔を有する一軸圧縮試験を対象解



171 

析では，定性的ではあるが Tagn et al.の結果と類似し，応力が集中するような問題

に対しても有効性を示した。貫通切欠きを有する試験体の圧縮問題においても Zhu 

and Tang の結果と類似し，脆性固体における複雑な亀裂パターンを精度よく再現で

きることを確認した。最後に，応用解析例として不連続性岩盤モデルを対象とし亀

裂進展解析を行った。上述したように，亀裂形状は亀裂ネットワークモデルを用い

て決定し，その亀裂を Triangle を用いて要素辺にて直接表現している。亀裂進展解

析の結果，得られる亀裂パターンは亀裂ネットワークに極めて依存した形で現れ，

ある特定の箇所に集中化し，大規模な破壊面を形成することが確認された。今後の

課題として，弾塑性モデル等の非線形モデルの導入，亀裂面（要素辺）にすべりを

考慮したモデルの導入が挙げられ，大規模計算への応用展開も課題として挙げた。 

 第 3 章では，砕屑性の堆積岩を対象とし，粒子を多角形で近似し，岩石自体の亀

裂は各粒子の界面にて発生することを仮定とした節点ベースの離散亀裂進展解析

法の提案を行った。具体的には，弾性問題において高精度な解を得ることのできる

EFMM（Enriched Free Mesh Method）と，任意の位置で高精度な近似関数を得るこ

とができる付帯条件付き多次元移動最小自乗法（C-MultiMLSM：Multi-dimensional 

Moving Least Squares Method with Constraint condition）を併用することで，固体の弾

性状態から破壊に至る過程をロバストに解析できる新たな解析手法を提案するこ

とを目的とした。EFMM の定式化ならびに積分領域が示され，そして亀裂を有する

変位場におえける剛性マトリックスの定式化を述べた。この時，付帯条件付き多次

元型移動最小自乗法（C-MultiMLSM）の概念および変位場の導出を示した。精度検

証として，弾性問題において変位誤差ノルムならびにエネルギー誤差ノルムを用い

て EFMM の精度検証が行われた。結果として，定ひずみ三角形要素を用いた有限

要素法より極めて高い精度であることを示した。次に，積分領域を変形させた場合

における解の精度を検証し，積分領域の変形が解析精度に及ぼす影響は少ないこと

が確認された。亀裂進展解析においては，第 2 章同様に，中央切欠きを有する梁の

曲げ試験（Gálvez et al.の実験結果）ならびに円孔を有する試験体の一軸圧縮試験

（Tagn et al.の結果）を対処とし検証を行った。両解析結果とも既往の研究と類似

した結果が得られ，本手法の妥当性が検証された。先在亀裂を有する試験体を対象

とした問題では，先在亀裂の分布特性を考慮した亀裂進展解析がロバストに行うこ

とでき，亀裂進展パターンが先在亀裂に極めて依存している結果が得られた。実問

題に適用するためには，3 次元問題への拡張や大規模解析への展開が必要となり今

後の課題とした。  

 第 4 章では，地盤の大変形，崩壊現象を精度よく評価できる手法の開発を目的と

した。本章では，近年，様々な分野で研究が盛んに行われている，メッシュフリー

法，粒子法に着目した。粒子法は要素－節点コネクティビティーを必要としないた

め，地盤の大変形を伴うような問題に対しても，少ない労力で安定した計算を行う

ことができる。そこで，その粒子法の一つである MPM（Material Point Method）を

用いて研究を行った。そして MPM おいて，弾性状態が継続する場合，時間増加と

ともに弾性エネルギーが変動するといった問題が指摘されていることから，MPM

の弾性エネルギー変動に対する抑制手法の提案を行った。本章では，まず MPM な
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らびに MPM の高精度化手法である GIMP（Generalized Interpolation Material Point 

Method）の定式化を行い，弾塑性状態（対象とする物体が崩壊することを過程し，

弾性状態が継続しない状態）における MPM の有効性を示すために，2006 年沖縄県

中頭郡中城村北上原で発生した斜面崩壊（北上原斜面崩壊）を対象とした地盤の崩

壊挙動解析を行った。弾塑性構成則には Drucker-Prager の降伏関数を用いた。その

結果，Tokashiki and Aydan の解析結果と非常に近い値が得られ，弾塑性状態におけ

る MPM の有効性を示唆した。次に弾性状態が継続する場合を考慮し，エネルギー

変動に対する抑制手法の提案を行った。具体的には，MPM のアルゴリズム上算出

されるひずみ増分値を移動最小自乗法（MLSM）を用いて補間することで，エネル

ギー変動の抑制を行った。そして理論解が既知である問題を対象とし，理論解と解

析解との比較検証を行った。まず準静的問題を対象とした場合，低い体積重量にお

いては MPM および GIMP ともに理論解と同程度な値を呈するが，体積重量が高く

なるにつれ，MPM では隣り合う粒子の応力が急激に変化する個所が確認され，

GIMP で応力の微小な振動が確認された。抑制手法を導入すると，急激に変化する

個所が少なくなり，振動も抑えられることが可能となった。動的問題を対象とした

場合，MPM および GIMP ともに境界付近で理論解より高い応力波が確認され，ま

たその応力波はかなり角張ったものとなった。抑制手法導入後，応力波の減衰も見

られ，境界付近での高い値を呈した応力波もほぼ理論解と同程度となり，応力波も

極めて滑らかとなった。最後に，物体の平行移動問題では，MPM および GIMP と

もに時間増加と伴にひずみエネルギーが増加しエネルギー保存則が成立しなくな

った。抑制手法導入した場合，そのひずみエネルギーの増加傾向も抑えられ，エネ

ルギー保存則が満たす結果を呈した。したがって，本章ではエネルギー変動の抑制

手法を用いることで，ひずみ増分値が補間され応力値が高く評価されることを抑え，

安定した値を得られることを示唆した。地盤の大変形，崩壊挙動への適用を今後の

課題とした。  

 これまで第 2～4 章では地盤・岩盤の変形，崩壊挙動を対処とし，それらの挙動

を精度よく評価できる高精度解析手法の開発を行ってきた。今後の展開として，こ

れらの手法を用いて複雑形状を対象とした場合，3 次元問題への拡張を行った場合，

任意構造および任意形状をモデリングできる技術が必要であると考えた。そこで第

5 章では，多面体形状を有するブロックの幾何モデリングシステムの開発を目的と

した。本章では，2 次元，3 次元におけるオープンソースの高精度メッシュジェネ

レータを用いており，具体的には，2 次元においては高精度な要素分割が可能な

“Triangle”を用いて任意形状を三角形要素にて要素分割し， 3 次元においては

“TetGen”を用いて四面体要素にて要素分割している。そして要素化された任意形

状を以下の方法でブロックモデリングしている。まず三角形要素において，頂点，

辺の中点，要素内の内接円の中心点を用いたブロックシステムを提案した。すなわ

ちこの点で囲まれる領域を 1 ブロックとしてモデリングした。また複雑形状を表現

する場合，内接円内の中心点を内接円内で任意に移動させることで多種多様な形状

をモデリングした。四面体要素においては，ブロックの面は四面体要素の頂点，各

辺の中点，各面の重心，要素の重心を用いて形成することを提案した。この方法で
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はブロックは要素サイズに依存するため，大小様々なブロックを有するモデルを作

成する場合，TetGen において要素サイズをランダムに作成することで，大小様々な

ブロックを有するモデルの作成を行うものとした。また，表面パッチを用いること

で対象とする物体を 1 ブロックで表現可能とし，その結果，一般的に斜面崩壊モデ

ルで用いられる，移動層（複数のブロックから構成される崩壊挙動を呈する領域）

と不動域（斜面崩壊において基盤層，1 ブロックから構成される非崩壊または非移

動領域）のモデリングが可能となった。さらに，10 万ブロックを有する地形モデル

の作成を行い，ブロックのサイズが同程度なブロックから成る地形モデルと大小

様々なブロックサイズから成る地形モデルをモデリングした。すなわち，本手法を

用いることで多種多様な地形モデルを作成できることを示唆した。  

 以上のように本研究では，地盤・岩盤における変形，崩壊挙動を精度よく評価で

きる手法を開発し，任意多面体ブロックの幾何形状モデリングシステムも同時に開

発した。回転自由度を有する一般化有限要素法と移動最小自乗法の亀裂進展解析お

よび EFMM と多次元型移動最小自乗法を用いた亀裂進展解析においては，定性的

な比較検証を行っており定量的な比較検証が不十分であるため，実験値などと定量

的な比較を行い，本手法の有効性を検証し，3 次元問題への展開が望まれる。また

第 4 章においては，本研究で提案したエネルギー変動に対する抑制手法を導入した

MPM を弾塑性状態問題に適用していない。そのため弾性状態から塑性状態へ変化

する問題に対する本手法の有効性は不確定である。今後は弾塑性状態における本手

法を導入した MPM と従来の MPM を比較検証し，実地盤・岩盤を対象とする場合，

3 次元問題への拡張が必須である。そして，これらの手法が 3 次元問題ならびに複

雑形状を有する問題を対象とした時，第 5 章で述べたブロックモデリングシステム

が必須となり，それらの問題へスムーズに展開することが可能であると思われる。

今後，本手法を用いて，多くの実地盤・岩盤における大変形，流動化，崩壊，破壊

挙動等の極めて複雑かつ不確実な挙動，現象の解明が望まれる。  
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付録 A 変位仮定型有限要素法の剛性方程式 

 

 ここでは，有限要素法おける剛性方程式（剛性マトリックス）の導出について簡

単に述べる。有限要素法における剛性方程式の導出に関して，一般的に，変位仮定

型による剛性方程式，ハイブリッド型変分原理に基づく剛性方程式，Hu-Washizu

の一般化変分原理による剛性方程式 1)があるが，ここでは変位仮定型に基づく剛性

方程式の導出法について述べる。  

 

 

A.1 変位仮定型有限要素法の剛性方程式 

 

(a) 仮想仕事の原理 

 力学における重要な原理の一つである仮想仕事の原理（principle of virtual work）

は，次のように述べられる。  

「一つの質点が，これに働く幾つかの力の作用のもとでつり合う状態にあるとき，

この質点に任意の微小な仮想変位（virtual displacement）を与えても，質点に働い

ているすべて力がこの仮想変位によってなす仕事の総和は 0 である。」  

上記のことを式で表すと，  

{ } { } { } { } { } { } 0
T*T*T* =Ω−Ω+ ∫∫∫ ΩΩ

ddFdSP
S

σεδδ           (A.1 a) 

ここで，{P}は単位面積当たりの表面力，{F}は単位体積当たりの体積力，{δ
*
}は仮

想変位，{ε
*
}は仮想変位に対するひずみ成分である。  
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また，仮想仕事の原理は，次のような物理的な意味を有する。  

1) 物体が安定なつり合い状態にある場合には，物体の位置エネルギーは最小にな

る。  

2) つり合い状態にある物体内部の応力分布あるいはひずみ分布は，その物体の位

置エネルギー（ひずみエネルギー）を最小とするような分布となる。  

 

(b) アイソパラメトリック要素 

 任意形状の要素の節点数を n，節点 i（=1，2，…，n）の全体座標系（x，y， z）

における節点座標を（x i，y i，z i）として，要素の座標関数 x，y，z を局所座標系（ξ，

η， ζ）で表わされる形状関数 N i（ξ，η， ζ）を用いて，一義的に次式のように表さ

れる。  
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                    (A.2) 

ただし，  

∑
=

=
n

i

iN
1

1                              (A.3) 

である。ここで，要素の形状関数 N i（ξ，η， ζ）は節点 j に対して，次のような式

が成り立つ。  

)...,,2,1,(),,( njiN ijjjji == δζηξ                (A.4) 

ここで，δ i j は Kronecker のデルタ（ i＝ j のとき 1， i≠ j のとき 0）である。  

 要素の節点変位成分を u i，v i，w i（ i＝1, 2, …, n）として，要素の未知関数である
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変位関数 u，v，w を，アイソパラメトリック要素では，要素幾何的経常を表す座標

関数式 (A.3)の形状関数 N i と同一の形状関数 N（ξ，η， ζ）を用いて，次のように表

す。  
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                   (A.5) 

 

(c) 三角形要素における剛性マトリックス 

 いま，体積力を考えないとすると，式 (A.1)は  

{ } { } { } { }∫∫ Ω
Ω= ddSP

S
σεδ

T*T*
                     (A.6) 

となる。式 (A.6)における右辺第一項は物体表面に作用する力であり，すなわち境界

における節点に作用する節点力{ f }である。次に，微笑変形理論より等方弾性体に

おけるひずみ－変位の関係は次式にように表わされる。  
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となり，2 次元問題（w=γyz=γzx=0）において式 (A.5)を考慮すると要素内部のひずみ

および節点変位は，以下の式で関連付けられる。  
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さらに，ヤング率を E，ポアソン比を ν とすると応力－ひずみの関係は  
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すなわち，  

[ ] ( )
( )( )

( )

( )

( )
{ } [ ]{ }εσ

γ
γ
γ
ε
ε
ε

γ
γ
γ
ε
ε
ε

τ
τ
τ
σ
σ
σ

D

v

v
v

v
v

v
v

v

v

v
v

v

v

v
v

v

v

v

vv

vE
C

zx

yz

xy

z

y

x

zx

yz

xy

z

y

x

zx

yz

xy

z

y

x

≡





































































−

−
−

−
−

−
−−

−−

−−

−+
−

=































=































−

12

21
00

0
12

21
0

00
12

21

1
11

1
1

1

11
1

211

11

0

0

(A.10a) 

平面応力状態（plane stress condition: σz=0）の場合，  



179 



































−−
=

















xy

y

x

xy

y

x
E

γ
ε
ε

ν
ν

ν

ν
τ
σ
σ

2

1
00

01

01

1 2
               (A.10b) 

また平面ひずみ状態（plane strain condition: εz=0）の場合，  
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となる。よって，式 (A.8)および式 (A.10)を式 (A.6)に代入すると，  

{ } { } { } [ ] [ ][ ]{ }∫∫ Ω
Ω= dBDBdSP

S
δδδ TT*T*

                (A.11) 

したがって，剛性マトリックス [K]は次式にように表わされる。  
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(d) 三辺形および四面体要素 

三辺形要素では形状関数の座標系として，面積座標（L1，L2，L3）を用いている

のでは，この導関数の求め方を示す。  
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すなわち  
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ここで，L1+L2+L3=1 および式 (A.2)を考慮すると  
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であるから，Jacobi のマトリックス [J]は次式で表わされる。  
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ひずみ式に必要な変位関数の導関数は式 (A.5)を用いて，次のように求められる。  
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ここに，  

[ ] [ ]


















=



















=

























∂

∂

∂

∂

∂

∂
∂

∂

∂

∂

∂

∂
∂

∂

∂

∂

∂

∂

=Ψ








−

−
=

n

n

n

n

n

n

n

v

v

v

v

u

u

u

L

N

L

N

L

N

L

N

L

N

L

N

L

N

L

N

L

N

T
MM

L

L

L

2

1

2

1

33

2

3

1

22

2

2

1

11

2

1

1

110

101
,u,,    (A.17) 

である。三角形要素では面積座標（L1，L2，L3）を用いるので，dΩ を要素の厚さ t

を用いて次のように返還できる。  

[ ] 21det dLdLJttdxdytdSd ===Ω                (A.18) 
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付録 B 移動最小自乗法に基づく変位場の導出 

 

ここでは，移動最小自法（MLSM: Moving Least Squares Method） 2)に基づく変位

場の導出を行う。移動最小自乗法は一次元の誤差空間にて定義されており，この時

の評価関数は次式となる。  

( ) ( ){ }∑ −=
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iiii fyxfhrwJ
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,,

                       

(B.1) 

ここで，J は残差の自乗和，n は影響領域の内部にある近傍粒子数，w(r i, h)は重み

関数， r i は着目粒子と近傍粒子の距離，h は影響領域の半径である。なお，重み関

数 w(r i, h)に関しては，影響半径の内部で 4 次のスプライン関数を仮定した。具体

的には次式にて表すことができる。  
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デカルト（Descartes）の直交座標系（x，y）上の座標（x i，y i）に位置する粒子 i

に着目する。着目粒子 i の並進方向変位のうち，x 方向変位である u のみに着目し，

u を以下のように任意の多項式で定義する（ここでは，完全一次多項式を用いる）。  
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上式をマトリックス表記すると，  
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となる。次に，未定係数 a を決定するために，移動最小自法を適用する。すなわち

式（B.1）に代入すると，   
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となる。したがって，式 (B.4)が最小となるための未定乗数は次式により得られる。 
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である。これらの式を整理すると次のマトリックス方程式が得られる．  
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マトリックス A
u に関してマトリックス表記すると，  
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となり，マトリックス b
u についてマトリックス展開を行うと以下の式を得る．  
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式 (B.3)および式 (B.6)，式 (B.7)より，局所パッチにおける変位場は以下の式にて

表わされる．  
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ここで，N：形状関数である．なお，形状関数の微分は次式にて得られる．  
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なお， (A
u
) (A
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=I を考慮すると，  
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である。また，着目粒子 i の他方向の変位である y 方向変位 v も u と同様にして求

められる。  
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付録 C 付帯条件付き多次元型移動最小自乗法に基づく変位場の導出 

 

 ここでは，付帯条件付き多次元移動最小自法（C-MultiMLSM：Multi-dimensional 

Moving Least Squares Method with Constraint condition） 3)に基づく変位場の導出を行

う 4)  - 6 )。着目粒子 i にて影響領域（任意の粒子に影響を及ぼす一定の領域）内に存

在する n 個の近傍粒子の物理量を補間する問題を考える。ここで，デカルトの直交

座標系（x, y）にて定義された， l 個の物理量 f1(x, y)， f2(x, y)，…， f l(x, y)が  m 個の

パラメータ α1，α2，…，αm を介して関連付けられているものとする。このとき，粒

子 i の関数値と計算値との間に生じる重み付き残差の平方和は  
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ここで，n は近傍粒子数である。なお重み関数に関して，本研究では，付録 B 同様，

4 次スプライン関数を用いた。粒子 i 点の並進方向変位に関して，2 次の項まで Taylor

展開すると，  
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となる。ここで , 
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ひずみと回転の定義より，  
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であるので，  
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となる。よって，式 (C.2)は  
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と表記する。式 (C.6)をマトリックス表記すると次式のようになる。  
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である。なお，一次近似の場合には次式を得る。  
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 次に，未定乗数 D
u を粒子 i 周りの粒子群 j から最小自乗近似することを考える。

すなわち，式（C.7）式（C.1）に代入すると，C-MultiMLS 法の評価関数は次式と

なる。  
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ここで， ijjiijjiyiyjyjixixjxjiijji yyyxxxuuuuuuuuu −=−=−=−=−= ~,~,~,~,~
,,,,,, である。し
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たがって，式 (C.10)が最小となるための未定乗数は次式により得られる。  
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すなわち，並進方向変位を 2 次の項まで Taylor 展開した場合，  
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である。よって，これらの式を整理すると次のマトリックス方程式が得られる。  
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したがって，式 (C.7)および式 (C.12)より，着目粒子の並進方向変位は以下のように

与えられる。  
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ここで，N は形状関数である。  
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マトリックス A
u
(x, y)，b

u の具体的な展開は以下に示す。  
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付録 D MPM のアルゴリズム 

 

 Material Point Method（MPM）のアルゴリズムに関して，大別して MUSL（Modified 

Update Stress Last）7)，USL（Update Stress Last）8)，USAVG（Update Stress Averaged）
9)の 3 つのアルゴリズムが存在する。MUSL は Sulsky et al.により提案された手法で

ある。1994 年に Sulsky et al.が MPM を提案した際に用いたアルゴリズムである USL

（Update Stress Last） 10)がエネルギー保存を満たさないことがわかり，USL を改良

したアリゴリズムである。MUSL では，運動量保存則に従い格子点速度を求めるこ

とで，粒子速度を滑らかにし，数値誤差により発散した速度を平滑化し，エネルギ

ー保存則に関する精度を向上できるアルゴリズムとなっている。本論文第 4 章にお

ける MPM のアルゴリズムは MUSL となっている。以下に，MUSL，USF および

USAVG のアルゴリズムを記す。  

 

D.1 MUSL（Modified Update Stress Last） 

 MUSL は上述したように，Sulsky et al. 
7)により提案された USL

10)を改良したアル

ゴリズムである。初めに粒子 p の座標を用いて，内挿関数（
iφ ）および内挿関数の

空間勾配（
idφ ）を求める。なお，内挿関数および内挿関数の空間勾配の詳細は第 4

章を参照されたい。そして，粒子の質量 mp を用いて，各節点の質量 m i を求める。 

∑
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)(xφ                         (D.1) 

ここで，Np は格子点 i が存在する格子中に含まれる粒子の総数であり，k はステッ

プ数を表わす。粒子の応力 σp，体積力 bp を用いて，節点の外力および内力を求め，

節点の加速度 a i を求める。  
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節点加速度を用いて，節点の速度を更新する。  
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i ∆+= avv                           (D.3) 

そして，節点速度を用いて，粒子の速度ならびに座標を更新する。  
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このとき，運動量保存則より，k+1 ステップにおける節点速度を求める。  
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そして，k+1 ステップにおける節点速度を用いて，粒子のひずみ増分値を求める。   
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そして，ひずみ増分値を用いて粒子の応力と密度を更新する。   
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ここで，D は応力－ひずみマトリックスである。  
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D.2 USF（Update Stress Last） 

USF は Bardenhagena
8)により提案されたアルゴリズムである。USF では MUSL と

逆に粒子の応力，ひずみをアルゴリズムの前半部分で求め，その後，節点速度等を

求めている。USF においても，MUSL 同様に，初めに粒子 p の座標を用いて，内挿

関数（
iφ ）および内挿関数の空間勾配（

idφ ）を求め，粒子の質量 mp を用いて，各

節点の質量 m i を求める。さらに，各節点の運動量を求め，次式より節点速度を求

める。  
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そして，節点速度を用いて，粒子のひずみ増分値を求め，応力と密度を更新する。 
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次に，k+1 ステップにおける粒子の応力 σp
k+1 を用いて，節点外力，内力を求め，節

点加速度を算出する。  
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この時，k+1 ステップにおける節点加速度を用いて，節点速度は次式にて表される。  
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そして，節点速度を用いて，粒子の速度ならびに座標を更新する。  
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D.3 USAVG（Update Stress Averaged） 

USAVG は Nairn
9)により提案されたアルゴリズムであり，USF と MUSL を併用し

たアルゴリズムである。アルゴリズム前半部分で USF を行い，後半部分で MUSL

を行う。USF ならびに MUSL においては，通常，運動量保存則は節点速度を算出す

る時に，アルゴリズムの前半部分あるいは後半部分で 1 度だけ考慮されるが，

USAVG では，アルゴリズムの前半部分と後半部分とで考慮することにより数値誤

差の低減を可能としている。USAVG においても，MUSL 同様に，初めに粒子 p の

座標を用いて，内挿関数（
iφ ）および内挿関数の空間勾配（

idφ ）を求め，粒子の質

量 mp を用いて，各節点の質量 m i を求める。さらに，各節点の運動量を求め，次式

より節点速度を求める。  
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そして，節点速度を用いて，粒子のひずみ増分値を求め，応力ならびに密度を更新

する。  
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次に，k’ステップにおける粒子の応力σσσσ p
k’を用いて，節点外力，内力を求め，節

点加速度を算出する。  
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この時，k+1 ステップにおける節点加速度を用いて，節点速度は次式にて表される。  
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そして，節点速度を用いて，粒子の速度ならびに座標を更新する。  
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運動量保存則より，節点速度の修正を行う。  
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運動量を考慮し算出した節点速度を用いて，粒子のひずみ増分値を求め，応力，密

度を更新する。  
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Fig.D.1～D.3 に各アルゴリズムのフローチャートを示す。また，斜面崩壊等の大

変形解析を行う場合，剛体回転の影響を考慮する必要がある 11)， 12)。この影響を考

慮するために，Jaumann 応力速度による剛体回転成分の補正を行う。  
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ここで，ω i j はスピンテンソルであり，次式で表わされる。  
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地盤工学研究室の広瀬孝三郎君，山路伸悟君，﨑山将君とは共に研究に励み，お

互いを認め合う有益な時間を共有することができ，大学院生活を共に送ることがで

きたことに感謝し，深く御礼致します。  

その他，ご指導を頂いた諸先生方，日頃の生活などでお世話になった大学の職員，

研究室の方々，両親，全ての方に心から感謝申し上げます。  

 

平成 28 年 2 月  

江戸 孝昭  


