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概要 

 

ゲ 材料 人工関節や ツ用具 衝撃吸収材料 し 使用さ い ．こ こ

，そ 製品 開発や設計 向けた性能や強度 評価 予側 重要 あ ，力学的シ

ュ ション 検討 望 い ． た，衝撃吸収材 し 使用さ 柔軟 ゲ

材料 1,000%以 発生 う 大変形 可能 あ ，負荷後 状態 中途

負荷 度や負荷履歴 影響を受け，そ 応力状態 変動 粘弾性挙動を示 ．そし ，

一般 そ 力学挙動 把握 複雑 あ ．こ う 背景 ，ゲ 材料 力学特性を把

握 た 様々 研究 報告さ い ， プ挙動 う 長時間使用環境

粘弾性挙動を実用的 方法 シ ュ ションし い 例 少 い．本研究 ，ゲ 材

料 力学挙動 計測 力学的特性 把握，そし 実験結果 基 いた簡易応力―

シ ュ ション法 開発を目的 ． 

ゲ 粘弾性挙動を調査 目的 ，異 4 種類 負荷応力 大変形 プ試

験を行 た．そ 結果，ゲ 材料 プ 挙動 負荷応力 依存し いこ わ

た．そこ ，こ 結果 基 ゲ 材料 材料モ し Yeoh 超弾性モ

Simo 粘弾性モ を組 合わ たモ を提案した．そし ，実用性を考慮した材料定

数同定法を提案し，そ 再現性や汎用性を評価した．そ 結果，いく 例題 提

案したモ 実験結果 定性的 良く一致 こ を確認した． 

高い予測精度をシ ュ ション 求 場合 ，材料試験 結果 合わ た材

料モ 解析プ へ 実装 必要 あ ．し し，大変形シ ュ ション

一般 複雑 ンソ 演算 必要 事 避け ，材料毎 行うこ 現実的

い．そこ ，本研究 ，高精度 高階数値微分 可能 HDSD Hyper-Dual Step Derivative

注目し，簡易 実装可能 新しい大変形有限要素解析 を提案した．本法 ，

エネ を計算 プ を準備 ，大変形有限要素解析 必要 内力ベ

要素剛性 を自動的 算出 あ ，材料毎 カ タ イ

容易 手法 あ ． 

そし ，前述 成果を基 し ，実用的 汎用性 高いゲ 材料 数値シ ュ シ

ョン法を開発した． HDSD法を応用し ，汎用的 超弾性構成則 実装 を作

成し，ゲ 材料 実験結果 合わ た新しい材料モ を開発 実装した．次 ，大変形

プ挙動を再現 Simo 粘弾性モ 材料定数を同定した．最後 例題を通

し 本法 性能評価を行 た結果，優 た再現性や予測性能，高い汎用性 確認 た． 
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Abstract 
 

Since material “gels” have a high damping capacity, they are widely used in products such as 

articular cartilage implants, sports equipment and so on. For the development and design of the 

application of such gels, their strength and performance should be evaluated through numerical 

mechanical simulations and experiments. However, gels exhibit unique and complex characteristics. 

They are viscoelastic and ultrasoft. The viscoelastic property results in characteristics of loading 

history and loading velocity-dependent behaviors, while the ultrasoft property results in large 

deformations. Thus, several studies have been performed on simulation methods to characterize the 

mechanical behavior of gels. However, few studies have focused on a practical numerical 

simulation method that can predict the creep behavior of gels. In this study, the mechanical 

characteristics of ultrasoft gels were evaluated. Also, a simple stress–strain simulation method 

based on the experimental results was developed.  

To evaluate the viscoelastic behavior of gels, large strain creep tests were performed under 

various loading conditions. These testing results showed that the creep strain behaviors are 

independent of the applied stress. Considering the experimental results, a material model was 

proposed that combines the viscoelastic model proposed by Simo and the Yeoh hyperelastic model. 

Furthermore, a practical identification method of material constants was proposed. The 

experimental and numerical calculation results of the present model showed reasonable agreement. 

When higher predicative performance is required, formulation and implementation of a new 

material model based on the experimental results is required. To implement a material model for 

geometric nonlinear problems, complex derivative calculations are required. Thus, in this study, 

based on a highly accurate 1st- and 2nd-order differentiation scheme HDSD (Hyper-Dual Step 

Derivative), a simple scheme to implement a geometric nonlinear finite element method was 

developed. This method can automatically compute the exact internal force vectors and element 

stiffness matrices by numerically differentiating a strain energy function at each element/integral 

point. 

Based on the results, a practical and versatile numerical simulation method for gels was proposed. 

First, with the HDSD, a versatile implementation scheme for hyperelastic models was developed. 

A novel hyperelastic material model based on the experimental results was developed and 

implemented. Second, an identification method for constants of the viscoelastic model proposed by 

Simo, which can reproduce the creep behaviors, was developed. Finally, the numerical calculation 

and experimental results indicate that the proposed simulation method has good reproducibility, 

predictive performance, and versatility. 
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1.  序論 

 

材料 高い衝撃吸収性能 有 過酷 環境 安定 特性 示

材料 あ 伏見 1993 性質 利用 人 関節や靴底 衝撃吸

収材 使用 い 伏見 1993；Hoffman 2002; Dinato et al 2015; Haussener 

et al 2015 製品 開発 設計 性能や強 評価

要 あ 靴底や人 関節 使用 材料 様々 負荷 え

状態 い 非常 長い使用期間 耐え 場合 あ 場合 長時間使用環

境 性能 強 評価 要 製品毎 材料試験 行う

多 時間 手間 製品 性能 強 評価 関わ 数値

ン法 確立 望 い 材料 1000% 超え 大

変形 負荷履歴や負荷 計測時 応力状態 影響 粘弾性挙動 複雑 力

学特性 有 Almdal et al 1993; Faghihi et al 2014 弾性体や超弾

性体 扱い 評価 十 あ 近 材料 粘弾性特

性 評価や 力学挙動 再現 数値 ン法 い 案

い 例え 石花 屋 石花 2011; 屋 2011 様々 材料

試験 用い 材料 力学特性や材料物性 評価 行 い  Lin Liu et al

2009 0 ~ 20[s] 粘弾性挙動 対象 nanoindentation creep test inverse finte 

element method 用い 材料 材料定数 同定法 案 い Fukunaga

Fukunaga et al 2009 非整数階微 型粘弾性 材料 適用 0 ~ 

1.5×10
-2 [s] 時間域 衝撃試験 数値 ン 行 い

記 挙 例 対象 い 時間域 短い 長期使用環境 粘弾性挙

動 再現 い 挙動 う 長時間域 粘弾性挙動

数値 ン 再現 い 例 少 い 解析手法や材料 複

雑 実用的 い あ 実用的 再現性 汎用性 高い

ン法 開発 必要 あ  

特 高い再現性や正確 予測性能 要求 既 材料 や

ン法 再現 い場合 材料試験 基 い 新 い手法 実装 必要 あ

有限要素法 FEM 場合 独自 要素や材料 実装

い 例え 変 法 基 い 一般的 幾何学非線形 FEM 定式化 変形勾

配 ンソ 応力 整合接線剛性 計算 同時 変 ―

B 計算 い

変数 内力 要素剛性 計算 返 作成

い Abaqus 6.14 User’s Guide 2014; Marc 2015 Documentation 2015

出過程 ンソ 微 計算 求 計算 非常

煩雑 複雑 あ Holzapfel 2000; 久田 1995 作業 材料毎 行う

多 時間 手間 開発 材料 効率良 実装

手法 い 検討 必要 あ   
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本研究 柔軟 材料 対象 長時間使用環境 粘弾性挙動

再現 実用的 汎用性 高い応力 ン法 開発 目

的 材料試験 材料 力学挙動 計測 粘弾性特性 調査

材料試験 基 い 材料 材料定数 簡易同定法 い 検

討 開発 ン法 有限要素法 実装 簡易実装

開発 例題 通 本法 再現性や予測性能 汎用性 評価

行  

本論文 構成 以 う  

第 1章 研究 背景 目的 述 い  

第 2章 材料 粘弾性挙動 調査 目的  4 負荷条件

試験 行い 粘弾性挙動 調査 行 結果 示 い 試験結

果 材料 選定 材料定数 簡易同定法 案 い 次

い 例題 通 再現性や汎用性 評価 行 結果 示 有効性 明

い  

第 3章 非線形有限要素法 対象 Hyper-dual step derivative HDSD法

Clifford, 1873; Fike, 2013 用い 要素 簡易実装 開発 行 い

HDSD法 解析解 同等 精 数値微 近似法 あ 数値微 法 要素

実装 微 計算 適用 複雑 微 計算 解析的 行う

内力 や要素剛性 自動的 計算 簡易実装 案

い 次 い 例題 通 性能評価 行い 本法 有効性 示 い

 

第 4 章 以 成果 基 い 実用的 再現性 高い数値 ン

案 い 2章 案手法 再現性 高い材料 案 い

3章 成果 応用 材料 実装 簡易実装 開

発 効率的 新 い材料 実装 い 次 い 例題 通 性

能評価 行い 有効性 明 い  

5章 2章 4章 得 結果 い  
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2.  大変形 試験 粘弾性挙動 調査 粘弾性 開発 

 

 

2.1   

材料 極 柔 高い衝撃吸収性能 人体 無害 環境 右

い 材料 い特異 性質 伏見 1993; Zhang et al 2009; Almdal et 

al 1993 性質 利用 衝撃吸収材 人 関節 様々 製品 利用

い Suciu et al 2004; Kobayashi et al 2005; Dinato et al 2015; Ogawa et al 2012

材料 衝撃荷 う 短時間域 う 長時間域 力学挙

動 評価 い 例え 人 関節 用い 材料 飛 跳

際 衝撃 常 縮 負荷 掛 Lee et al 2006 長時

間使用環境 力学特性 材料試験 評価 場合 長時間 実験 行う

必要 あ 材料や製品毎 何 実験 行う 多 時間 手間

効果的 設計 開発 数値 ン法 確立

望 い  

近 材料 粘弾性理論 基 い 数値 ン法 い

報告 い 例え Liu et al 2009; Fukunaga et al 2009 既報 報

告 長時間域 粘弾性特性 特性 評価 粘弾性挙動 数値

ン 再現 い 例 少 い ン法や材料

複雑 実用的 い あ  

本研究 材料 簡易数値 ン法 開発 大変

形 試験 行い 長時間域 粘弾性特性 調査 次 試験 結

果 考慮 材料 選定 単軸方向 材料試験 結果 材料

定数 簡易的 同定 方法 い 検討 選定 材料 同定

材料定数 再現性 予測性能 調査 有効性 明  

 

 

2.2  大変形 試験 

本節 材料 粘弾性挙動 調査 実施 大変形 試験 結

果 示 2.2.1 試験片 試験方法 概要 い 述 次 2.2.2

試験結果 示  

 

2.2.1  試験片 試験方法 

本試験 株式会社 社製 非粘着 CGR-N3002 使用

図 2.1 う 短冊形試験片 4 用い 試験片 中央 2 標点

記 初期 標点間距 l0 = 30 [mm] 実験 試験片 長

手方向 称応力 Pexp = 0.1, 0.15, 0.2, 0.25 [MPa] 負荷 4.7 × 10
5
 [s] 約 5日 保持

Pexp 負荷荷 /初期 試験片断面積 求 負荷後時刻 t 

[s] 経過時 標点間距 l(t) [mm] 次式 用い 称 (t) 算出  



 

7 

 

     0

0

l t l
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  (2.1) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 2.1 Geometry of creep test specimen [mm] 

 

 

2.2.2  試験結果 

試験 (t) 時間変化 図 2.2a 示 図 2.2a 負荷後 40 ~ 300 [%]

称 発生 い わ 後 (t) 2 × 10
5
 [s] 単調増

後 一定 最終計測時刻 4.7 × 10
5
 [s] 称 ∞

定常状態 長期 称 仮定 負荷応力 (t)
∞ 割 4.7 × 10

5
 [s]経過時 1 う 正規化 得 正規化 称

(t)/∞ 図 2.2b 示 図 2.2b 全 試験片 計算 (t)/∞ 概

一致 (t)/∞ 負荷応力 依 い わ  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 2.2 Experimental creep test results for (a) nominal strain (t) and (b) normalized nominal 

strain (t)/∞. 
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2.3  材料 決定 材料定数 同定 

本節 前節 実験結果 基 い 粘弾性 考慮 材料 選定

材料定数 同定方法 い 検討 結果 示 い 2.2節 試験

負荷 初期 い 荷 増 大 生 後 一定 荷

定常的 増 挙動 示 結果 大変形や

挙動 再現 超弾性―粘弾性 用 図 2.2a

試験 計測 (t) 負荷後 2 × 10
5 
[s] 経過以降 一定

長期 称 ∞ 試験片 負荷 称応力 Pexp 長期 称応力― 称

関係 仮定 長期 称応力― 称 関係 図 2.3 示 材料定数

同定 初 図 2.3 示 長期 称応力― 称 関係 超弾性

材料定数 同定 後 試験 結果 用い 粘弾性 材料定数 同

定 材料 非 縮 仮定 本章 行わ 計算 全 非 縮条件

行   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 2.3 Long-term nominal stress vs strain relationship; results of the creep test. 

 

 

2.3.1 超弾性 選定 材料定数 同定 

図 2.3 長期 称 50 [%] 超え 対 応力

増 率 傾 減少 い 回 う 単軸方向 応力― 関係

考慮 場合 右 Cauchy-Green ンソ C=F
T
F 第 1 変 I1 変数

エネ 密 W 用い Koprowski-Theiss et al 2011; Johlitz et al 2011

F 変形勾配 ンソ 付 添え T 転置 ンソ 表 以 図

2.3 う 挙動 再現 本研究 超弾性 Yeoh Yeoh

1993 用 多 式 定義 非線形 応力― 関

係 再現 や い い 論文 Koprowski-Theiss et al 2011; Johlitz et al

2011 有効性 確認 い Yeoh W 以 示  
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2 2 2

1 1 2 3I       (2.3) 

10 20 30, ,c c c 材料定数 あ 1,2, 3 伸長比 付 添え 1, 2, 3

主方向 表 い  

次 材料定数 10 20 30, ,c c c 同定方法 い 検討 単軸引張 1 =  想
定 W 単軸引張 称応力

calP 求 主方向 1 引張方向

非 縮 仮定 体積変化率 J = 12 3 = 1 引張方向

垂直 方向 伸長比 2 = 3 = -1/2 式(2.2) 式(2.3)
calP 得

Holzapfel 2000  

         2 2

cal 10 20 1 30 12 2 3 3 3P c c I c I           (2.4) 

 
2 1

1 2I     (2.5) 

材料定数 10 20 30, ,c c c 式(2.4) 得
calP 図2.3 示 長期 称応力Pexp 相

対誤差 最 う 準 Newton 法 同定 準 Newton 法 計算 以

示 残差 r r < 0.005 繰 返 行   

 
   

 

2

cal exp

exp

aa

a
a

P P
r

P

 
 
  

  (2.6) 

式(2.6)中 a a = 1, 2, 3, 4 図 2.3 点数 示 結果 材料

定数 10c = 0.04, 20c = 0.98×10
-3

, 30c = 2.36×10
-5

 [MPa] 実験結果 式(2.4)

算出
calP 図 2.4 示 図 2.4 実験結果 計算結果 一致 い

確認  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 2.4 Experimentally and numerically obtained long-term nominal stress vs nominal strain 

relationships. The material constants of the Yeoh model are 10c = 0.04, 20c = 0.98×10
-3

, and 

30c = 2.36×10
-5

 [MPa]. 
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2.3.2 粘弾性 選定 材料定数 同定 

2.2節 試験 行 結果 正規化 称 (t)/∞ 負荷応力 大

依 い わ 結果 本研究 材料 粘弾性挙動

負荷応力 大 依 い 仮定 Simo 案 粘弾性 Simo 1987; 

Simo and Hughes 1998 用 Simo 粘弾性 図 2.5 う 単独 非

線形定常 ネ要素 N個 Maxwell要素 並列 一般化Maxwell 構成

い Maxwell要素 非線形 ネ 線形 直列 連結 要素

あ Simo 粘弾性 粘弾性挙動 表 緩和時間 定数

定義 い 応力 非依 あ 本 Simo 粘弾性

概要 述 次 材料定数 同定方法 い 説明  

 

(a) Simo 粘弾性 Simo 1987; Simo and Hughes 1998  

Simo 粘弾性 い 述 基準配置 考え 応力― 関係

次式 表  

        
1

N

SE i i

i

t t t t


    S S S Q  (2.7) 

 2 SE
SE

W



S

C
 (2.8) 

N Maxwell要素 数 付 添え SE i 定常 ネ i番目

Maxwell要素 表 付 添え 付い い変数 全要素 表 S

第 2Piola-Kirchhoff 応力 あ Qi 基準配置 内部変数 あ 次式 発展方程式

満  

 

 

1
2

lim

i
i i

i i

i
t

W

t


 



   
 

Q Q
C

Q 0

 (2.9) 

式(2.9)中 i 0 1i  SE 0 1SE  各 ネ要素 応力 全 ネ要素

応力 合計値 比 剛性比 次式 条件 満 材料定数 あ  

 1
N

SE i

i

    (2.10)  

0 2階 零 ンソ あ Qi 畳 込 積 形 表 Simo 

and Hughes 1998  

   exp 2
t

i
i

i i

t s W
t ds


 

          
Q

C
 (2.11) 

部 積 用い 展開  

   2 exp 2
t

i i i

t i

W t s d W
t ds

ds
 



                  
Q

C C
 (2.12) 
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数値計算 い 時刻 tn 変数 既知 仮定

時刻 tn+1 = tn + t S(t) 求 Simo and Hughes 1998 次式 表

新 い内部変数 定義  

   : exp 2
t

i

i

t s d W
t ds

ds

          
H

C
 (2.13) 

式(2.13) 時間積 区間 次式 様 2  

        1 1
1 exp exp

n n

n

t t
n n

i n
t

i i

t t s t sd d
t s ds s ds

ds ds 
 

 

    
              

  
 H S S  (2.14) 

式(2.14) 右辺 第 1 整理 第 2 数値積 中点則 適用

Simo and Hughes 1998  

 

   

   
 1

1

1 1

1

2

exp exp

/ 2
exp

n

n n

t
n

i n

i i

n n n

s t ti

t st d
t s ds

ds

t t t d
s t

ds

 




 

 

 

   
         
   

  
      

 

H S

S

 

    1exp exp
2

i n i n

i i

t t
t t

  

    
       

   
H S  (2.15) 

      1 1n n nt t t   S S S  (2.16) 

本法 定常 ネ 応力 SSE 用い 計算 ,SE i  用い SSE

形 変形 以 Simo 粘弾性 応力― 関係 式(2.7) 以

う 表  

      
1

N

SE i i

i

t t t


 S S H  (2.17) 

      1: exp exp
2

i
i i n SE n

i SE i

t t
t t t


   

            
   

H H S  (2.18) 

 2SE

W



S

C
 (2.19) 

H 初期値 0 内部変数 あ  

 

(b) Simo 粘弾性 材料定数 同定 

次 材料定数 同定方法 い 述 単軸引張 1 =  想定 時

称応力 Pcal 求 時刻 tn 変数 既知 場合 時刻 tn+1 = tn + t Pcal 次

式 表 Simo and Hughes 1998; Holzapfel 2000  
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    2

cal 1 2t nP t S S 
    (2.20) 

 

     1

N

j SE i nj j
i

S S H t    (2.21) 

        1 1exp exp
2

i
i n i n SE n jj j

i SE i

t t
H t H t S t


   

            
   

 (2.22) 

      1 1SE n SE n SE nj j j
S t S t S t     (2.23) 

         2 3

10 20 1 30 1 11

4
2 3 3 3 1

3
SES c c I c I         (2.24) 

         2 3

10 20 1 30 1 12

2
2 3 3 3 1

3
SES c c I c I         (2.25) 

    
3 2SE SES S  (2.26) 

Sj 第 2Piola-Kirchhoff 応力 主値 付 添え j 主方向 表 い

式(2.24) 式(2.25)中 超弾性 Yeoh 用い 材料定数

10 20 30, ,c c c 前 求 使用 試験片 一定 荷 負荷

十 時間 経過 後 定常状態 時 Pcal 式(2.4)
calP 一致  

Maxwell要素 材料定数( i , i ) 同定 際 初 Maxwell要素 数 N=3

材料試験 計測時間 300 ~ 4.7×10
5
 [s] 桁数 i = 10

3
, 10

4
, 10

5 
[s] 設定 次

実験 負荷 称応力 Pexp 式(2.20)～式(2.26) 算出 Pcal 相対誤差

最 i 準 ン法 求 2.2 節 試験 結果

挙動 負荷応力 依 い わ い 負荷応力

0.25 [MPa] 試験結果 使用 準 ン法 残差 r 次式  

 
 

2

cal k exp

k exp

P t P
r

P

 
  

  
  (2.27) 

k 負荷応力 0.25 [MPa] 試験 点数 kt 計測時刻 あ

準 Newton法 計算 0.005r  行 結果 材料定数 ( i , i ) = (10
3
 

[s], 0.048), (10
4
 [s], 0.027), (10

5
 [s], 0.144) 材料定数 再現性 確認 2.5節

行う  

 

  



 

13 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 2.5 Nonlinear viscoelastic model proposed by Simo.  

 

 

 

2.4  3次元 画像相関法 変 測定方法 

本研究 2 穴 有 短冊型試験片 試験 行 解析結果

実験 対数 布 測定 行 測定 い 3次元 画像相

関法 使用 画像相関法 物体表面 変 や 非接触 高

い精 計測 手法 あ 1 用い 場合 面物体 面内変

測定 複数 用い 場合 法 原理 3次

元表面 変 や 測定 複雑 学系 必要 い

測定 容易 あ 本節 2.4.1 画像相関法 計測原理 い

Sutton et al 2009; 米山 2010; Correlated Solutions User Manual 次

2.4.2 法 原理 い Sutton et al 2009; 米山 2010; Correlated 

Solutions User Manual 2.4.3 本研究 計測手 い 述

Correlated Solutions User Manual 2.5節 4.4節 い FEM解析

結果 実験 画像解析 結果 比較 本手法 用い い  

 

2.4.1 画像相関法 計測原理 

画像相関法 物体表面 模様 物体表面 共 移動 変形 前後

特徴 保 いう考え 基 い い 測定対象物表面 変形

前後 画像 撮影 必要 あ 変形前後 画像 比較 変形前 物体表

面 模様 変形後 移動 場所 出 変 求

方法 呼 複数 画素 計算領域 設 領域

変形後 置 輝 値 布 強 布 相関等 用い 変 求 時

S
SE



SE  

S
1



1 


1 


1 


2 


2 


i 


i 


N 


N 

S
2



2 

S
i



i 

S
N

 


N 

S 
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相関 得や 測定対象表面 特徴的 模様 必要 特徴的 模様

い場合 図 2.6 う 物体表面 人 的 模様 塗布  

変形前後 画像 相関 次式 計算  

 
   

   2 2

, *, *
, , , , , , , 1

, *, *

y y u dx x
x y

u d

u u I x y I x yu u
Err x y u u

x x y y I x y I x y

   
      



 
 (2.28) 

 Iu (x, y) 変形前画像 標 (x, y) 輝 値 Id (x*, y*) 変形後画

像 標 (x*, y*) 輝 値 あ 総和記号 任意 解析対象点 中

心 n × n 内 輝 値 総和 示  

計測対象物 変形 場合 面内 計測対象物 共 変形

考慮 必要 あ 内 変形 一定 あ 仮定

図 2.7 う 任意 移動 変形 場合 考え 図 2.7中 点 O

点 O' 変形前後 撮影 画像内 任意 中心点 ux及 uy 

点 O 点 O' x方向及 y方向 変 x及 y 変形前 撮

影 画像 内 中心点 O 点 P(x, y) 距 あ 内

部 い 変形 勾配 一定 あ 仮定 輝 相関 調 標 P (x, y)

変形前 標 P (x, y) あ 画素 変形後 置 標 P'(x*, y*) 次式 関

係 成 立  

 

*

*

x x
x

y y
y

u u
x x u x y

x y

u u
y y u x y

x y

         


         

 (2.29) 

画像 得 輝 値 連続 あ 標 P'(x*, y*)

画素間 精 変 計測 標 P'(x*, y*) 置

1画素以 単 検出 必要 あ 補間関数 用い 画素間 滑

輝 値 布 計算 必要 あ 一般 ン ン 双 3次関数等

補間 双 3次補間 計算式 変形画像 輝 布 G (x*, y*) 次式

表  

 

       

            

            

            

2 3
00 10 20 30

2 3
01 11 21 31

2 2 2 2 3 2
02 12 22 32

3 3 2 3 3 3
03 13 23 33

*, * * * *

* * * * * * *

* * * * * * *

* * * * * * *

G x y a a x a x a x

a y a x y a x y a x y

a y a x y a x y a x y

a y a x y a x y a x y

   

   

   

   

 (2.30) 

各 aij 双 3次補間関数 定数 あ 変形後画像 一意 決定

あ  

以 考え方 用い 式(2.28) Err 最 化 変 ux uy及 変 勾配∂ux /∂x
∂ux /∂y ∂uy /∂x ∂uy /∂y 6 変数 検索 対象点 変 決定

式(2.28) Err 最 化 計算 Newton-Raphson 法 用い 計
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算 推奨 い 式(2.28) あ 6 未知 変 ux uy及

変 勾配∂ux /∂x ∂ux /∂y ∂uy /∂x ∂uy/∂y Pi 繰 返 計

算 Pi 更新 Pi 式(2.28) 関数 Err 行

列及 ン H(Pi )及 ∇(Pi)

Newton-Raphson法 各繰 返 計算 次式 う 表  

    1
i i iP H P P     (2.31) 

H(Pi ) Pi ∇(Pi) 次式 表  

 
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2

i

x y yx x x y x
x x x x

x y yy x y y x
y y y y

x

H P

S S S S S S

u u uu u u u u
u u u u

x y x y

S S S S S S

u u uu u u u u
u u u u

x y x y

S

u



     
                                       

     
                                       







2 2 2 2 2

2 2 2

x x x y yx x x x
x y

x x x x
x y

S S S S S

u u u u uu u u u
u u

x x x x x y x x x y

S S S

u u u u
u u

y y y x

    
                                                                                

  
                           

2 2 2

2 2 2 2 2

y yx x x x

y y y y yx x
x y

S S S

u uu u u u

y y y x y y

S S S S S

u u u u uu u
u u

x x x x x y x

  
                                                 

    
                                                           

2

2 2 2 2 2 2

y y y

y y y y y y y yx x
x y

S

u u u

x x y

S S S S S S

u u u u u u u uu u
u u

y y y x y y y x y y


       

                      

     
                                                                                       

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
      

  

(2.32) 

 

 
y yT x x

i x y

u uu u
P u u

x x y y

   
      

 (2.33) 

  Ti
x y yx

S S S S S S
P

u u ux y u

x y x y

 
 
                                          

 (2.34) 

以 計算方法 用い 高 空間 解能力 0.02 [pixel]以 精

変 解析 値 Newton-Raphson 法 計算結果 得

変 勾配 ンソ 定義式 算出 算出
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用い 滑化 本実験

5 詳細 参考文献 Sutton et al 2010; Correlated Solutions User Manual

参照 い  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 2.6 Example image of random pattern 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 2.7 Subset before and after deformation. 
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2.4.2 法 原理 

法 2 用い 角測 原理 計測 行 う手法 あ

法 原理 3次元表面 変 や 測定 能

あ 図 2.8 2 同一 物体 撮影 い 状況 表 い 対象物

空間 標系 (x, y, z) 仮想投影面 わ 画像内 標系 (u, v) 表 P (x, 

y, z) 測定対象物体 点 OL OR 2 撮影 場所

視点 投影中心 PL (uL, vL) PR (uR, vR) 点 P 仮想投影面 L

R 投影 像 あ 時 視点 投影面 投影 点 PL PR

結 直線 OL PL OR PR 点 P 交わ P PL P PR 共役関

係 あ P (x, y, z) 置 あ 点 結像 置 PL (uL, vL) PR (uR, 

vR) あ ンホ 用い 仮想投影面(u, v) 対象空間 標(x, y, 

z) 関係 次式 う 表  

 

11 12 13 21 22 23
0

31 32 33 31 32 33

21 22 23
0

31 32 33

u v

w w

v

w

r x r y r z t r x r y r z t
u u

r x r y r z t r x r y r z t

r x r y r z t
v v

r x r y r z t

 



              
     
   

 (2.35) 

現実 ン 歪曲収差 像 歪 う

実際 撮影 場合 仮想投影面 歪 い 点(u, v) 本来 置

異 場所 点(u', v') 撮影 う 点(u', v') 次式 う 表  

 

      
      

2 2
1 0 0 0

2 2
1 0 0 0

u u k u u u u v v

v v k v v u u v v

       

       

 (2.36) 

式(2.35) 式(2.36)    u0 v0 仮想投影面

主点 置 k1 収差係数 あ 内部 呼 い r11~ r33

tu tv tw 置や姿勢 表 い 係数 あ 外部 呼

い 係数 ン 決定  

ン 寸法 わ い 模様 撮影

行 う 図 2.9 実際 本実験 使用 ン あ

ン 縦 9個 横 12 個 合計 108個 点 あ 点 中心

点 隣 合う点 中心 間隔 12mm う 配置 い

ン 動 点 置 変化 複数枚撮影 画像

点 数 置 検出 実際 物体 標 画像 標 関係付

ン 2 対 同一 ン

用い 同時 撮影 必要 あ  

式(2.35) 式(2.36) 2 仮想投影面(uL, vL) (uR, vR) 求

仮想投影面 置 PL PR わ 点 P 標 視

点 OL OR 投影面 投影 点 PL PR 結 直線 OLPL ORPR 延長線

交点 3 未知数(x, y, z) 対 4 式 得 最

乗法 用い 点 P 置 求  
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以 画像相関法 測定原理 法 原理 用い 3

次元形状 変 測定 う  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 2.8 Geometrically relationships between the image planes and measured object. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 2.9 Calibration plate. 
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2.4.3 計測手  

本研究 行 2 穴 有 短冊型試験片 試験

3次元 画像相関 対数 布 計測手 い 述

3次元 画像相関 汎用ソ Vic-3D7 Correlated Solutions User Manual

利用 画像 撮影 図 2.10 示 富士 株式会社製 2 眼

FINEPIX REAL 3D W2S 使用  

実験 初 ン 使用 2 置 特定

ン 様々 角 変化 複数枚撮影 情報 2

置 角 等 特定 本実験 図 2.9 示

ン 画像 右 32枚 合計 64枚使用  

次 本研究 用い 試験片 表面 特異 模様 い 試験片 ン

ン い 画像相関 一般 用い ン ン

塗布 本試験片 変形 際 塗布 塗料 剥

試験片表面 模様 油性 い 実験 使用 試験片 模様 図 2.11

示  

最後 試験片 変形前後 画像 撮影 Vic-3D7 用い 変 測定 画

像 2048×1536 Vic-3D7 画像相関 行う際 変形前

画像 置 定義 解析対象領域 指定 試験片 A B

31  39 相関 間隔 9 4 以

準備 画像相関 行う 計測原理 基 い 試験片表面全体 3次元

形状 変 布 測定  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 2.10 2 lens Camera used in this paper. 
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Fig. 2.11 Random patter of the (a) Specimen A and (b) B. 

 

 

 

 

2.5  材料 性能評価 

2.3節 選定 材料 同定 材料定数 性能 評価 2 例

題 検討 節 汎用FEMソ Abaqus/Standard Abaqus 6.14 User's Guide

2014 解析 行 結果 示   

 

2.5.1 大変形 試験 

材料 材料定数 再現性や予測性能 評価 2.2 節

試験 い 解析 行 材料 Abaqus 搭載

い 有限変形粘弾性 Abaqus 6.14 User's Guide 2014 使用 材料

非 縮 仮定 FEM解析 Hybrid要素 Abaqus 6.14 User's Guide 2014

使用  

FEM 解析 2.2 節 試験 得 称 結果 図 2.12 示

図 2.12 負荷応力 0.15 0.2 [MPa] 実験結果 解析結果 多少差 見

0.1 0.25 [MPa] 良 一致 わ 計測 域全体

解析結果 実験結果 良 再現 い 選定 材料

同定 材料定数 試験 結果 定性的 再現 わ  

 

  

  

(a) Specimen A (b) Specimen B 
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Fig. 2.12 Nominal strain results of tensile creep test and finite element method (FEM). The 

material constants are 10c = 0.04, 20c = 0.98×10
-3

, 30c = 2.36×10
-5

 [MPa], and ( i , i ) = (10
3
 

[s], 0.048), (10
4
 [s], 0.027), and (10

5
 [s], 0.144) for i = 1, 2, and 3, respectively. 

 

 

 

2.5.2 有孔 試験 

選定 材料 同定 材料定数 有効性 評価 2 穴 有

短冊形試験片 試験 FEM解析 行 結果 示  

試験 図 2.13 2種類 試験片 試験 行 試験片 A 右側 2

穴 有 一方 試験片 B 中央 互い 2 穴 有 両方

試験片 対 y方向 2.5 [N] 荷 負荷 負荷後 3 × 10
2
 [s] 5 [min] , 

3.6 × 10
3
 [s] 1 [h] , 8.64 × 10

4
 [s] 1 [day] 経過時 試験片表面 対数 布

3次元 画像相関法 DIC 計測  

FEM 解析 試験片 厚 高 や幅 対 十 薄い 考慮 面応

力要素 Abaqus 6.14 User's Guide 2014 使用 図 2.14 FEM解析 使用

あ 試験片 A 節点数 3050 要素数 2901 試験片 B

節点数 2614 要素数 2460 あ 材料定数 2.3節 求 使用   

材料試験 FEM解析 得 対数 布 図 2.15～図 2.20 示 図 2.15

試験片 A 対数 eyy 布 表 試験片全体 材料試験 FEM解析

結果 概 一致 部付近 締付 影響 差異

見 応力集中 生 穴付近 布 傾向や 挙動

定性的 再現 い 図 2.16 試験片 B 対数 eyy 布 表

材料試験 FEM 解析 結果 概 一致 い わ 図 2.17
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図 2.18 試験片 A B 対数 exx 布 図 2.19 図 2.20

試験片 A B 対数 exy 布 表 eyy 布 同様 粘弾性

挙動 再現 い  

以 本 案法 応力集中 生 う 問題 適用 能 あ わ

単軸方向 試験 結果 用い eyy exx exy 布 定性的 再現

選定 材料 同定 材料定数 有効性 確認   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 2.13 Geometries of specimens (a) A and (b) B [mm]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 2.14 Mesh geometries of specimens (a) A and (b) B. 
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Fig. 2.15 Logarithmic strain eyy of specimen A from DIC (left) and FEM (right) at (a) 5 [min], 

(b) 1 [h] and (c) 1 [day] after loading. The material constants are 10c = 0.04, 20c = 0.98×10
-3

 

and 30c = 2.36×10
-5

 [MPa], and ( i , i ) = (10
3
 [s], 0.048), (10

4
 [s], 0.027) and (10

5
 [s], 

0.144) for i = 1, 2 and 3, respectively. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 2.16 Logarithmic strain eyy of specimen B from DIC (left) and FEM (right) at (a) 5 [min], 

(b) 1 [h] and (c) 1 [day] after loading. The material constants are 10c = 0.04, 20c = 0.98×10
-3

 

and 30c = 2.36×10
-5

 [MPa], and ( i , i ) = (10
3
 [s], 0.048), (10

4
 [s], 0.027) and (10

5
 [s], 

0.144) for i = 1, 2 and 3, respectively. 
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 (a) 5 [min] (b) 1 [h] (c) 1 [day] 
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 (a) 5 [min] (b) 1 [h] (c) 1 [day] 
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Fig. 2.17 Logarithmic strain exx of specimen A from DIC (left) and FEM (right) at (a) 5 [min], 

(b) 1 [h] and (c) 1 [day] after loading. The material constants are 10c = 0.04, 20c = 0.98×10
-3

 

and 30c = 2.36×10
-5

 [MPa], and ( i , i ) = (10
3
 [s], 0.048), (10

4
 [s], 0.027) and (10

5
 [s], 

0.144) for i = 1, 2 and 3, respectively. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 2.18 Logarithmic strain exx of specimen B from DIC (left) and FEM (right) at (a) 5 [min], 

(b) 1 [h] and (c) 1 [day] after loading. The material constants are 10c = 0.04, 20c = 0.98×10
-3

 

and 30c = 2.36×10
-5

 [MPa], and ( i , i ) = (10
3
 [s], 0.048), (10

4
 [s], 0.027) and (10

5
 [s], 

0.144) for i = 1, 2 and 3, respectively. 
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 (a) 5 [min] (b) 1 [h] (c) 1 [day] 
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Fig. 2.19 Logarithmic strain exy of specimen A from DIC (left) and FEM (right) at (a) 5 [min], 

(b) 1 [h] and (c) 1 [day] after loading. The material constants are 10c = 0.04, 20c = 0.98×10
-3

 

and 30c = 2.36×10
-5

 [MPa], and ( i , i ) = (10
3
 [s], 0.048), (10

4
 [s], 0.027) and (10

5
 [s], 

0.144) for i = 1, 2 and 3, respectively. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 2.20 Logarithmic strain exy of specimen B from DIC (left) and FEM (right) at (a) 5 [min], 

(b) 1 [h] and (c) 1 [day] after loading. The material constants are 10c = 0.04, 20c = 0.98×10
-3

 

and 30c = 2.36×10
-5

 [MPa], and ( i , i ) = (10
3
 [s], 0.048), (10

4
 [s], 0.027) and (10

5
 [s], 

0.144) for i = 1, 2 and 3, respectively. 
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 (a) 5 [min] (b) 1 [h] (c) 1 [day] 
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2.6   

本章 試験 結果 用い 簡易的 材料 粘弾性挙動 再現

力学数値 ン法 開発 初 材料 粘弾性挙動 調査

大変形 試験 行 FEM解析 材料 選定

材料定数 簡易同定方法 開発 2 穴 有 短冊型試験片

試験等 例題 通 材料 性能評価 行 得 知見 以 示

 

(1) 試験 結果 (t)/∞ 負荷 荷 大 全 荷

一致 確認 材料 粘弾性挙動 負荷

応力 大 依 い わ  

(2) 試験 結果 考慮 材料 Simo 粘弾性 Yeoh

超弾性 用 材料定数 準 Newton 法 同定

試験 解析 行 結果 計測 領域 選定 材

料 同定 材料定数 実験結果 概 一致  

(3) 2 穴 有 短冊型試験片 試験 FEM 解析 行い 両者

結果 比較 結果 選定 材料 同定 材料定数 実験

結果 定性的 再現 確認 本 案法 応力集中 生

う 問題 適用 能 あ わ  

 

以 本章 案手法 簡単 実験 用い 材料 粘弾性挙動 定性的

予測 製品 設計 開発 効率的 行え 期待  

後 再現性や予測性能 向 求 選定 材料

課題 解決 い 新 い材料 開発 実装 必

要 あ 新 い材料 実装 複雑 ンソ 演算 必要

材料 実装 作業 行う 手間

新 い材料 い 検討 共 材料 簡易実装

い 検討 い 必要 あ  

 

本章 内容 以 論文 記載 内容 含 い  

Creep characterization of Gels and Nonlinear Viscoelastic Material model, Kiyotaka 

ISHIKAWA, Masaki FUJIKAWA, Chobin MAKABE, Modan Physics Letters B, Vol. 30, No. 

18 (2016), p1650225-1-12, Copylight@2016, World Scientific Publishing Co., Inc.  
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3. 非線形有限要素法 材料構成則 実装方法 検討 

 

 

3.1   

前章 試験 行 実験結果 基 い 材料 材料

選定 材料定数 同定 行い 例題 通 性能評価 行 前章 材料

定性的 材料 粘弾性挙動 予測 能 あ

精 高い予測 場合や 適 再現性 示 ン 求

場合 材料試験 合わ ン法 開発 実装 必要 あ

実装 煩雑 計算 必要 あ 例え 変 法 基 Total Lagrange法

一般的 幾何学非線形有限要素法 定式化 所望 形状関数 N 定

義 あ B や変形勾配 ンソ F 計算 次 F 関数

定義 材料 第 2 Piola-Kirchhoff応力 S(F) 算出 最後 内

力 Q 計算 Newton-Rapthon 法 用い 陰的解法 用 場

合 S(F) 整合 整合接線剛性  F 算出 後 要素剛性

K 計算 各計算過程 行列 大 や配列 序

適宜並 変え い   

要素や材料 実装 伴う微 計算 煩雑 改善 数値微 利用

 F 計算手法 多 案 い 例え Miehe F S(F) 計算

利用 数値微 法 1 あ Forward Difference FD 法

用い  F 算出 方法 案 い Miehe, 1996 FD法 変動

設定 打 誤差や丸 誤差 混入 避 い Tanaka う

1 数値微 法 あ Complex step derivative approximation CSDA 法 注目

S(F)  F 算出 方法 応用 Tanaka et al., 2014 CSDA法 丸

誤差 発生 い 変動 充 い値 え設定 常 解析解

同等 精  F 算出 能 あ Tanaka 高精 数値 1階 2階微

演算 能 Hyper-dual Step Derivative HDSD 法 Clifford, 1873; Fike, 2013

注目 エネ 密 関数 W(F) S(F)  F 両方 算出 方法

案 Tanaka et al., 2015 計算方法 値 あ W(F) 2階

S(F) 4 階  F 両者 数値計算 自動的 算出 あ 前述

実装 伴う煩雑 作業 大幅 削減 解析解 基 実装法 同等 計算

結果 収束性能 保証  

以 研究 材料 実装 特化 あ 要素 開発 立場 考

え 場合 計算手法 F S(F)や  F 計算 効率化 図 い 過

い Lee FD法 用い K 算出 方法 案 い Lee and 

Park, 2002 計算方法 Q 計算 え用意 自動的 K

算出 実装 掛 煩雑 作業 大幅 削減 Q

算出 B S(F) 計算 要求 変動

設定値 K 算出精 変動 問題 残 い  

本章 幾何学非線形問題 対象 高精 数値 1 階 2 階微 演
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算手法 あ HDSD法 用い 有限要素 定式化 行う 簡易的 要素

組 込 実装 開発 行 回 Total Lagrange 法 変 法

基 定式化 例 示 微 縮型 超弾性体 焦点 絞 解説 本章

本 案手法 有効性 確認 3 種類 3 次元ソ 要素 4 節点四面体要

素 8節点 面体要素 20節点 面体要素 用い 基本的 変形解析 従来法 本

法 実施 両者 比較検討  

 

 

3.2  エネ 基 幾何学非線形有限要素法 定式化 

本節 3.2.1 従来 非線形有限要素法 実装方法 い

3.2.2 HDSD法 紹 3.2.3 HDSD法 利用 非線形 FEM

定式化 示   

 

3.2.1 幾何学非線形有限要素法 定式化 久田 1995  

解 衡方程式 以 示 ンソ 成 表示 直行 標

系 用い  

   0
* 0T    

X
S F g  (3.1) 

0 基準配置 質 密 0g* 単 体積当 物体力 あ

 

 
j

j
X


 

X
e  (3.2) 

あ ej ( j = 1, 2, 3) 正規直行基底 あ 境界条件  

   *
T

T  S F n t  (3.3) 

 *u u  (3.4) 

n 基準配置 外向単 法線 t 基準配置面 作用

力 あ 式中 [*] 外部 え い 成 あ 示 い

t* g* 力学的境界条件 u* 幾何学的境界条件 表  

次 時刻 0 t 状態 既知 あ 時刻 t' = t + t 状態 未知

増 解析 想定 付 添え 生 時刻 表

付 添え 参照配置 時刻 表 例え '

0

t
A 時刻 0 配置 参照

時刻 t' A 表 Cauchy応力 う 生 時刻

参照 配置 時刻 一致 場合 't
T 略記 以 記法 用い

式(3.1) 式(3.4) 関連 仮想 式 次 う  

 
' ' '

0 0:t t t

V
dV R  S E  (3.5) 

 

 
' ' '

0 0* *t t t

S Vt

R dS dV       t u g u  (3.6) 
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あ '

0

t
S

'

0

t
E 時刻 0 初期配置 基準 時刻 t′ 第 2 Piola-Kirchhoff応力

ンソ Green-Lagrange あ St t* 負荷 基準配置 領域

あ V 基準配置 体積 い 後 続 仮想値 あ

示 式(3.6) '

0
*t

t
'

0
*t g 次 定義式 え  

 

'

' '

0
*: *

t

t td s

dS
t t  (3.7) 

 

'

' ' '

0
*: *

t

t t td v

dV
 g g  (3.8) 

s, v 現配置 表面積 体積 あ 記 非線形問題

散化 Newton-Raphson法 節点変 U 関 解 考え

一般  

 

' ( 1) ( ) ' ' ( 1)

0 0 0

' ( ) ' ( 1) ( )

t i i t t i

t i t i i

 



  


 

K U P Q

U U U
 (3.9) 

  ' (0) ' (0) ' (0)

0 0 0 0 0 0
, ,t t t t t t  K K Q Q U U  

得 右 付 (i) Newton-Raphson 法 繰 返 演算数 U

全 節点 い 全変 成 適当 並 節点変 あ
' ' '

0 0 0, ,t t t
K Q P 式 う 要素剛性 内力 外力

あ  

 
' ' '

0 0 0

t t t

L NL
 K K K  (3.10) 

    ' ' ' ' '

0 0 0 0 1 0 0 0 0 1

T
t t t t t t

L L L L L e
Vee

dV  K B B D B B  (3.11) 

 
' ' ' '

0 0 0 0
ˆt t T t t

NL NL NL e
Vee

dVK B S B  (3.12) 

  ' ' ' '

0 0 0 0 1 0

T
t t t t

L L e
Vee

dV Q B B S  (3.13) 

 
' ' '

0 0 0
* *t T t T t

e e
S Veee e

dS dV   P N t N g  (3.14) 

Se Ve 要素表面 領域 N 形状関数  要素 構造全体

合わ あ 0

t

LK 初期変 initial displacement matrix 0

t

NLK

初期応力 initial stress matrix あ
0

t
S 0

t
S 表記

あ 0
ˆt
S

0

t
S 0

t
D 0

t 表示 あ 次式 う

定義  

  '

0 0 11 0 22 0 33 0 12 0 23 0 31

t T t t t t t tS S S S S SS  (3.15) 



 

32 

 

 

0 1111 0 1122 0 1133 0 1112 0 1123 0 1131

0 2211 0 2222 0 2233 0 2212 0 2223 0 2231

0 3311 0 3332 0 3333 0 3312 0 3323 0 3331

0

0 1212 0 1222 0 1233 0 1212 0 12233 0 1231

0 2311 0 2322 0 2333 0 231

t t t t t t

t t t t t t

t t t t t t

t

t t t t t t

t t t t

D

2 0 2323 0 2331

0 3111 0 3122 0 3133 0 3112 0 3123 0 3131

t t

t t t t t t

 
 
 
 
 
 
 
 
  

 (3.16) 

 

0 11 0 12 0 13

0 0 21 0 22 0 23

0 31 0 32 0 33

ˆ

t t t

t t t t

t t t

S S S

S S S

S S S

 
   
  

I I I

S I I I

I I I

 (3.17) 

 

 

2

0

0 0

t

t t

W

 E E

 (3.18) 

あ 式(3.11) 式(3.13)中 0 0 0 0 1

t t t

L L L B B B 節点 節

点変 変
0

t

LE 0

t

L E 要素 関連付 0

t

NLB

節点 節点変 変 /t u X / u X 要素 関連付

あ 要素内 任意 置 変 節点変 内挿 次

う  

 
n nNu U  (3.19) 

n 対 1 m 総和規約 従う m 要素 構成

節点 数 あ N 

n あ 要素 n 番目節点 形状関数 あ

以 定義  

 

1

2

3

0 0

2 1

3 2

3 1

/ 0 0

0 / 0

0 0 /

/ / 0

0 / /

/ 0 /

n

n

n

t n

L n n

n n

n n

N X

N X

N X

N X N X

N X N X

N X N X

  
   
  

  
    
    
 
     

B  (3.20) 
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31 2

1 1 1 1 1 1

31 2

2 2 2 2 2 2

31 2

3 3 3 3 3 3

0 1

3 31 1 2 2

2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1

tt tn n n

tt tn n n

tt tn n n

t n

L t tt t t tn n n n n

uu uN N N

X X X X X X

uu uN N N

X X X X X X

uu uN N N

X X X X X X

u uu u u uN N N N N

X X X X X X X X X X X

   
     

   
     

   
     


         

  
          

B

2

3 31 1 2 2

2 3 3 2 2 3 3 2 2 3 3 2

3 31 1 2 2

3 1 1 3 3 1 1 3 3 1 1 3

n

t tt t t tn n n n n n

t tt t t tn n n n n n

N

X

u uu u u uN N N N N N

X X X X X X X X X X X X

u uu u u uN N N N N N

X X X X X X X X X X X X

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
             
           


                        







 (3.21) 

あ 式(3.12) 対応  

  
1 2 3

0

1 2 3

1 2 3

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

n n n

n n n
T

t n

NL

n n n

N N N

X X X

N N N

X X X

N N N

X X X

   
    
   

  
   

   
 

    

B  (3.22) 

あ  

 

3.2.2  HDSD 高精 数値 1階 2階微  

本 数値微 法 い 簡単 関数 ( )f x h x 周

Taylor展開 次式 得  

 

2 3

( ) ( ) '( ) ''( ) '''( )
2! 3!

h h
f x h f x hf x f x f x      (3.23) 

 FD法 Central difference CD 法 fʹ(x) fʹʹ (x) 算出 考え

式(3.23) 変動 h 微 設定 仮定 次式 得  

 
( ) ( )

' ( ) ( )
FD

f x h f x
f x O h

h

 
  (3.24) 

 
2( ) ( )

' ( ) ( )
2

CD

f x h f x h
f x O h

h

  
  (3.25) 

 
2

( ) ( ) 2 ( )
'' ( ) ( )

CD

f x h f x h f x
f x O h

h

   
  (3.26) 

( )O h Landau’s symbol あ 式(3.24)～式(3.26) h 大

Taylor展開 高次 省略 打 誤差 影響 大

理論 計算精 良 実際 計算機 有効桁数 決
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い h 過 丸 誤差 影響 大 方法

最適 h 使用 計算精 値 非微 関数

異 場合 あ 適宜最適 h 確認 必要 あ  

FD法や CD法 数値微 問題 克服 方法 CSDA法 数

値微 法 あ Lyness,1968 CSDA法 変動 h 虚軸  i 方向 Taylor

展開 基 あ 回 例題 場合 式(3.23) 次 う 書  

 

2 3

( ) ( ) '( ) ''( ) '''( )
2! 3!

h h
f x ih f x ihf x f x i f x      (3.27) 

1階微 次 う 書  

 
  2

( )
' ( ) ( )
CSDA

f x ih
f x O h

h

 
  (3.28) 

 虚部 係数 出 演算子 あ 式(3.28) 演算 式(3.24)

異 差 商近似 現 い わ 丸 誤差 影響 い 変動 h

設定 え 解析解 同等 計算精 保証 例え 10010h 

う 特徴 有 計算 1階微 有効 あ 2階微 以

階数 対 差 商近似 演算 避 い  

性能 良い微 演算 成 目的 dual numbers 開発 演算

CSDA 同様 非実数軸方向 = 0 元  定義 あ 用

い 式(3.23) 次 う 書  

 ( ) ( ) '( )f x h f x hf x     (3.29) 

1階微 次 う 書  

 
 ( )

' ( )
DN

f x h
f x

h

  
 (3.30) 

 dual numbers 非実数部 係数 出 演算子 あ 式(3.30)

演算 丸 誤差 打 誤差 両方 現 い わ 変動 h 設定値

式(3.30) 任意 有効数 桁内 い 解析解 同 精 結果 得

計算方法 2階微 以 演算 対 差 商近似

演算 避 い 以 問題点 克服 方法 Fike HDSD

法 案 Fike, 2013 方法 次式 う 定義 2 非実

数軸 元 1 2 考え  

 
2 2

1 2 1 2 2 1
0, 0,         (3.31) 

式(3.23) 変動 h h1 1+h2 2 置 換え 次式 得  

 
1 1 2 2 1 1 2 2 1 2 1 2

( ) ( ) ( ) '( ) ''( )f x h h f x h h f x h h f x            (3.32) 

式 Taylor展開 h
3以 高次 2

1
2

2 含 0

 fʹ(x) fʹʹ(x) 次式 算出  

 

 
   1 1 2 2 1 1 2 21 2

HDSD

1 2

( ) ( )
' ( )

f x h h f x h h
f x

h h

         
   (3.33) 
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 1 1 2 21 2

HDSD

1 2

( )
'' ( )

f x h h
f x

h h

     
  (3.34) 

1
 1 係数 出 演算子 同様

1 2
 

1 2  係数 出 演算子

い 式(3.33)や式(3.34) 見 わ う HDSD法 fʹ(x) fʹʹ(x) 計

算 差 商近似 含 い 高次 完全 消滅 変動 値

依 い微 値 得 HDSD法 演算 計算機 実現

各種 演算規則 ン 組 込 必要 あ 例え Fortran 用い

場合 演算子多 定義 能 機能 利用 便利 あ 具

体的 実装方法 一例 参考文献 Tanaka et al., 2015 付録 記載 い

参照 い  

 

3.2.3  数値微 法 非線形有限要素法 定式化 

本 HDSD 法 利用 非線形有限要素法 定式化 案 合わ

比較検討 一般的 数値微 計算 い 記 (a) 

基礎 停留 ン エネ 原理 い 整理 続い (b)

数値微 法 FD法 HDSD法 内力 適用方法 続 (c)

数値微 法 FD法 HDSD法 要素剛性 適用方法

以 基 (d) HDSD法 内力 要素剛性

算出 計算方法 い HDSD法 定式化 通常 非線形有

限要素法 定式化 い い 整理 外力 P 2·1節 形状

関数 N 決 時点 直 計算 問題 い  

 

(a) 停留 ン エネ 原理 

停留 ン エネ 原理 い 整理 本論文 参考文献 久

田 1995 基 記述 展開 い 本論文 材料構成則 超弾性

考え 応力 次式 う 計算  

 
ij

ij

W
S

E





 (3.35) 

式(3.35) 式(3.5) 辺  

 :
ij

V V V
ij

W
dV E dV WdV

E
  

 
  S E  (3.36) 

式(3.36) 式(3.6) 用い 式(3.5) 次 う 書  

 0
* *

V S Vt

WdV dS dV        t u g u  (3.37) 

外力 い ン R G  

 *
i

i

R
t

u


 


 (3.38) 
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0

*
i

i

G
g

u
 

 


 (3.39) 

え 次式 得  

 0   (3.40) 

 

 ( )
V St

W Q dV RdS      (3.41) 

あ Φ 系 全 ン エネ あ わ 物体内 V

Green-Lagrange E 表面 Su u=u* 付帯条件 任意 微 変

E u 対 衡状態 あ 全 ン エネ Φ 停留  

次 外力 ン  

 *R   t u  (3.42) 

 
0

*G   g u  (3.43) 

え 場合 想定 衡状態 あ Φ 任意 あ 変 u

え 物体 Φʹ Φʹ-Φ 計算 次式 得  

   0
' ( ) ( ) * *

V S Vt

W W dV dS dV              E E E t u g u  (3.44) 

 

 
1

2

T T T   
                                               

u u u u u u
E

X X X X X X
 (3.45) 

あ 次 式(3.44) W(E+ E) E 周 Taylor展開  

 

21
( ) ( )

2
ij ij kl

ij ij kl

W W
W W E E E

E E E
    

    
  

E E E  (3.46) 

式(3.46) 式(3.44) 代入 次式 得  

 

2

0

1
' ( ) ( )

2

* *

ij ij kl
V

ij ij kl

S Vt

W W
W E E E W dV

E E E

dS dV

  

  

                  
     
 



 

E E

t u g u

 (3.47) 

式(3.37) 用い 式(3.47) 次 う  

 

2

21
'

2
ij kl

V
ij kl

W
E E dV

E E
  

 
         

  (3.48) 

Eij Ekl 微 場合 高次 無視 式(3.48)中 ∂2
W/∂Eij∂Ekl

正定値関数 任意 EijEkl 正 関数 あ   

 ' 0    (3.49) 

わ 衡点 近傍 限 局所的 最  
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(b) 数値微 法 内力 定式化 

停留 ン エネ 式(3.40) 基 FD 法 内力 算出

考え 3.2.3(a) 変 h u h 数値微 変

動 あ 微 あ 3.2.3(a) h u え 物体 Φʹ 
Φʹ-Φ 計算 次式 得  

   0
' ( ) ( ) * *

V S Vt

W h W dV h dS h dV             E E E t u g u  (3.50) 

式(3.50) W(E+h E) E 周 Taylor展開  

 

2

2( ) ( )
ij ij kl

ij ij kl

W W
W h W h E h E E

E E E
    

    
  

E E E  (3.51) 

h 微 あ 考慮 高次 無視 次式 得  

2

2

0

2

2

0

' ( ) ( )

* *

* *

ij ij kl
V

ij ij kl

S Vt

ij ij kl
V S Vt

ij ij kl

W W
W h E h E E W dV

E E E

h dS dV

W W
h E h E E dV h dS dV

E E E

  

  

     

                  
     
 

                   



 

  

E E

t u g u

t u g u

 

2 2h     (3.52) 

式(3.50) 式(3.52) 次式 成立  

   0

1
( ) ( ) ( ) * *

V V S Vt

W h dV W dV O h dS dV
h

            E E E t u g u  (3.53) 

3.2.1 節 参照 辺 内力 相当 い わ 以

散化 整理 次式 得  

  1
( ) ( ) ( )T

V V
W h dV W dV O h

h
     U Q U U U  (3.54) 

変 任意 あ 考慮 次 う 設定  

 : i U U  (3.55) 

U
i

i行目 1 行 0 値 持 あ

最終的 内力 Q 近似的 次式 う 得  

  1
( ) ( ) ( )i

i
V V

Q W h dV W dV O h
h

    U U U  (3.56) 

 

次 HDSD法 内力 算出方法 示 衡状態 あ Φ
HDSD法 非実数軸 あ 任意 あ 変 h 1 u え 物体Φʹ Φʹ-Φ 計算

次式 得  
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  1 1 0 1
' ( ) ( ) * *

V S Vt

W h W dV h dS h dV                 E E E t u g u  (3.57) 

式(3.57)中 W(E+h 1 E) E 周 Taylor展開  

 1 1
( ) ( )

ij

ij

W
W h W h E

E
   

  


E E E  (3.58) 

式(3.58) dual-numbers 元 2

1
0  高次 消滅

式(3.57) 整理 次式 得  

1 1 0
' ( ) ( ) * *

ij
V S Vt

ij

W
W h E W dV h dS dV

E
     

                       
  E E t u g u  

1 1 0
* * 0

ij
V S Vt

ij

W
h E dV h dS dV

E
     

                
  t u g u  (3.59) 

HDSD法 演算 式(3.59) 演算 厳密 0 式(3.57)

式(3.59) 次式 成立  

 
1 1 1 1 0 1

( ) * *
V S Vt

W h dV h dS h dV                         E E t u g u  (3.60) 

HDSD 法 演算 FD 法 場合 異 厳密 両辺 一致 い

3.2.1 参照 辺 内力 相当 い 以 散化

整理 次式 得  

 
1 1

1
( )T

V
W h dV

h
       U Q U U  (3.61) 

FD法 同様 手 最終的 内力 Qi 成 次式

抽出  

 
1 1

1
( )i

i
V

Q W h dV
h

       U U  (3.62) 

 

(c) 数値微 法 要素剛性 定式化 

一般 有限要素解析 散化後 い 要素剛性 次式 定義

久田 1995  

 i

ij

j

Q
K

U





 (3.63) 

FD法 要素剛性 算出 例え Lee Park 研究 Lee and Park, 

2002 挙 式(3.63) 次 う 書  

 
1

( ) ( ) ( )j

ij i i
K Q h Q O h

h
     U U U  (3.64) 

式 解析解 出 煩雑 要素剛性 算出 内力

差 商近似 要素剛性 得  
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HDSD法 要素剛性 算出 式(3.64) 基 Q(U) U 対

非実数方向 変動 1 U
j え 要素剛性 次式 得  

 
1 1

1
( )j

ij i
K Q h

h
     U U  (3.65) 

場合 解析解 出 煩雑 要素剛性 算出 要

素剛性 得 特筆 打 誤差 丸 誤差 混

入 生 い あ  

 

(d) HDSD法 有限要素定式化  

本論文 案 HDSD法 有限要素定式化 計算方法 比較

検討 一般的 数値微 あ CD法 計算方法 い 示

3.2.3(a)～(c) 計算 全 FD法 展開 示 い 2階微 必要

回 問題 CD法 方 精 良い解析 能 あ 断 CD

法 用  

CD法 内力 要素剛性 計算方法 2変数関数 Taylor

展開 用い 以 式 計算  

 
CD

1 1

1

1
( ) ( )

2

i i

i
V V

Q W h dV W h dV
h
       U U U U  (3.66) 

CD

1 2 1 2 1 2

1 2

1
( ) ( ) 2 ( )

2

i j i j i j

ij
V V V

K W h h dV W h h dV W dV K K
h h

             U U U U U U U

 (3.67) 

 

 1 1 1
( ) ( ) 2 ( )i i i

V V V
K W h dV W h dV W dV         U U U U U  (3.68) 

 2 2 2
( ) ( ) 2 ( )j j j

V V V
K W h dV W h dV W dV         U U U U U  (3.69) 

あ  

一方 HDSD法 計算 式(3.62) 式(3.65) 次式  

 
HDSD

1 1 1

1

1
( )i

i
V

Q W h dV
h

       U U  (3.70) 

 
HDSD

1 2 1 1 2 2

1 2

1
( )i j

ij
V

K W h h dV
h h

          U U U  (3.71) 

本法 計算 節点変 各要素 エネ 計算

え用意 内力 Q 要素剛性 K 両方 自動的 算

出 能 HDSD法 演算 打 誤差 丸 誤差 混入

い 数値微 法 あ 有効桁数 浮動 数点表記 い Q K

解析解 用い 従来法 同等 結果 得  

最後 本法 従来法 定式化 い い 図 3.1 要素単

積 点単 Q K 算出 必要 基本情報 出 図

あ 図 3.1a 従来法 要素内 変 U 形状関数 N 変形
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勾配 ンソ F 算出 BL0 BL1 BNL 算出 S 算

出 Q K 得 一方 本法 図 3.1b 示 う 節点変

変形勾配 ンソ F 計算 基 エネ 算出

作成 え い 式(3.70) (3.71) エネ 算出 利

用 Q K 自動的 算出  

以 本法 BL BNL S 解析解 出や 実装

作業 削減 能 本法 値 あ エネ

実装 え い 従来 煩雑 各計算過程

行列 大 や配列 列 並 替え 煩雑 多 削減 以

非線形有限要素 要素開発 簡略化 能  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig.3.1 Nonlinear FEM implementation scheme at each integration point by (a) conventional 

and (b) proposed method. 

 

 

  

  

(a) Conventional (b) Proposal 
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3.3  本法 性能評価 

本数値微 法 有効性 3 種類 例題 適用 検証 3.3.1 3 次元 4

節点四面体要素 用い 立方体試験片 単軸引張 解析 行 結果 示 3.3.2

3次元 8節点 面体素 用い 立方体試験片 断解析 行 結果 示

最後 3.3.3 3次元 20節点 面体要素 用い 長方形試験片 片持 梁

曲 解析 行 結果 示  

例題 材料構成則 超弾性構成則 一 あ Neo-Hookean

用  

    2

1 1

1
3 1W c I J

D
     (3.72) 

c1 D 材料定数 あ c1=50.0, D=0.001

材料定数 特 意味 い 無次元 い  

各例題 本法 CD法 変形解析 精 検証 目的 次 式(3.73)

式(3.74) 用い  

 

3

ana CD 21
error ( )

3

Nn

i i

n i

U U
N

   (3.73) 

 

3

ana HDSD 21
error ( )

3

Nn

i i

n i

U U
N

   (3.74) 

U
ana 内力 要素剛性 解析解 実装 FEM 得

結果 U
CD

U
HDSD 内力 要素剛性 CD法

HDSD法 実装 結果 Nn 総節点数 あ 要素剛性 計算精

い 例題 収束性能 評価  

 

3.3.1  単軸引張 解析 3次元 4節点四面体要素  

図 3.2a 示 う 立方体 1×1×1 単軸引張 解析 3 次元 4節点四面体要素

計算 結果 い 検討 境界条件 図 3.2a 頂点番号 1,4,5,8

x方向変 頂点番号 1,2,5,6 y方向変 頂点番号 5,6,7,8 z方向変

拘束 頂点番号 2,3,6,7 一様 変形 う 合計

120 引張 荷 負荷 図 3.2b 有限要素 示

回 節点数 9 要素数 12 解析 全 5 ン ン 行

 

図 3.3 解析解 本法 解析結果 最終 ン ン 時 変形状態

示 表 3.1 CD法 HDSD法 変形解析結果 精 検証 式

(3.73) 式(3.74) 結果 示 表 3.2 計算方法 収束性能 示

表 3.1a CD法 変形解析 算出精 変動 h1 設定値 依

い CD 法 数値微 打 誤差 丸 誤差 混入

適 h1 値 出 い 一方 図 3.3 表 3.1b HDSD法

本法 変動 設定 値 計算結果 解析解 一致 い

表 3.2 CD 法 収束性能 変動 h1 h2 設定値 大

異 設定値 誤 収束解 得 い 一方 本法 収束性能
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変動 依 常 解析解 同等 収束性能 あ 確認  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(a) Illustration of the model               (b) FE model  

 

Fig.3.2 Initial configuration for the uniaxial tesnsile test 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(a) Conventional FEM                  (b) Proposal  

 

Fig.3.3 Displacement distribution results of the uniaxial tensile test for the 5th load step 
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Table 3.1 Deformation error calculated by Equations (3.73) and (3.74) of the uniaxial tensile 

test resulting from the different approaches to calculate the internal forces and element 

stiffness matrices. The choice of the perturbation values in the CD influences on the 

displacement accuracy. The HDSD yields a quite accurate displacement values under all 

perturbation value selected. 

 

 

(a) CD for the 5th load step 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(b) HDSD for the 5th load step 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

CD 10
-1

10
-3

10
-5

10
-7

10
-9

10
-11

10
-13

10
-1 failed 9.1×10

-4
9.1×10

-4
9.1×10

-4
9.1×10

-4
9.1×10

-4
9.1×10

-4

10
-3

9.2×10
-8

9.2×10
-8

9.2×10
-8

9.2×10
-8

9.2×10
-8

9.2×10
-8 failed

10
-5

8.0×10
-12

8.4×10
-12

9.1×10
-12

6.8×10
-12

9.4×10
-12 failed failed

10
-7

1.1×10
-10

1.1×10
-10

8.3×10
-11

1.3×10
-10 failed failed failed

10
-9 failed failed failed failed failed failed failed

h 2

h 1

HDSD 10
-1

10
-3

10
-5

10
-7

10
-9

10
-11

10
-13

10
-1

3.9×10
-17

3.5×10
-17

4.1×10
-17

3.9×10
-17

4.6×10
-17

3.6×10
-17

3.2×10
-17

10
-3

2.6×10
-17

2.9×10
-17

3.2×10
-17

4.4×10
-17

4.6×10
-17

3.4×10
-17

3.0×10
-17

10
-5

5.6×10
-17

4.0×10
-17

2.6×10
-17

4.1×10
-17

3.8×10
-17

4.4×10
-17

4.3×10
-17

10
-7

3.3×10
-17

4.3×10
-17

3.5×10
-17

4.6×10
-17

4.0×10
-17

4.3×10
-17

3.3×10
-17

10
-9

3.3×10
-17

3.4×10
-17

2.7×10
-17

2.7×10
-17

4.2×10
-17

3.8×10
-17

3.5×10
-17

h 1

h 2
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Table 3.2 Convergence results of the uniaxial tensile test for the 5th load step based on the CD 

and the HDSD. The choice of the perturbation value in CD strongly influences on the 

convergence behavior. The HDSD shows the excellent convergence under all perturbation 

value selected. 

 

 

(a) Iteration numbers 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(b) Normalized residual force for the 5th load step 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

CD / HDSD 10
-1

10
-3

10
-5

10
-7

10
-9

10
-11

10
-13

10
-1 failed / 4 4 / 4 4 / 4 4 / 4 4 / 4 4 / 4 6 / 4

10
-3 6 / 4 4 / 4 4 / 4 4 / 4 4 / 4 5 / 4 failed / 4

10
-5 6 / 4 4 / 4 4 / 4 4 / 4 6 / 4 failed / 4 failed / 4

10
-7 6 / 4 4 / 4 4 / 4 4 / 4 failed / 4 failed / 4 failed / 4

10
-9 failed / 4 failed / 4 failed / 4 failed / 4 failed / 4 failed / 4 failed / 4

h 1

h 2

h 2=10
-5

h 2=10
-7

h 2=10
-8

1.0 1.0 1.0 1.0 1.0

1.93×10
-4

1.93×10
-4

1.92×10
-4

4.93×10
-4

1.93×10
-4

7.68×10
-11

7.66×10
-11

4.87×10
-11

1.10×10
-7

7.68×10
-11

1.22×10
-23

7.86×10
-20

3.85×10
-20

6.18×10
-11

1.21×10
-23

1.34×10
-14

6.49×10
-19

CD with h 1=10
-5Conventional

FEM
HDSD
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3.3.2  断変形解析 3次元 8節点 面体要素  

図 3.4a 示 う 立方体 1×1×1 断解析 3次元 8節点 面体要素

計算 結果 い 検討 境界条件 図 3.4a 頂点番号 1, 2, 5, 6

x, y, z方向変 拘束 頂点番号 3, 4, 7, 8 10 節点荷 x方向 負荷

図 3.4b 有限要素 示 回 節点数 8 要素数 1

解析 全 5 ン ン 行  

図 3.5 解析解 本法 解析結果 最終 ン ン 時 変形状態

示 表 3.3 CD法 HDSD法 変形解析結果 精 検証 式

(3.73) 式(3.74) 結果 示 表 3.4 各計算方法 収束性能 示

表 3.3a 本 例題 い CD 法 変形解析 算出精 変動 h1

設定値 依 変化 う 一方 図 3.5 表 3.3b 本法 変動 設

定 値 計算結果 解析解 一致 い 表 3.4 CD

法 収束性能 変動 h1, h2 設定値 大 異 計算結

果 収束性能 両方 留意 変動 h1, h2 設定 必要 一方 本法

収束性能 変動 依 常 解析解 同等 計算精 あ  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(a) Illustration of the model               (b) FE model  

 

Fig.3.4 Initial configuration for the shear test. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(a) Conventional FEM                (b) Proposal  

 

Fig.3.5 Results of displacement in x-direction for the shear test. 
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Table 3.3 Deformation error calculated by Equations (3.73) and (3.74) of the shear test 

resulting from the different approaches to calculate the internal forces and element stiffness 

matrices. The choice of the perturbation values in the CD influences on the displacement 

accuracy. The HDSD yields a quite accurate displacement values under all perturbation value 

selected. 

 

 

(a) CD for the 5th load step 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(b) HDSD for the 5th load step 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

HDSD 10
-1

10
-3

10
-5

10
-7

10
-9

10
-11

10
-13

10
-1

2.2×10
-16

2.0×10
-16

1.7×10
-16

2.0×10
-16

2.2×10
-16

2.0×10
-16

2.2×10
-16

10
-3

2.1×10
-16

2.5×10
-16

2.7×10
-16

2.3×10
-16

2.6×10
-16

2.0×10
-16

2.3×10
-16

10
-5

2.6×10
-16

2.2×10
-16

2.2×10
-16

2.1×10
-16

2.0×10
-16

2.2×10
-16

2.3×10
-16

10
-7

2.4×10
-16

2.5×10
-16

2.7×10
-16

2.2×10
-16

2.3×10
-16

1.9×10
-16

2.3×10
-16

10
-9

2.6×10
-16

2.1×10
-16

2.2×10
-16

1.9×10
-16

2.6×10
-16

2.6×10
-16

2.5×10
-16

h 2

h 1

CD 10
-1

10
-3

10
-5

10
-7

10
-9

10
-11

10
-13

10
-1

7.8×10
-5

7.8×10
-5

7.8×10
-5

7.8×10
-5

7.8×10
-5

7.8×10
-5 failed

10
-3

7.9×10
-9

7.9×10
-9

7.9×10
-9

7.9×10
-9

7.9×10
-9 failed failed

10
-5

3.7×10
-12

4.7×10
-12

9.8×10
-12

4.6×10
-12

5.5×10
-11 failed failed

10
-7

3.5×10
-10

3.7×10
-10

3.1×10
-10 failed failed failed failed

10
-9 failed failed failed failed failed failed failed

h 2

h 1



 

47 

 

 

 

 

 

 

Table 3.4 Convergence of the shear test for the 5th load step based on the CD and the HDSD 

scheme. The choice of the perturbation value in CD strongly influences on the convergence 

behavior. Almost all perturbation values lead to results the failed convergence. The HDSD 

shows the excellent convergence under all perturbation values selected. 

 

 

(a) Iteration numbers 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(b) Normalized displacement norm for the 5th load step 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

CD / HDSD 10
-1

10
-3

10
-5

10
-7

10
-9

10
-11

10
-13

10
-1 8 / 4 4 / 4 4 / 4 4 / 4 4 / 4 5 / 4 failed / 4

10
-3 5 / 4 4 / 4 4 / 4 4 / 4 4 / 4 failed / 4 failed / 4

10
-5 5 / 4 4 / 4 4 / 4 5 / 4 10 / 4 failed / 4 failed / 4

10
-7 5 / 4 4 / 4 5 / 4 failed / 4 failed / 4 failed / 4 failed / 4

10
-9 failed / 4 failed / 4 failed / 4 failed / 4 failed / 4 failed / 4 failed / 4

h 2

h 1

h 2=10
-5

h 2=10
-5

h 2=10
-5

1.0 1.0 1.0 1.0 1.0

2.40×10
-4

2.40×10
-4

2.37×10
-4

1.46×10
-4

2.40×10
-4

5.74×10
-10

5.74×10
-10

5.98×10
-10

2.19×10
-4

5.74×10
-10

3.21×10
-20

3.42×10
-20

1.76×10
-16

5.36×10
-8

3.21×10
-20

9.67×10
-21

5.16×10
-10

2.59×10
-12

2.84×10
-13

1.40×10
-14

4.40×10
-16

7.61×10
-18

Conventional

FEM

CD with h 1=10
-5

HDSD
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3.3.3  片持 梁 解析 3次元 20節点 面体要素  

図 3.6a 示 う 直方体 10×1×1 片持 梁 曲 解析 3次元 20節点 面

体要素 計算 結果 い 検討 境界条件 図 3.6a 頂点番号

1, 4, 5, 8 x, y, z方向変 拘束 頂点番号 3, 7 0.1 節点荷 y方向

負荷 図 3.6b 有限要素 示 回 節点数 104 要素

数 8 解析 全 2 ン ン 行  

図 3.7 解析解 本法 解析結果 最終 ン ン 時 変形状態

示 表 3.5 CD法 HDSD法 変形解析結果 精 検証 式

(3.73) 式(3.74) 結果 示 表 3.6 各計算方法 収束性能 示

表 3.5a CD法 変形解析 算出精 変動 h1 設定値 依 変化

う 一方 図 3.7 表 3.5b HDSD法 本法 変動 設定 値

計算結果 解析解 一致 い 表 3.6 CD 法

収束性能 変動 h1, h2 設定値 大 異 特 回 場合 収束

解 得 困 結果 多 適 変動 容易 い 一方 本

法 前回 結果 同様 収束性能 変動 h1, h2 依 い 以

本法 数値微 あ わ 解析解 同 内力 要素剛性

常 得  

 

 

 

 

 

 

 

(a) Illustration of the model                     (b) FE model  

 

Fig.3.6 Exapample of the cantileber problem 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(a) Conventional FEM                 (b) Proposal  

 

Fig.3.7 Results of displacement in y-direction for the cantileber problem. 
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Table 3.5 Deformation error calculated by Equations (3.73) and (3.74) of the cantilever 

problem resulting from the different approaches to calculate the internal forces and element 

stiffness matrices. The choice of the perturbation values in the CD influences on the 

displacement accuracy. The HDSD yields a quite accurate displacement values under all 

perturbation values selected. 

 

 

(a) CD for the 2nd load step 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(b) HDSD for the 2nd load step 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

CD 10
-1

10
-3

10
-5

10
-7

10
-9

10
-11

10
-13

10
-1 failed failed failed failed failed failed failed

10
-3 failed failed 4.1×10

-5
4.1×10

-5 failed failed failed

10
-5 failed 7.5×10

-9
1.5×10

-8 failed failed failed failed

10
-7 failed failed failed failed failed failed failed

10
-9 failed failed failed failed failed failed failed

h 2

h 1

HDSD 10
-1

10
-3

10
-5

10
-7

10
-9

10
-11

10
-13

10
-1

1.7×10
-14

3.2×10
-14

2.0×10
-14

4.5×10
-14

1.7×10
-14

2.6×10
-14

3.8×10
-14

10
-3

3.1×10
-14

7.1×10
-15

3.9×10
-14

2.4×10
-14

1.7×10
-14

4.9×10
-14

1.9×10
-14

10
-5

4.6×10
-14

2.3×10
-14

9.3×10
-15

9.3×10
-15

3.2×10
-14

4.6×10
-14

1.7×10
-14

10
-7

6.9×10
-15

1.9×10
-14

1.7×10
-14

3.3×10
-14

2.7×10
-14

1.3×10
-14

3.6×10
-14

10
-9

3.2×10
-14

3.7×10
-14

3.5×10
-14

3.0×10
-14

2.6×10
-14

1.8×10
-14

6.7×10
-14

h 1

h 2
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Table 3.6 Convergence of the cantilever problem for the 2nd load step based on the CD and 

the HDSD scheme. The choice of perturbation values in CD strongly influences on the 

convergence behavior. Almost perturbation values lead to results of the failed convergence. 

The HDSD shows the excellent convergence under all perturbation values selected. 

 

 

(a) Iteration numbers 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(b) Normalized displacement norm for the 2nd load step 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

CD / HDSD 10
-1

10
-3

10
-5

10
-7

10
-9

10
-11

10
-13

10
-1 failed / 7 failed / 7 failed / 7 failed / 7 failed / 7 failed / 7 failed / 7

10
-3 failed / 7 failed / 7 7 / 7 15 / 7 failed / 7 failed / 7 failed / 7

10
-5 failed / 7 7 / 7 13 / 7 failed / 7 failed / 7 failed / 7 failed / 7

10
-7 failed / 7 failed / 7 failed / 7 failed / 7 failed / 7 failed / 7 failed / 7

10
-9 failed / 7 failed / 7 failed / 7 failed / 7 failed / 7 failed / 7 failed / 7

h 2

h 1

h 1=10
-3

h 2=10
-3

h 2=10
-5

h 2=10
-7

1 1 1 1 1

8.38×10
-4

8.06×10
-4

1.34×10
-3

9.57×10
-4

8.38×10
-4

7.91×10
-7

6.67×10
-7

1.39×10
-5

1.33×10
-6

7.91×10
-7

1.22×10
-7

3.84×10
-7

9.86×10
-4

1.72×10
-5

1.22×10
-7

1.71×10
-11

1.06×10
-10

1.35×10
-8

1.04×10
-8

1.71×10
-11

2.38×10
-16

2.96×10
-14

3.11×10
-7

3.37×10
-9

2.38×10
-16

1.53×10
-28

2.35×10
-21

2.63×10
-13

1.40×10
-14

1.59×10
-28

4.01×10
-15

3.64×10
-18

1.92×10
-17

8.18×10
-20

2.13×10
-18

2.97×10
-19

6.22×10
-20

8.01×10
-16

4.39×10
-20

5.06×10
-15

2.87×10
-21

2.85×10
-16

1.87×10
-19

1.62×10
-20

Conventional

FEM
HDSD

CD with h 1=10
-5
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3.4   

本論文 幾何学非線形問題 対象 HDSD法 高精 数値 1階 2

階微 用い 簡易的 要素 実装 開発 得 知見 以 う

 

(1) 本法 要素 エネ 計算 用意 内力

要素剛性 自動的 計算 能  

(2) 本法 特徴 従来 計算 必須 あ B 応力 ンソ

整合接線係数 解析解 出 実装 要

用意 基本的 値 エネ あ

従来 煩雑 各計算過程 行列 大 や配列 列

並 替え 煩雑 多 削減 幾何学非線形問題 有限要

素解析 実装 い 大幅 作業 簡略化 見込  

(3) HDSD法 数値微 計算精 変動 値 関係 解析解 結果

同等 精 あ 本法 内力 要素剛性

算出精 い 解析解 一致  

(4) 本法 有効性 確認 3次元 4節点四面体要素 単軸引張 解

析 3次元 8節点 面体要素 断解析 3次元 20節点 面体要素

片持 梁 曲 解析 結果 本法 出力 結果

収束性能 両方 解析解 全 一致 確認  

 

以 本法 解析解 同等 性能 持 非線形有限要素解析 少 い作

業負担 実装 能 特 要素開発 効率化や 新 い計算 開

発 支援 期待  

実問題 適用 場合 計算時間 検証 要 あ 材料構成則 計算 HDSD

法 適応 計算時間 検証 結果 既報 論文 報告 い Tanaka et al., 

2015 報告 要素数 少 い場合 従来 FEM 比 計算時間 大

要素数 多 影響 要素数 多

近似計算 影響 剛性 計算 方程式 解 計算

時間 う 支配的 あ 本実装 同様 結果 得

予想 計算時間 検証 後 課題  

 

 

  



 

52 

 

参考文献 

1) Clifford, W.K., Preliminary sketch of biquaternions, Proceedings of the London 

Mathematical Society, Vol. 4 (1873), pp. 381–395. 

2) Fike, J.A., Multi-objective optimization using hyper-dual numbers (Ph.D. Thesis), 

Stanford university (2013). 

3) 久田俊明 裕久 非線形有限要素法 基礎 応用 丸善(1995)  

4) Lee, Y. and Park, K.C., Numerically generated tangent stiffness matrices for nonlinear 

structural analysis, Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, Vol. 191, 

No. 51-52 (2002), pp. 5833–5846. 

5) Lyness, J.N., Differentiation formulas for analytic functions, Mathematics of 

Computation (1968), pp. 352–362. 

6) Miehe, C., Numerical computation of algorithmic (consistent) tangent moduli in 

large-strain computational inelasticity, Computer Methods in Applied Mechanics and 

Engineering, Vol. 134 (1996), pp. 223–240. 

7) Tanaka, M., Fujikawa, M., Balzani, D. and Schröder, J., Robust numerical calculation of 

tangent moduli at finite strains based on complex-step derivative approximation and its 

application to localization analysis, Computer Methods in Applied Mechanics and 

Engineering, Vol. 269 (2014), pp. 454-470. 

8) Tanaka, M., Sasagawa, T., Omote, R., Fujikawa, M., Balzani, D. and Schröder, J., A 

highly accurate 1st- and 2nd-order differentiation scheme for hyperelastic material 

models based on hyper-dual numbers, Computer Methods in Applied Mechanics and 

Engineering, Vol. 283 (2015), pp. 22–45. 

 

  



 

53 

 

4.  材料 簡易応力― ン法 開発 

 

 

4.1   

2 章 試験 結果 簡易的 粘弾性挙動 予想 材料

Yeoh 超弾性 Yeoh 1993 Simo 粘弾性 Simo 1987; Simo 

and Hughes 1998 用 材料定数 簡易同定法 開発 FEM解

析 行い 材料 性能評価 行 結果 材料試験 FEM 解析 結果

概 一致 高い再現性 求 場合 2章 案手法

い 試験 FEM解析 正規化 称 (t)/∞ 計算 結果

図 4.1 示 図 4.1 2×10
5
 [s] 大 時間域 実験結果 解析結果 概

一致 い 2×10
5
 [s] い時間域 い FEM解析 結果 各負荷応

力 (t)/∞ 一致 負荷応力 依 い いう材料試験 特性 再現

い い 既 材料 課題 解決 い   

2 章 案手法 課題 改善 再現性 予測性能 高い

ン法 開発 行 試験 再現性 向 (t)/∞

再現 材料 い 検討 長期 応力 関係 着目

新 い超弾性 開発 行 3章 成果 応用 超弾性

簡易実装 開発 新 い材料 効率的 実装 方法

い 検討 最後 汎用 FEMソ 用い 解析 行い 性能評価 行

本章 い 検討 開発 結果 示 本章 材

料 非 縮 仮定 い 案 手法 区 2章

案 材料 Simo 粘弾性 +Yeoh ン法

前法  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 4.1 Normalized nominal strain results of tensile creeps tests and FEM. The material 

constants are 10c = 0.04, 20c = 0.98 × 10
-3

 and 30c = 2.36 × 10
-5

 [MPa], and ( i , i ) = (10
3
 

[s], 0.048), (10
4
 [s], 0.027) and (10

5
 [s], 0.144) for i = 1, 2 and 3, respectively. 

  

1 2 3 4 5 6

[10
5
]

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

Time [s]

N
o
rm

al
iz

ed
 n

o
m

in
al

 s
tr

ai
n

 
(t

)/
 



Experiment
 0.25 [MPa]
 0.2   [MPa]
 0.15 [MPa]
 0.1   [MPa]

Analysis
 0.25 [MPa]
 0.2   [MPa]
 0.15 [MPa]
 0.1   [MPa]



 

54 

 

4.2  材料 再検討 

本節 2.2 節 大変形 試験 結果 前法 課題 踏 え 材料

材料 い 再検討 結果 示 4.2.1 前法 挙動 再現性

向 方法 い 述 4.2.2 試験 結果 再現

超弾性 案   

 

4.2.1  試験 再現性 改善 

前法 使用 Simo 粘弾性 定常状態 長期 力学挙動 表 単独 非

線形 ネ要素 複数 Maxwell要素 非線形 ネ 線形 直列 連結

要素 構成 い 全 ネ要素 称応力 称 関

係 線形 場合 線形粘弾性 等価 線形粘弾性体 場合 試

験 (t)/∞ 負荷応力 依 い 全 ネ要素 称応力

称 関係 線形 場合 (t)/∞ 負荷応力 依 い 確認

(a) 称応力 称 関係 線形 ネ要素 適用 Simo 粘弾性

用い 試験 解析 結果 示 (b) 解析結果 踏 え

試験 再現性 向 方法 い 検討 結果 示  

 

(a) Simo 粘弾性 試験 解析  

試験 解析 Simo 粘弾性 単独 ネ要素 称応力― 称

関係 図 4.2 う 定義 単独 ネ要素 各Maxwell要素

ネ要素 剛性比 ,i SE  比例関係 表 全 ネ要素 線形 表

Maxwell要素 材料定数 あ 緩和時間 i i 2章 同定 値 ( i , i ) = 

(10
3
 [s], 0.048), (10

4
 [s], 0.027), (10

5
 [s], 0.144) 使用 2.2節 材料試験 同

様 0.1, 0.15, 0.2, 0.25 [MPa] 4 称応力 負荷 4.7 × 10
5
 [s] 保持 以

条件 行 試験 解析 得 (t) (t)/∞ 図 4.3 示 図

4.3a (t) 図 4.3b (t)/∞ 結果 あ 図 4.3a 負荷応力 大

挙動 確認 図 4.3b 全 負荷応力

(t)/∞ 一致 い 単独 ネ要素 称応力 称 関係 線形

場合 (t)/∞ 全 負荷応力 一致 確認   

 

(b) 試験 再現性 改善法 検討  

4.2.1a 解析結果 踏 え 長期 単独 ネ要素 称応力― 称 関

係 い 再検討 前法 長期 称応力― 称 関係 Yeoh

表 試験 結果 材料定数 同定 行

同定 材料定数 用い Yeoh 単軸引張解析 行 結果 2.2 節

試験 得 長期 称応力― 称 関係 図 4.4 示 図 4.4

Yeoh 単軸引張解析 結果 実験 得 長期 称応力― 称

関係 点 近傍 通 い 称応力 増 率 変動

称応力― 称 関係 線形 い 4.2.1a 示 (t)/∞

負荷応力 依 い条件 満 い い 一方 図 4.4 実験 0 ~ 60 
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[%] 60 ~ 300 [%] 域 称応力 増 率 異 線形 い

試験 計測 60 ~ 300 [%] 域 称応力 増 率 大

変化 見 い 点間 値 確認 負荷 称 応力 0.12 

[MPa] 試験 実施 負荷後 4.7 × 10
5
 [s] 称 計測

得 結果 図 4.4 追 増 率 大 変化 見

い   

以 長期 称応力 称 関係 改善 試験 再

現性 向 考え 60～300 [%] 域 称応力 増

率 大 変化 見 い 長期 称応力 0～60 [%] 域 曲線

増 60～300 [%] 域 1次関数 漸近 仮定

2.2節 試験 計測 60～300 [%] 域 長期 称応

力― 称 線形 (t)/∞ 負荷応力 依 い条件 満

仮定 Yeoh 再現 い.  

超弾性 再検討 必要 あ 考え  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 4.2 Long-term stress vs strain relationships used in the numerical analysis of creep test. 
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(a) Nominal strain (t) 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(b) Normalized nominal strain  (t)/∞ 

 

Fig. 4.3 Numerically obtained (a) nominal strain and (b) normalized nominal strain of the 

creeps tests with the viscoelastic model proposed by Simo. The material constants of Maxwell 

models are ( i , i ) = (10
3
 [s], 0.048), (10

4
 [s], 0.027) and (10

5
 [s], 0.144) for i = 1, 2 and 3, 

respectively. The long-term nominal stress – nominal strain relationships as shown in Fig 4.2 

are used in the numerical creep tests. 
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Fig. 4.4 Experimentally and numerically obtained long-term stress vs strain relationships. 

Experimental data was obtained from the creep tests results under 0.1, 0.15, 0.2 and 0.25 

[MPa] constant nominal stresses. Yeoh model was used in numerical calculation. The material 

constants of Yeoh model are 10c = 0.04, 20c = 0.98×10
-3

 and 30c = 2.36×10
-5

 [MPa]. 

Moerover, new experimental data obtained from the creep test under 0.12 [MPa] constant 

nominal stress was added. 

 

 

 

4.2.2  超弾性 再検討 

前 長期 力学挙動 表 超弾性 改善 試験

再現性 向 考え 前 長期 力学挙動 表

超弾性 条件 称応力 0～60 [%] 域 曲線 増

条件 60～300 [%] 域 1次関数 漸近 う

仮定 条件 満 単軸引張 称応力 図 4.4 実験

一致 超弾性 著者 調査 限 見当  

新 い超弾性 開発 行 2.1節 述 う 単軸方向 実験

用い 場合 I1 変数 エネ 密 W 用い

Koprowski-Theiss et al 2011; Johlitz et al 2011 I1 変数 任意

エネ 密 W 単軸引張 称応力 calP 解析的 求 次式 様

Holzapfel 2000  

  2

1

2cal

W
P

I
  

 


 (4.1) 

 伸長比 あ 式(4.1)中 -2  大 い場合 2 0 
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 大 ∂W/∂I1 一定値 う ∂W/∂I1 定義 式(4.1) calP 
増 1次関数 漸近 ∂W/∂I1 次式 定義  

 
  1 3

1

IW
a b c

I

 
  


 (4.2) 

a, b, c 定数 あ  大 I1 大 式(4.2)

∂W/∂I1  大 定数 a 式(4.1) calP 以 う  

 
   1 3 22
I

calP a b c         (4.3) 

式(4.3) 伸長比 大 1次関数 2a 漸近 条件 満

式(4.3) 次式 エネ 密 等価   

     1 3

1 3 1
ln

Ib
W a I c

c

      (4.4) 

次 材料定数 同定 行 図 4.4 実験 い 大

右 2点 傾 最 漸近 1次関数 傾 近い 考え 傾 a

値 決定 材料定数 b c 式(4.3) calP 図 4.4 実験 相対誤差

最 う 値 準 Newton法 同定 結果 a = 0.028 [MPa], b = 

0.016 [MPa], c = 1.48 [-] 式(4.3) calP 図 4.4 実験 比較 結果

図 4.5 示 図 4.5 式(4.3) 実験 一致 い 確認

0～60 [%] 域 曲線 増 60～300 [%]

域 線形 い 条件 満 確認  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 4.5 Experimentally and numerically obtained long-term stress vs strain relationships. The 

material constants are a = 0.028 [MPa], b = 0.016 [MPa] and c = 1.48 [-]. 
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4.3  汎用 FEM 実装 

本節 超弾性 実装方法 い 述 通常 材料 実装 煩

雑 微 計算 必要 3章 簡易的 実装 手段 高精

数値 1階 2階微 近似法 あ HDSD法 Clifford, 1873; Fike, 2013 着目 要

素 実装 伴う複雑 計算 減 開発 本研究 材料

汎用 FEMソ Abaqus Abaqus 6.14 User’s Guide 2014

搭載 い Simo 粘弾性 使用 い Abaqus 独

自 超弾性 実装 機能 組 合わ 使用

ン UHYPER Abaqus 6.14 User’s Guide 2014 いう機能 搭載 い

ン 用い Simo 粘弾性 ネ要素 超弾性

UHYPER 定義 粘弾性 計算 Abaqus 機能 用い 計算 能

あ 本法 限 言え 方 効率的 超弾性 実装 行え

本法 UHYPER 材料 実装 行 UHYPER 使

用 場合 要素 実装 値 エネ 内力 要素

剛性 求 様 エネ 密 W 右 Cauchy-Green ンソ

第一 変 I1 微 1階 2階 微係数 求 い 本

要素 計算 一部 あ 材料構成則 超弾性 計算 焦点 当 前章

簡易実装 応用 HDSD 法 W 微係数 計算法 い 検討

 3章 同様 次式 う 定義 2 非実数軸 元
1


2
 考え  

 
2 2

1 2 1 2 2 1
0, 0,         (4.5) 

変動 1 1 2 2h h   1 1 1 2 2W I h h   I1 周 Taylor展開 次

式 様  

      
2

1 1 1 2 2 1 1 1 2 2 1 2 1 2 2
1 1

W W
W I h h W I h h h h

I I
      

     
 

 (4.6) 

一般 Taylor展開 微 変動 用い 3章 HDSD法 計算精

変動 依 い 1 2 1h h  以 HDSD 法 W

微係数 計算 適用 数値微 近似式 次式 表   

    1 1 1 2 2 1 1 2

1

W
W I W I

I
    
             

 (4.7) 

  
2

1 2 1 1 22
1

W
W I

I
   

     
 (4.8) 

方法 W 計算 必要 全 微係数 得 実装

作業 軽減 本法 用い 効率的 新 い超弾性

実装   

 

 

 

4.4  例題 性能評価 

本節 4.3節 開発 超弾性 Simo 粘弾性 用い い

例題 解析 行い 有効性 調査 結果 示 解析 汎用 FEM ソ
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Abaqus/Standard 使用 解析 使用 Simo 粘弾性 材料定数

( i , i ) 試験 計測時間 300 ~ 4.7 × 10
5
 [s] 桁数 合わ 緩和時間 i

設定 剛性比 i Simo 粘弾性 得 単軸引張 称応力

計算結果 2.2節 試験 負荷応力 相対誤差 最 う 準

Newton 法 求 同定 材料 粘弾性挙動 負荷応力 非依 いう特性

考慮 0.25 [MPa] 結果 使用 材料定数 ( i , i ) = (10
2
 [s], 0.047), (10

3
 

[s], 0.055) , (10
4
 [s], 0.041) , (10

5
 [s], 0.082) あ  

 

4.4.1 大変形 試験 

本法 再現性 評価 2.2 節 試験 解析 行

前法 比較 試験 再現性 向 い 調査

試験 本法 解析結果 図 4.6 図 4.7 示 図 4.6 (t) 図 4.7 (t)/∞

結果 あ 前法 0.15 0.2 [MPa] 材料試験 FEM解析 結果 差 生

い 一方 図 4.6 本法 全 負荷応力 材料試験 FEM 解析 結果

良 一致 い 図 4.7 本法 (t)/∞ 全 負荷応力 概 一致

材料試験 結果 良 再現 い 本法 試験 結果

前法 高い精 再現 い 再現性 向 成

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 4.6 Nominal strain results of the tensile creep tests and FEM analysis with the proposed 

method. The material constants are a = 0.028 [MPa], b = 0.016 [MPa] and c = 1.48 [-], and (i, 

i) = (10
2
 [s], 0.047), (10

3
 [s], 0.055) , (10

4
 [s], 0.041) and (10

5
 [s], 0.082) for i = 1, 2, 3 and 4, 

respectively. 

 

  

0 1 2 3 4 5 6

[10
5
]

0

1

2

3

4

Time [s]

N
o
m

in
al

 s
tr

ai
n

  
(t

) 
[-

]

Experiment
 0.25[MPa]
   0.2[MPa]
 0.15[MPa]
 0.12[MPa]
   0.1[MPa]

Propasal
 0.25[MPa]
   0.2[MPa]
 0.15[MPa]
 0.12[MPa]
   0.1[MPa]



 

61 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 4.7 Normalized nominal strain results of tensile creep tests and FEM analysis with the 

proposed method. The material constants are a = 0.028 [MPa], b = 0.016 [MPa] and c = 1.48 

[-], and (i, i) = (10
2
 [s], 0.047), (10

3
 [s], 0.055), (10

4
 [s], 0.041) and (10

5
 [s], 0.082) for i = 1, 

2, 3 and 4, respectively. 

 

 

 

4.4.2 有孔 試験 

本 本法 2.4.2 2 穴 有 短冊形試験片 試験 適用

有効性 評価 結果 示 3次元 画像相関 DIC Sutton et al 2009; 米

山 2010; Correlated Solutions User Manual 計測 試験片表面 対数 布

本法 FEM解析 得 対数 布 図 4.8 図 4.13 示 図 4.8

試験片 A 対数 eyy 布 表 試験片全体 材料試験 FEM解析

結果 概 一致 部付近 締付 影響 差異

見 応力集中 生 穴付近 布 傾向や 挙動 定性的

再現 い 図 4.9 試験片 B 対数 eyy 布 表

材料試験 FEM解析 結果 概 一致 い わ 図 4.10 図4.11

試験片 A B 対数 exx 布 図 4.12 図 4.13 試験片 A

B 対数 exy 布 表 eyy 布 同様 粘弾性挙動 再現

い 以 本 ン法 応力集中 生 う 問題 適

用 能 あ わ 単軸方向 試験 結果 用い eyy exx

exy 布 粘弾性挙動 定性的 予測 選定 材料 同定 材料

定数 有効性 確認 前 示 う 本法 前法 優 再現性

有 効果的 材料 粘弾性挙動 再現 手法 あ 言え  
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Fig. 4.8 Logarithmic strain eyy of specimen A from DIC (left) and FEM (right) at (a) 5 [min], 

(b) 1 [h] and (c) 1 [day] after loading. The material constants are a = 0.028 [MPa], b = 0.016 

[MPa] and c = 1.48 [-], and ( i , i ) = (10
2
 [s], 0.047), (10

3
 [s], 0.055), (10

4
 [s], 0.041) and 

(10
5
 [s], 0.082) for i = 1, 2, 3 and 4, respectively. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 4.9 Logarithmic strain eyy of specimen B from DIC (left) and FEM (right) at (a) 5 [min], 

(b) 1 [h] and (c) 1 [day] after loading. The material constants are a = 0.028 [MPa], b = 0.016 

[MPa] and c = 1.48 [-], and ( i , i ) = (10
2
 [s], 0.047), (10

3
 [s], 0.055), (10

4
 [s], 0.041) and 

(10
5
 [s], 0.082) for i = 1, 2, 3 and 4, respectively. 
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Fig. 4.10 Logarithmic strain exx of specimen A from DIC (left) and FEM (right) at (a) 5 [min], 

(b) 1 [h] and (c) 1 [day] after loading. The material constants are a = 0.028 [MPa], b = 0.016 

[MPa] and c = 1.48 [-], and ( i , i ) = (10
2
 [s], 0.047), (10

3
 [s], 0.055), (10

4
 [s], 0.041) and 

(10
5
 [s], 0.082) for i = 1, 2, 3 and 4, respectively. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 4.11 Logarithmic strain exx of specimen B from DIC (left) and FEM (right) at (a) 5 [min], 

(b) 1 [h] and (c) 1 [day] after loading. The material constants are a = 0.028 [MPa], b = 0.016 

[MPa] and c = 1.48 [-], and ( i , i ) = (10
2
 [s], 0.047), (10

3
 [s], 0.055), (10

4
 [s], 0.041) and 

(10
5
 [s], 0.082) for i = 1, 2, 3 and 4, respectively. 
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Fig. 4.12 Logarithmic strain exy of specimen A from DIC (left) and FEM (right) at (a) 5 [min], 

(b) 1 [h] and (c) 1 [day] after loading. The material constants are a = 0.028 [MPa], b = 0.016 

[MPa] and c = 1.48 [-], and ( i , i ) = (10
2
 [s], 0.047), (10

3
 [s], 0.055), (10

4
 [s], 0.041) and 

(10
5
 [s], 0.082) for i = 1, 2, 3 and 4, respectively. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 4.13 Logarithmic strain exy of specimen B from DIC (left) and FEM (right) at (a) 5 [min], 

(b) 1 [h] and (c) 1 [day] after loading. The material constants are a = 0.028 [MPa], b = 0.016 

[MPa] and c = 1.48 [-], and ( i , i ) = (10
2
 [s], 0.047), (10

3
 [s], 0.055), (10

4
 [s], 0.041) and 

(10
5
 [s], 0.082) for i = 1, 2, 3 and 4, respectively. 
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4.6   

本章 前法 再現性 向 方法 検討 前法 再現性 向

方法 検討 新 い超弾性 開発 3章 成果 応用

超弾性 簡易実装 開発 い 例題 通 性能

評価 行 得 知見 以 示  

(1) 前法 再現性 向 超弾性 い 再検討 材料試験

合わ 新 い超弾性 開発 開発 超弾性

2.2節 試験 得 長期 称応力 称 関係 再現

確認  

(2) 超弾性 汎用 FEMソ Abaqus ン UHYPER

使用 実装 実装 際 3章 得 成果 応用 要求

微係数 エネ 密 自動的 計算 開発

新 い超弾性 効率的 実装  

(3) 本法 用い 試験 FEM解析 行 結果 材料試験 良 一致

確認 前法 再現性 向 成   

(4) 2 穴 有 短冊型試験片 試験 FEM解析 行い 2.4.2

材料試験 結果 比較 結果 本法 実験結果 概 一致 確認

本法 応力集中 生 う 問題 適用 能 あ わ  

  

以 本法 簡単 材料実験 用い 材料 粘弾性挙動 予測

300 [s] 約 5 × 10
5
 [s] 長時間域 挙動 再現

製品 設計 開発 効率良 行え 期待 後 本法 再現性や予

測性能 定 的 評価 課題 材料 応用 性能

調査 必要 あ   
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5. 結論 

 

本論文 材料 簡易的 再現性 高い力学数値 ン法

開発 目的 簡単 材料試験 材料 挙動 予測

ン法 開発 汎用 FEM ソ 再現 い様 問題 視

入 新 い ン法 簡易的 実装 い 研究 行

得 知見 以 示  

 

2 章 試験 結果 簡易的 材料 挙動 予測

ン法 開発 行 粘弾性挙動 調査

試験 行い 結果 基 Yeoh Simo 粘弾性 選定

例題 通 再現性や予測性能 汎用性 評価 行 結果 材料試

験 FEM 解析 結果 概 一致 簡易的 試験 材料

挙動 定性的 予測 ン法 案   

 

高い再現性や予測性能 求 場合 材料試験 合わ 新 い材料

や ン法 開発 実装 必要 あ 実装 複雑 微

演算 必要 3章 幾何学非線形有限要素法 対象 新

い要素 簡易実装 い 検討 高精 数値 1階 2階微 演算 能

HDSD法 着目 エネ 計算 自動的 解析解

同等 精 内力 要素剛性 計算 方法 案  

 

4 章 成果 基 再現性 高い 数値 ン法

開発 組 試験 正規化 称 再現 材料

い 検討 材料試験 合わ 超弾性 開発 汎用 FEM

ソ Abaqus ンUHYPER 用い 新 い超弾性 実装

 UHYPER 要求 い エネ 密 微係数 計算 HDSD

法 応用 新 い超弾性 効率的 実装 最後 例題 通

性能評価 行 結果 優 再現性や予測性能 有 応力集中 生 問題

適用 確認  

 

本研究 試験 結果 用い 簡易的 材料 粘弾性挙動 考慮

応力 ン 行う 手法 案 手法

単軸試験 結果 長時間使用環境 粘弾性挙動 予測 後 定 的

評価 方法 い 検討 望 様々 問題 適用

材料 応用 必要 あ   
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