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下負荷面モデルによる繰返し円形応力負荷を受ける砂の変形挙動の予測

および接線応力速度の効果
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The subloading surface model which fulfills the mechanical requirements for constitutive 

equations, i.e. the continuity, the smoothness ' conditions, the work rate-stiffness and the 

Masing effect relaxation has been extended so as to describe the inelastic stretching due to the 

deviatoric tangential stress rate for the subloading surface. The model is called the 
tangential-subloading surface model. In this article, the subloading surface model enabling the 

description of deformation behavior of a cyclic loading with the tangential rate effect is applied 
to the prediction of the deformation behavior of sand subjected to a cyclic loading of circular 

stress path in the g-plane deviating significantly from the proportional loading. The validity of 

the model and the tangential stress rate effect are verified comparing with the test data. 
Key Words'. elastoplasticity, inelastic stretching, tangential plasticity, subloading surface 

model, yield surface

1.は じめ に

材料の弾塑性挙動の表現は,工 学上の問題を理論的に

予測する際に不可欠である.し かしながら,古典弾塑性

論は降伏面内部を純粋弾性域と仮定しており,降伏面内

部の応力変化による塑性変形を予測し得ない.繰 返し負

荷においては塑性変形が集積する弾塑性挙動を表現でき

ないなどの問題がある.このため1960年 以降,繰返し負

荷に対する材料の塑性変形挙動を表現する繰返し塑性モ

デルが種々提案されてきた1)-11).これらのモデルの中で,

橋口により提案された"初期下負荷面モデル"6),7)は,古典

論における降伏面(以 降 下負荷面モデルにおいては正

規降伏面と称する)の 内部に常に現応力点を通って正規

降伏面に相似な形を保ちながら膨張/収 縮する下負荷面

を仮定するのがその基本的特性で,関 連流動側を採用し

ており,連続性条件,滑 らか条件および仕事率 ・剛性緩

和の力学的要求条件12),13)を満たす合理的な数学的構造を

有する利点がある.ま た,正 規降伏面と下負荷面の相似

中心が塑性変形とともに移動すると仮定することにより,

繰返し負荷挙動を表現し得るように拡張された"拡張下

負荷面モデル"9)は,比例負荷の繰返し負荷に対する土や

金属の弾塑性挙動の予測が行われ,本 モデルの適用性が

実証されている14)-16).

他方,こ れらの弾塑性構成式における塑性ス トレッチ

ングの方向および大きさは,降 伏面の接線方向の応力速

度いわゆる接線応力速度に依存しないことから次のよう

な限界を有する.1)非 比例負荷において非現実的に剛

性の高い応答を予測する.従 って,非 比例負荷状態に至

る塑性不安定現象を適切に予測できない2)塑 性ス ト

レッチングの方向は,応 力速度の方向に依存しない3)

異方塑性ポテンシャル面が導入されない限り,塑 性ス ト

レッチングの主軸と応力の主軸の共軸性を示す.

そこで,Hashiguchi and Tsutsumi17)は,接線応力速度の

偏差成分いわゆる"偏差接線応力速度'によって生じる非

弾性ス トレッチング(以 下`接 線ス トレッチング"と 称

する)を 下負荷面モデルに導入した`接 線 ・下負荷面モ

デル"を 提案した.接 線 ・下負荷面モデルは,せ ん断帯

の形成やバルジングおよびバックリングの変形の拡散モ
ードを対象とした土や金属の分岐変形現象の予測に適用

されている17)-20).しかしながら,これらの解析は相似中

心が応力空間の原点に固定された初期下負荷面モデルに

― 625―



接線応力速度効果を導入して,巨 視的には比例負荷近傍

の単調負荷挙動を対象としたものである.

本研究では,拡 張下負荷面モデルに接線ストレッチン

グを導入 し,代表的な非比例負荷である平均応力一定の

繰返し円形応力負荷を受ける地盤材料の変形挙動のシミ

ュレーションを行い,実 測直との比較により本モデルの

適用性および接線ストレッチングの効果を実証する.ま

た,下 負荷面の膨張/収 縮および移動,回 転の状態の推

移および弾性,塑 性,接 線ストレッチングの方向,大 き

さなどの分析を行う.

本論文では,応力(速 度),ひ ずみおよびス トレッチン

グ(ひずみ速度)の 符号は引張を正とする.

2.構 成式

拡張下負荷面モデル男に接線ス トレッチング17)を導入し

た接線・下負荷面モデルに基づく地盤材料の弾塑性構成式

について概説する.

2.1接 線応力速度を考慮した下負荷面モデル

ス トレ ッチ ン グD(速 度 勾 配Lの 対 称 成 分

D≡(L+LT)/2)は 弾性ス トレッチングDeと 非弾性

ス トレッチングDiに 加算分解 され,さ らに非弾性ス トレ

ッチングは塑性ス トレッチングDPと 接 線ス トレッチン

グDtに 加算分解 される.つ ま り,

(1)

(2)

ここに,弾 性ス トレッチングDeは 次式で与えられる.

(3)

Eは4階 の弾性係数テンソル,()-1は その逆テンソル

を表し,σ は応力,(°)は 客観性を満たす共回転速度を

表す.な お,Eは 次のHooke型 で与えられると仮定する.

(4)

ここに,Kお よびGは それぞれ体積弾性係数およびせん

断弾性係数である.ま た,δijはKroneckerの デル タで

δij=1:i=j,δij=0:i≠jを 満たす

下負荷面は次式で表される.

(5)

こ こに,

(6)

2階 のテンソルHお よびスカラーHは,そ れぞれ異方硬

化変数および等方硬軟化変数である.2階 のテンソルaは

正規降伏面内部の参照点で,aは 下負荷面内部のaの 共役

点である.sは 正規降伏面と下負荷面の"相 似中心'で あ

る.R(0〓R〓1)は 正規降伏面に対する下負荷面の大き

さの比を表し,正規降伏状態への接近の度合を表すので,
"正規降伏比"と 呼ばれる

.

相似中心sの移動則は次式で与えられる.

(7)

(8)

ここに,csは 材料定数である.(.)は 物質時間微分を示

す.||||は 大きさを表す.

正規降伏比Rの 発展則を次式で与える.

(9)

ここに,Uは,次 の条件を満たすRの 単調減少関数 であ

る.

(10)

関連流動則に従 う塑性ストレッチングDPは 次式で与

えられる.

(11)

(12)

ここに,λ は正値 の比例係数で ある.塑 性係数Mpは

次式で与えられる.

(13)

(14)

k,hお よび はλを1次 で含み,そ れぞれH,Hお

よびaに 対 して次式で関係づけられ る.

(15)

(16)

(17)

(18)

"

接線ス トレッチング"Dtは"偏 差接線応力速度"

御 によって次式で与え られ る.
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(19)

(20)

(21)

(22)

(23)

(24)

(25)

()*は 偏差成分を表す.1は 単位テンソルである.接 線

非弾性係数Tは 次式で与えられる.

(26)

ここに,b(〓1)は 材料定数で,ξ は一般に応力の材料関

数および内部変数で与えられ る.

式(1),(2),(3),(11)お よび(19)よ り,ス トレッチングD

は次式で与えられる.

(27)

応力速度をス トレッチングで表す逆関係は次式で与

えられる.

(28)

負荷基準は次式で与えられる21)-23).

(29)

2.2地 盤材料の材料関数

本節では,上 述の構成式に含まれる材料関数の地盤材

料に対する具体形15)を以下に示す1

負荷関数f(δ,H)は 次式で与えられる.

(30)

こ こに,

(31)

(32)

(33)

mの 具体形については後述する.

土の場合,異方硬化変数Hを"回 転硬化変数'歴とし,

その発展則は次式で与えられる24).

(34)

ここに

(35)

(36)

mbの 具体形については後述する.

等方硬軟化関数Fは 次式で与えられる.

(37)

ここに,F0はFの 初期値.ρ およびγは,(lnp,lnv)

平面(v:体 積)に おける正規圧密(弾 塑性)線 およ

び膨潤(弾性)線 の勾配である.等 方硬軟化変数Hは 次

式で与えられる.

(38)

μは材料定数である.mdの 具体形については後述する.

接線非弾性係数Tに おける関数ξは次式で与えられ

る17).

(39)

ここに,

(40)

aお よびcは 材料定数である.
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式(10)の条件を満たす正規降伏比Rの 発展則における

関数Uは 次式で与えられる.

(41)

uは 材料定数である.

体積弾性係数Kお よびせん断弾性係数Gは 次式で与

えられる.

(42)

ここに,vは ボアソン比である.

2.3降 伏面

非比例負荷において応力は降伏面に沿う経路を辿るた

め,変形の予測の際には適切な形状を有する降伏曲面式を

構成式に導入することが不可欠である.また応力速度とス

トレッチングの線形関係および塑性ポテンシャル論に従

う最大塑性仕事の原理を満たすためには滑らかな凸閉曲

面性を有する降伏曲面が望ましい そこで本研究では,こ

れらの条件を満たすHashiguchi25)によって提案された次式

を関数mと して採用する.

(43)

(44)

ここに,φcは 軸対称圧縮における内部摩擦角である.

図1に π平面における式(43)のmに よる錘面||Q||=mを

φc=15,30,45° の場合について,Mohr-Coulomb破 壊基準

と比較して示す.

図1Hashiguchi25)の 錐 面の π平面形状

図1に 示すように,本 式は内部摩擦角の大きさによらず滑

らかな凸閉曲面性を満たす.な お,式(43)は,φcが22°01'

以下の場 合,軸 対称伸張側でMohr-Cbulombの 破壊基準よ

り小 さい値 を示 し,φcが22°01'よ り大 きい場合 は

Mohr-Coulombの 破壊基準より高い埴 を示す.

また,式(35)お よび(38)の島 およびmrは それぞれ次式

で与えられる.

(45)

(46)

(47)

ここに,φbお よび φdは,材 料定数である.

3.実 測値との比較

円形応力負荷の精度良い実験は難しく,また実験結果も

大変少ない そこで,本 研究では1989年,米 国クリーブ

ランドで開催されたワークショップにおいて予測コンテ

ストの対象とされたReid Bedford砂を計算の対象とした.

試験の詳細は文献26)に述べられている.

供試された砂の相対密度47%で ある.本砂の物理特性を

表1に 示す.

表1Reid Bedford砂 の物理特性

なお,実 測直は真の三軸試験により得られたもので,本

試験に対 して図2の ように座標系(x1,x2,x3)が とられ る.

図2真 の三軸圧縮試験における座標系

3.1繰 返し円形応力径路試験

平均応力一定の円形応力径路試験は,図3に 示すように

π平面内で偏差応力の大きさ||σ*||を一定に保ちながら応
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図3平 均応力一定の円形応力負荷経路

力が円形径路を描くように主応力を変化 させる試験であ

る.負 荷過程は,下 記の等方圧縮過程→偏差応力負荷過程

→2回 転の円形応力負荷過程の3段 階からなる.

1)等 方圧縮過程:平 均応力の初期値σ0=-100kPaか ら
-345kPaま で等方圧縮する.

2)偏 差応力負荷過程:平 均応力σm=-345kPaを 一定に

保ちながら偏差応力が||σ||=262kpaに なるまで応

力をΔσi:Δσ2:Δσ3=0.5:0.5:-1.0の 比率で変化 さ

せる.

3)円 形応力負荷過程:平 均応力σm=-345kPaお よび偏

差応力||σ*||=262kPaを 一定に保ちなが ら3主 応力を

次式に示す ように正弦的に変化 させて π平面内に応

力を円形に負荷す る.

(49)

(50)

(51)

これ より,応 力増分は次式で与えられる.

(52)

(53)

(54)

応力はθσ=30° からθσ=750°までの2回 転を与える.

3-2接 線・下負荷面モデルによる変形挙動の予測

図4に 示す2回 の除荷・再負荷を含む繰返し等方圧縮試

験の実測値から決定した材料定数および初期値を表2に

示す.予測結果は実測 直の変形挙動を適切に表現しており,

相似中心の移動によりヒステリスループも適切に表現さ

れている.

表2材 料定数および初期値

図4繰 返し等方圧縮試験のシミュレーション

表1に 示した以外の材料定数については,文献量5,の砂の

解 析で用いられた材料定数を参考に本試験結果に適合す

るように,表3の 通りに決定した.

表3内 部摩擦角,回 転硬化,等 方硬軟化

および接線非弾性係数に関する材料定数

図5は,表2お よび3の 初期値 と材料定数を用いて円

形応力負荷計算を行った時の応力角θσ=120,210,300お

よび390。 時における下負荷面をσ3-(σ1+σ2)/2-P平

面(図5(a))お よび π平面上(図5(b))に 示 したものであ

る.ま た,図 中には,そ れぞれ応力点において排弾性ス ト

レッチ ング((DP,Dt,Di)の 方 向 とその相 対的
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(a) (b)

図5円 形応力負荷による下負荷面の状態とストレッチングの発生状況
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図6応 力角θσと体積ひずみεvの関係

大きさをベクトル表示している.図5(a)および(b)から,下

負荷面が回転硬化変数βおよび相似中心sの 発展則に従

い回転および移動を伴いながら膨張/収 縮する様子がわ

かる.また,下負荷面の挙動に応答する非弾性ストレッチ

ングの方向が空間的に示されている.

図6は,応 力角θσに対する体積ひずみεvの変動を実測

値と比較して示したものである.計算における体積ひずみ

はス トレッチングの トレース値の集積によって求められ

るが,接線ス トレッチングは,偏差接線芯力速度(trδt*=0)

によってもたらされるため体積ひずみには寄与せず,さら

に,本研究で対象としている円形応力負荷の場合,平均応

力が一定(trδ=0)の条件であるので,弾性ストレッチング

は体積ひずみには寄与しない.従 って,円 形応力負荷過程

においては塑性ス トレッチングのトレース値つまり塑性

体積ストレッチングDpvの みが体積変化を表現すること

になる.予測された体積ひずみは,実測直に対してずれが

みられるが実測直と同様にθσの増加 とともに体積収縮を

維持する.また,実測 直の体積ひずみは単調な収縮でなく

周期的にわずかな膨張を伴いながら収縮している.この現

象は,計 算結果の体積ひずみにおいても予測されている.

図5(a)でわかるように,下負荷面の膨張/収 縮,回 転およ

び移動によって周期的に塑性体積ス トレッチングDpvの

方向が変わることが推察される.このように,非比例負荷

における体積変化は方下負荷面の膨張/収 縮,回 転および

相似中心の移動によって適切に表現できる.図7は 応力位

置での塑性体積ス トレッチングDpvの 符号およびその相

対的大きさをθσ=30～390°およびθσ=390～750°の場合で

それぞれ図示したものである.

次に,π平面内の円形応力負荷で予測される弾性ひずみ,

塑性ひずみおよび接線ひずみそれぞれの挙動を明らかに

するために,π平面上にひずみ経路をそれぞれ図示して考

察する.図8に π平面上における弾性ひずみ,塑 性ひずみ

および接線ひずみ径路を示した.弾 性ひずみ経路は,弾 性

ス トレッチングDeの 方向が応力速度の方向と一致するこ

とから円形を示す.塑 性ひずみ径路は,π平面における下

負荷面を時計方向にπ/2だけ回転させたような形状を示し

θσ=30～390°

θσ=390～750°

図7応 力角θσに対する塑性体積ストレッチングDpv

ている.これは,図5(b)に示しているように関連流動則に

従う塑性ス トレッチングDpは 常に下負荷面の垂直方向

に生じるためである.接 線ス トレッチングDtの 方向(図

5(b)参照)は 下負荷面に接する偏差応力速度によってもた

らされるため,接線ひずみの径路は下負荷面のπ平面形状

に類似した形状を示す.ま た,接線ひずみは常に正規降伏

比Rに 依存して徐々に導かれている.一方,弾性ひずみ,

塑性ひずみおよび接線ひずみ量の大小関係は大きい方か

ら順番に塑性,接 線 弾性ひずみとなっている.

ところで,図8で π平面上の塑性ひずみおよび接線ひず

み経路について考察したように,非比例負荷において応力

は降伏面に沿う経路を辿り,塑性ス トレッチングおよび接

線ス トレッチングつまり非弾性ス トレッチングは降伏面

の形状に直接依存する.このため,非弾性ストレッチング

を予測する際には適切な形状を有する降伏面を採用する

ことが不可欠である.特に方本研究で対象としているπ平

面上での円形応力負荷の場合は,式(43)で示したようにπ
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図8π 平面における弾性,塑 性および接線ひずみ径路図

平面上で滑らかな凸閉曲面性を満たす曲面式を構成式に

導入する必要がある.

図9は 接線ス トレッチングを考慮しない従来の拡張下

負荷面モデルで予測されるひずみ経路を実測直と比較し

てπ平面上に示したものである.この場合のひずみ経路は

塑性ス トレッチングに強く依存して図8で 示した塑性ひ

ずみ経路に類似する.そのため,そ のひずみ経路は下負荷

面の π平面形状に依存した形式的で非現実的な形状を示

し,実測直と比較すると応力速度方向(反 時計回り)に対

して剛性が高く予測されている.一方方接線ス トレッチン

グを拡張下負荷面モデルに導入 して予測された π平面上

のひずみ経路を図10に 実測 直と比較して示した.図5(b)

で示しているように非弾性ス トレッチングDiの 方向は接

線ス トレッチングの効果により降伏面の垂直方向から降

伏面に接する応力速度方向に誘導される.こ のため,応力

速度方向の剛性は緩和され,実測直のひずみ経路を定性的

ではあるが適切に表現できている.従って,接線ストレッ

チングの効果により非比例負荷における変形の予測は改

善されると言えよう.なお,接 線ス トレッチングを拡張下

負荷面モデルに導入した接線 ・下負荷面モデルは図10で

示されたように滑らかな変形挙動を予測する.図11は 下

負荷面の回転および相似中心の移動を考慮 しない初期下

負荷面モデルによって予測されたひずみ経路を示したも

のである.予測されたひずみは実測直とは異なり円形応力

負荷の1回転目と2回転目でほぼ同じ径路を辿る.これは,

塑性ス トレッチングの主軸が応力の主軸と常に共軸性を

維持することが要因である.また,図 中には参考のため接

線ス トレッチングを考慮した初期下負荷面モデルで予測

されるひずみ径路を示している.

接線ス トレッチングを考慮した拡張下負荷面モデルに

よる応力角θσと主ひずみε1,ε2,ε3の関係を図12に 実測

図9従 来の拡張下負荷面モデルによるひずみ径路

図10拡 張下負荷面モデルに接線ス トレッチングを考慮

した場合のひずみ径路

図11初 期下負荷面モデルによるひずみ径路

― 632―



値と比較して示す.各主ひずみの予測 直は実測 直に対して

ずれが見られるが実測直と同様の位相差で収縮と膨張を

繰返している.

図12接 線ス トレッチングを考慮 した下負荷面モデルに

よる応力角θσと主ひずみε1,ε2,ε3の関係

4ま とめ

本研究では,偏差接線応力速度によって生じる接線ス ト
レッチングを拡張下負荷面モデルに導入して,代表的な非

比例負荷である地盤材料の繰返し円形応力経路試験結果

のシミュレーションに適用した.得 られた主な結果は以下

の通りである.

(1)非 比例負荷の場合,応 力は降伏面に沿う経路を辿る
ので,塑 性ス トレッチングおよび接線ス トレッチン

グの予測結果は降伏面の形状に直接依存し,適切な

形状を有する降伏面を採用することが不可欠である.

特に,本研究で対象とした平均応力一定の円形応力

負荷に代表されるπ平面上での非比例負荷において

は,π 平面において適切な断面形状を有する降伏面

を用いる必要がある.

(2)π 平面におけるひずみ経路において,接 線ス トレッ

チングを考慮しない場合は,そ のひずみ経路は塑性

ス トレッチングによるひずみ経路に大きく依存し,

その方向が降伏面の垂直方向によって表現されるた

め非現実的な変形を予測する.一 方,接 線ス トレッ

チングを考慮した場合は,非 弾性ス トレッチングの

方向は降伏面の垂直方向から降伏面に接する方向に

誘導され応力速度方向の剛性が緩和されて定性的で

はあるが実測 直の変形挙動を適切に予測する.

最後に,以上の予測結果は実測 直と良い一致を示すまで

には至らなかった.この点に関しては,今後の検討課題と

したい.
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