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結び目理論を用いた教材開発の実践研究

三枝崎剛（琉球大学）

1. はじめに

同値関係と商集合，および不変量は，現代数

学に欠かせない概念である．有限な数の世界の

構成数学概念の分類など幅広く用いられる．

しかし一方，で大学生にとって，なかなか習得

の難しい概念である．

また高等学校学習指導要領 [5]において， 2012

年度より新たに設けられた単元 「整数の性質」

では， 「二つの整数 a,b(a>O) について， b=

aq + r (r = 0,1,2, …，a -1) という表現や割り

算の余りによる分類を利用して整数の性質を考

察させることも考えられる」とあり，余りにつ

いて素養を深めることが求められている．

筆者は， 2017年度後期に 「幾何学序論 II」を

担当し，初等的な結び目理論の紹介を行った．

また 2018年度公開講座「結び目の数学」，2018

年度科研費事業 「ひらめき＊ときめきサイエン

ス，結びHの数学」を開催し，社会人や，中学生・

高校生へ結び目理論を紹介した．その授業にお

いて，大学生へ向けた「同値関係と商集合，お

よび不変量」の新たな教材開発，結び目理論を

用いた整数単元における合同式の教材開発，お

よびその実践研究を行った．

本論文はその報告である．

また一般に，大学生において，数学の研究を

行うことは難しい．それは最先端の内容まで学

ぶには， 一般に多くの時間を要するからである．

しかし，結び目理論は，中学生・高校生でも理

解可能な末解決間題がたくさんあり，また結び

目も無限に存在することから，無限に調べる対

象があり，学生は気の向くままに計算すること

ができる．そして実際，授業「幾何学序論 II」

において学生は多くの発見をし，研究発表会を

開催した．このように本教材は，大学生へ向け

た研究教材という面も持ち合わせている．
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こちらについても併せて報告する．

2. 同値関係と商集合不変量について

小学校にて， 三角形の合同・相似を学ぶ．これは，

不変量の考え方が暗に隠れている．この例を通

して，不変量を説明しよう．

定義 2.1. 集合Xとその直積集合xxxの部分集

合Rが同値関係であるとは，次の 3条件を満た

すことである：

1. 任意の xEXに対して (x,x)ER. 

2. (x,y) ERならば (y,x)ER. 

3. (x,y),(y,z) ERならば (x,z)ER. 

たとえば， Xを琉球大学の学生全体の集合，

(x,y) ERをxとyさんが同じ学部と定義しよう．

するとこれは同値関係である．

定義 2.2. 集合Xとその同値関係Rが与えられ

たとする．このときXIRをxEXに対して(x,y)E

Rとなる yをすべて集めてできる集合を一つの

元と考えた集合とする．これをXのRによる商

集合という．

たとえば，先の例だと

X/R:={教育学部生，理学部生，人文社学部，

国際地域創造学部，農学部，医学部，工学

部 ｝

のように 7個の元からなる集合となる．商集合

の元を表す方法として，各商集合の元から一つ

の元 aを選んで， aと書く方法が一般的である．

しかしこの方法では，同じ麻集合の元を表すの

に，複数通りの表記ができてしまう．たとえば

教育学部の aさん， bさんを用いて

教育学部生=a=b

のように表せてしまう ．このことが学生の商集

合を扱う一つの難しさとなっている．もう一つ
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例を挙げよう．

例 2.1. -=-角形全体の集合を X, その上の同

値関係 Rを相似△ ABC戸△ DEFとなるとき

(ABC,DEF) ERで定義してみよう．明らかにこ

れは同値関係である．この商集合XIRは相似な

三角形全体を， 一つの元と考えた集合である．

小学校において，相似な図形に対して，変わ

らない量を求める．これは商集合XIRの一つ元

に対して変わらない性質を研究しているといえ

る． したがって小学生は，二つの異なるものを，

積極的に同じものと考える，という思考を初め

てこの時に経験する．このことが，相似概念の

難しさの一因である．

最後に不変量を定義しよう．

定義 2.3. 集合Xとその同値関係Rが与えられ

たとする.X/Rの各元に変わらない量をX/R

不変量という．

上で見た例を再掲しよう． 三角形全体の集合

をX, その上の同値関係 Rを相似△ ABC"'△ 

DEFとなるとき (ABC,DEF)ERで定義する．

麻集合XIRの不変量には，

1. 3辺の比が等しい．

2. ある組の角が等しい．

3. ある二つの辺の比とその間の角が等しい．

がある．つまり

相似△ ABC"'△ DEF 

ならば

△ ABCと△ DEFのある 2組の角が等しい

ことがわかる．重要なことは，この命題の対偶

を考えることである．つまり

△ ABCと△ DEFの，どの 2組の角も等し

くない

ならば

相似 △ ABC芦△ DEF 

がわかる．このように不変量を考えるメリット

に，商集合の元を「区別」できることがある．

つまり，二つの三角形が相似かどうかが判定で

きる．このようにして，相似な三角形を小学生

は全て知ることができる．これが不変量の威力

である．

我々はこのアイデアを結び目に持ち込む．つ

まり， Xを結び目全体，結び目 A,Bに対して A

を連続的に動かして Bにできたとき， (A,B)E 

Rとして同値関係Rを入れる．この商集合XIR

の不変量を求めたい．それにより結び目を分類

したい，このようにして，中学生・高校生・大

学生へ不変量のアイデアを理解してもらい， 三

角形の相似，合同などをより高い視点から見直

す，これが授業の目的である．

3. 結び目の導入

結び目や絡み目を定義しよう．

定義 3.1. ひもを適当に絡ませて，両端閉じたも

のを結び目，複数本ひもを用いて，両端閉じた

ものを絡み目という．

例えば添付資料 3ページ参照．

例 3.1. 

本論文では，以後，絡み目も結び目と呼ぶこ

とにしよう．これは一般的ではないことに注

意する．結び目理論では次の間題を考える．

（添付資料 4,5ページ参照）

問 1. 二つの結び目 AとBが与えられたとき，

それらは連続変形で移りあうか．移りあうとき

A-B, そうでないとき AfBと書く．

明らかに添付資料 4ページ上段の結び目たち

は連続的に移りあう．では下段はどうであろう．

これはなかなか難しい問題である．例えば一時

間頑張って動かして移らない，だから AfBと

は結論できない．なぜなら二時間かけるともと

に戻るかもしれないからだ．そこでセクション

2で定義した不変量を探したいわけである．

ところがここで一つ問題がある．結び目を連

続的に動かして，移りあうかどうか調べるわけ

だが，「連続的に動かす」という操作は無限通り

の可能性がある．この操作で不変な量を見つけ

るのは困難である． 実は， 「連続的に動かす」操

作は，例えば添付資料 16ページの三つの操作の

組み合わせで得られることがわかっている．こ

れによって， 三つの操作で不変な量を探せばよ

いことになり，問題が格段に易しくなる．

ここで明らかな不変量を一つ紹介しよう．そ
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れは結び目の成分数である．例えば次の二つの

結び目は移りあわない．なぜなら RIから Rill

で成分数が増減することはないからである．

4. 3彩色可能性， n彩色可能性

結び目の初等的不変量である 3彩色可能性を

紹介しよう．

定義 4.1. 結び目の道とは，交点の下から上に上

がって，また下に降りる曲線，もしくは交点が

ないような曲線は，それ自身の曲線のことであ

る．添付資料 21ページを参照結び日が 3彩色

可能性とは，結び目の各道に高々 3色で，次の

条件を満たすように色を塗ることができること

である．

1. 2色以上用いる．

2. 各交点回りはすべて同じ色か，すべて異

なる色で塗られている．

定理4.1. 3彩色可能性は結び目の不変量である．

たすように色を塗ることができることである．

l. n色以上用いる．

2. 各交点回りで次の条件を満たすように塗る：

2x三 y+ z(mod n). 

注意 4.1. n=3のときは 2番 目の交点条件の方

程式は，各交点回り，すべて同じ色か，すべて

異なる色，で塗ることを意味する． したがって

n彩色可能性は， 3彩色可能性を自然に一般化し

たものである．

定理4.2. n彩色可能性は結び日の不変量である．

つまり，結び目 Aがn彩色可能，結び目 Bがn

彩色不可能ならばAとBは移りあわないことが

わかる．

例 4.2. 例えば， 41結び目は 5彩色可能である．

一方で自明な結び目は， 5彩色不可能．つまり

二つの結び目は移りあわないことがわかる．

つまり，結び目 Aが3彩色可能，結び目 Bが 証明 .3彩色可能性と同様である．

3彩色不可能ならばAとBは移りあわないこと n彩色可能性は，やみくもに調べることも可

がわかる． 能であるが，連立一次方程式を用いても調べる

例 4.1. 添付資料 22ページを参照．例えば， 31

結び目は 3彩色可能である．一方で自明な結び

目は， 3彩色不可能．つまり二つの結び目は移

りあわないことがわかる．

証明 .3彩色可能な結び目に対し， RIから RIii

を施してもまた 3彩色可能であることを示す．

それは下図のように可能である．たとえばRII

を施すと，新しくできた道を青色で塗れば， 3

彩色可能性は保たれる．

さて 3彩色可能性は手軽な不変量であるが，

しかし，自明結び目や 4けまともに不可能なので，

これらは実際には移りあわないのだが，それを

証明してくれない．そこで 3彩色可能性をより

強力にした不変量を導入する．

定義 4.2. 添付資料 27ページ参照. n色の色を

{0,1, …，n -1}で表す．結び目が n彩色可能性と

は，結び目の各道に高々 n色で，次の条件を満
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ことが可能である．例えば 3色塗分け可能かど

うか，糾結び目で調べてみよう．

各 3つの交点回りの条件を連立一次方程式で

表現すると，

2x-y-z三 0(mod 3) 

-x+ 2y-z三 0(mod 3) 

-x-y+2z三 0(mod 3). 

となる．たとえば，三行目の 2倍を一行目に足

すなどして，最終的な解は

(~l = c, (! l + c, rn 
と求まる．ここで C2,C3は {0,1,2}の任意の値を

取る． したがって 9個の解があることがわかる．

同じ色で塗る解は 3通りなので， 2色以上で塗

ることができることがわかる．このように，行

列の手軽な応用としても， n彩色可能性は教材

となりうる．この中学生・高校生へ向けた実践

は今後の課題である．

ここで解の総数を n彩色数と呼ぶことにしよ
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う．これも結び目の不変星である．証明も先ほ

どと同様. n彩色表を以下に挙げる．

結び目 ¥n11 1 I 2 I 3 I 4 I s I 6 I 1 I s I 9 I 10 I 11 I 12 I 13 I 14 I 1s I 16 I 17 I 1s I 19 I 20 I 21 Iゲー リッツ

01 1 2 3 4 5 6 7 8 ， 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 (-) 

31 1 2 ， 4 5 18 7 8 27 10 11 36 13 14 45 16 17 54 19 20 63 (3) 

41 1 2 3 4 25 6 7 8 ， 50 11 12 13 14 75 16 17 18 19 100 21 (5) 

51 1 2 3 4 25 6 7 8 ， 50 11 12 13 14 75 16 17 18 19 100 21 (5) 

52 1 2 3 4 5 6 49 8 ， 10 11 12 13 98 1.5 16 17 18 19 20 147 (7) 

61 1 2 ， 4 5 18 7 8 ， 10 11 36 13 14 45 16 17 162 19 20 63 (9) 

62 1 2 3 4 5 6 7 8 ， 10 121 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 (11) 

63 1 2 3 4 5 6 7 8 ， 10 11 12 169 14 15 16 17 18 19 20 21 (13) 

71 1 2 3 4 5 6 49 8 ， 10 11 12 13 98 1.5 16 17 18 19 20 147 (7) 

72 1 2 3 4 5 6 7 8 ， 10 121 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 (11) 

73 1 2 3 4 5 6 7 8 ， 10 11 12 169 14 15 16 17 18 19 20 21 (13) 

74 1 2 ， 4 25 18 'l 8 27 50 11 36 13 14 225 16 17 54 19 100 63 (15) 

7s 1 2 3 4 5 6 7 8 ， 10 11 12 13 14 IS 16 289 18 19 20 21 (17) 

76 1 2 3 4 5 6 7 8 ， 10 11 12 13 14 15 16 17 18 361 20 21 (19) 

71 1 2 ， 4 5 18 49 8 27 10 11 36 13 9S 45 16 17 54 19 20 441 (21) 

結び目 ¥n111 1 2 1 3 I 4 1 5 I 6 I 1 I 8 I 9 I 10 111 1 12 113 1 14 1 1s I 16 I 11 J 18 119 I 20」3リゲーリ ッツ

01 

31 3 3 3 3 

41 5 5 

51 5 5 

52 7 

61 3 3 3 

62 11 

63 

71 7 

72 11 

7, 

74 3 5 3 3 5 3 

7s 

7s 

71 3 3 7 3 3 

5. ジョーンズ多項式

n彩色数の表を見よ う．たとえば 41と氏は同

じ規則が表れている．したがって， 実際には移

りあわないのだが， しかしそのことを証明でき

ていない．実は n彩色可能性を調べるだけで

は， 41と氏が移りあわないことを証明できな

い．そこでより強力な不変量が必要になる．以

下ではジョーンズ多項式を紹介する．これは

1984年にジョ ーンズにより発見されたもので，

フィールズ賞受賞業績の一つとなった．このよ

うに中学生・高校生にも理解可能なフィールズ

賞業績というのも珍しい．そのような不変量が，

1984年まで見つかっていなかったことも驚き

である．

定義 5.1. 〈結び目〉と表記する多項式を定義

する．これを結び目のブラケット多項式と呼ぶ．

定義は添付資料 31ページ参照．そしてジョー

13 

13 

(-) 

3 3 3 (3) 

5 5 (5) 

5 5 (5) 

7 7 (7) 

3 ， 3 (3') 

(II) 

(13) 

7 7 (7) 

(11) 

(13) 

15 3 5 3 (3・,5) 

17 (17) 

19 (19) 

7 3 3 21 (3・7} 

ンズ多項式を
-w(結び目）

V結び目 =(-Aり 〈結び目〉

で定義する．ここで

w (結び目）＝正の交点数ー負の交点数．

例えば w(31)は，添付資料 20,35ページ参照．

具体的な計算例は添付資料 32-36を参照．以

上がジョ ーンズ多項式の定義とその例である．

さてこの多項式が実際に結び目の不変量になる

ことを見よう．それは，添付資料39-44を参照．

ジョーンズ多項式の表を以下に挙げる．

さてジョーンズ多項式の計算は，2交点数

だけ場合分けが生じ，面倒である．以下では、

スケイン関係式を用いた計算法を紹介しよう．

添付資料 46-49を参照いただきたい．ジョー

ンズ多項式自身が満たす再帰的関係式を用いた

計算法を紹介している．これは計算途中の結び

目を，自由に連続変形してよいことから，計

算量が少なくて済す．実際，学生は交点数が
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7以下の結び目のジョーンズ多項式の計算に成 り，中学生や高校生への空間把握の教材として

功した．この計算法では，紙を用いて，結び目 有効と期待する．これは今後の課題である．

の連続変形である口次元的操作を行う必要があ

結び目 \Jones~ あの表 あの表の鏡像

01 1 1 

31 1/t4(-l+t+t3) t(l + t2 -t3) 

41 l/t2(1 -t + t2 -t3 + tり 1/t町1-t + t2 -t3 + tり

51 1/『(-1+ t -t2 +柱＋抄） t2(1 + t2 -t3 +杜 -tり

52 1/t列ー1+ t -t2 + 2t3 -t4 + tり t(l -t + 2t2 -t3 + t4 -t5) 

61 1/t2 (1 -t + 2t2 -2t3 + t4 -t5 + tり 1バ(1-t + t2 -2t3 + 2t4 -t5 + t6) 

62 1/t5(1 -2t + 2t2 -2t3 + 2t4 -t5 +秒） 1/t(l -t + 2t2 -2t3 + 2t4 -2t5 + tり

63 l/t3(-1 + 2t-2t2 + 3t3 -2t4 + 2t5 -tり 1/t3(-l + 2t-2t2 + 3t3 -2t4 + 2t5 -tり

71 1/t10(-1 + t -t2 + t3 -t4 + t5 + t7) t3 (1 + t2 -t3 + t4 -t5 + t6 -t7) 

72 t(l -t + 2t2 -2t3 + 2t4 -t5 + t6 -tり 1/t8(-1 + t -t2 + 2t3 -2t4 + 2t5 -t6 + t1) 

73 1/t9(-1 + t-2t2 + 3t3 -2が+2t5 -t6 + t7) t2(1 -t + 2t2 -2t3 + 3t4 -2t5 + t6 -t7) 

74 1/t町ー1+ t -2t2 + 3t3 -2t4 + 3ts -2t6 + tり t(l -2t + 3t2 -2t3 + 3t4 -2抒+t6 -t:) 

75 t2(1 -t + 3t2 -3t3 + 3t4 -3t5 + 2t6 -t7) 1/t町ー1+ 2t -3t2 + 3t3 -3が+3t5 -t6 + tり
75 1/t(l -2t + 3t2 -3t3 + 4t4 -3t5 + 2t6 -が） 1/t6(-1 + 2t -3t2 + 4t3 -3が+3t5 -2t6 +が）

77 1/t4(1 -2t + 3t2 -4t3 + 4t4 -3炉+3t6 -t7) 1/t3(-l + 3t -3t2 + 4t3 -4t4 + 3t・5 -2t6 +『）

6. 考察

現在まで，結び目理論を用いた教材関発は数

多い．例えば [5,6]や [5,6]の参考文献参照．

しかし本研究のように，同値関係や商集合に注

目したものは，ほとんどないまた大学生向け

の研究教材として結び目理論を用いたものは，

ないと思われる．これが本研究の意義である．

以下では， 3つ実践授業それぞれに対して，

得られた考察を述べる．

6. 1幾何学序論II(2017年度）

本教育学部，数学教育専修 2年生を対象と した

幾何学序論 IIにおいて，本稿セクション 2~5

の内容を紹介した．（実際には，この他にも，ゲー

リッツ不変量，ザイフェルト曲面を用いた不変

量たちを紹介した．）

講義の最終課題として次を課した．

問2. 各自何か新しいことを見つけて発表せよ．

多くの学生は当初面喰ってしまったようであ

る．そこで，こちらで大きな研究枠組みを出した．

例えば，

1. ジョーンズ多項式に値を代入したら．

2. 結び目の無限系列， トーラス結び目，
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プレッツェル結び目などに対して，ゲー

リッツ不変量を計算せよ，そして規則

を見つけよ．

3. 身の回りにある結び目に対して，ジョー

ンズ多項式を計算せよ．

などである．現在は，結び目に関する計算ソフ

ト[2,4]が充実している． したがって，大量の

計算結果を学生は比較的容易に得ることができ，

多くの学生は熱中していた印象を持った．

そして多くの学生は，新たな発見を行ったよ

うである．以下はその研究発表会タイトルの一

部である：

1. 縦結び目と横結び目の結び目理論的考察

2. 三つ編みとその固辺に関わる考察

3. 単因子論の証明

4. 結び目のジョーンズ多項式とブレイドに

関する考察

5. 最小交点数が 3の結び目は鏡像を除いて

1つしかない

6. トーラス絡み目のゲーリッツ不変量

7. ジョーンズ多項式

8. あわじ結びの結び目について

9. ゲーリッツ不変量の偶奇

10. 真実の愛の結び目と偽りの愛の結び目
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について

11. 交点数とブレイド群

特に「結び目のジョーンズ多項式とプレイドに

関する考察」と 「トーラス絡み目のゲーリッツ

不変量」の内容は，筆者自身も知らない内容で，

研究テーマとして広がる可能性を持ったもので

あった．このように，具体的な結び目という対

象を用いて，大学二年生でありながら数学研究

が可能な題材として，結び目理論は有効である．

またジョーンズ多項式の表から学生は次のよう

な予想を立てた．

l. t = lを代入すると l.

2. t =-lを代入すると n彩色可能性と関係

がある．

3. 鏡像の関係にある結び目は， tをt-1で

変換することにより得られる．

などである．特に t=-lを代入すると n彩色可

能性と関係があることに，大きな驚きを感じて

いた．全く異なる定義から出発して， しかし実

際には関係しているという現象に，おそらく学

生は初めて出会った．数学のこのような一面を

も体験可能である．

6.2公開講座

2018年度公開講座「結び目の数学」 (7月 28

日開催）および科研費事業「ひらめき食ときめ

きサイエンス，結び目の数学」 (8月 4日開催）

において，社会人の方，中学生・高校生へ本稿

セクション 2-5の内容を紹介した．

導入として，結び目と同値関係，商集合，不

変量を紹介し，その後 n彩色可能性を議論した．

授業では，道に数字カードを置くことによって，

n彩色可能性を視覚的に調べることができるよ

う工夫した．そのことによってパズルを解くよ

うな楽しさを感じたようである．

後半ではジョーンズ多項式を定義し，全員

で手分けして，黒板全体を使って化結び目の

ジョーンズ多項式を計算した．ジョーンズ多項

式の表を配布したところ，すぐに変数に— 1 を代

入して， n彩色可能性との関係を発見した生徒

もしヽた．

講義終盤では，結び目の n彩色数の表から規

則を見つけようとしている生徒が複数おり，実

際次のような発見を行った：

l. nが2べきの時はすべて同じ値．

2.41が25,50,75とnが 5の倍数の時，等

差数列のようである．（他の結び目も同様

な現象がみられる．）

3.41と氏は全く同じ値である．

このように，規則性を見つける楽しさも生徒は

感じていたようである．そして証明や理由を考

え始めようとしている中学生・高校生が多くい

た．結び目理論の中高生へ向けた教材としての

可能性を見た．

全ての参加者が，ジョーンズ多項式の不変性

証明まで含めて理解しており，題材の難易度と

しても適切と感じた．

不変量や彩色可能性，ジョーンズ多項式につ

いてほぼ全てのアンケートは，非常によく理解

できた，というものであった．そして，また来

年度もぜひ参加したいというコメントを頂いた．

7. 今後の課題

結び目理論の中高生，大学生へ向けた教材実

践研究について報告を行ってきた．今後の課題

として，次があげられる：

1. 中学生・高校生へ向けた，有限環 Z/nZ

を扱う教材の開発．

2. 中学生・高校生へ向けた，行列を扱う教

材の開発

3. 中学生・高校生へ向けた，空間把握能力

の向上を目指した教材の開発．

1. について， n彩色可能性を調べるは，有限

環 Z/nZを扱うことに他ならない．中高生へ向

けた，有限な数の体系を紹介する教材としても，

結び日理論は適していると予想される．

2. について，本稿では紹介しなった，ゲーリッ

ツ不変量やアレクサンダー多項式といった不変

量は，行列の簡単な応用である．高校数学から

行列が扱われなくなったが，中高生へ向けた，

行列の簡単な紹介の後，応用としてゲーリッツ

不変量やアレクサンダー多項式の紹介は，行列

に興味を持ってもらえると考える．

3. について，中学校学習指導要領 [6]におい

て「平面図形や空間図形についての観察，操作

や実験などの活動を通して，図形に対する直観
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的な見方や考え方を深めるとともに，論理的に

考察し表現する能力を培う」とあり，高等学校

学習指導要領 [5]において 「中学校での学習内

容を踏まえ， 2直線や 2平面の位置関係や直線

と平面の位置関係，多面休などに関する基本的

な性質を扱う」とある．このように空間把握能

カの向上も求められている．本稿で紹介た，ス

ケイン関係式を用いたジョーンズ多項式の計算

法を紹介し，その後空間把握能力の変化を見る

計画である．

以上のような教材開発を行う計画である．ま

た，中高生へ向けた授業は，一日のみの公開講

座であった数か月にわたって，中高生へ結び

目理論を紹介し，その過程で，行列や有限環など，

学んだ数学がどのように応用されるのか，体験

してもらう教材としても，筆者は多くの可能性

を感じている．このような教材別発，および実

践研究も興味深い．
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無償で計算ソフトを公開されている [2,4] 関
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